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ZUR DEUTUNG DER DREIFACHEN GESCHWINDIGKEITSKORRELATIONEN

DER ISOTROPEN TURBULENZ~

von K. Hasse Lmann, Hamburg

Zusammenfassung:

Es werden die areifachen Korrelationen, die den EinfLuß der

Trägheitskräfte in der Karman-Howarthschen KorreLatiQnsgLei-

chung beschreiben, auf den Impulsaustausch zwischen einem

kugelförmig abgegrenzten Gebiet und dessen Umgebung zurück-

geführt. Diese einfache Deutung ermögLicht eine approximati-

ve Erfassung der Trägheitskräfte der isotropen Turbulenz,

die in den Grundzügen die Heisenbergsche VorsteLLung einer

auf die größeren Wirbel ei~irkenden turbuLenten Viskosität,

die durch den Impulsaustausdh mit den kleinen WirbeLn zustan-

dekommt, bestätigt, jedoch zu wesentlich besserer Übereinstim-

mung mit den Meßergebnissen führt.
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1. EinLeitung.

Bekanntlich hat erst die statistische Theorie der isotropen

Turbulenz eine ausführliche kinematische Analyse der turbulen-

ten Strömungen ermöglicht. Jedoch stößt sie auf Schwierigkeiten

bei alLen Fragen, die mit dem dynamischen Verhalten der Turbu-

lenz zusammenhängen. Der Kern dieser Schwierigkeiten liegt in

der Natur der Trägheitskräfte, die man bisher noch nicht be-

friedigend beschreiben konnte. Um trotzdem dynamische Gesetz-

mäßigkeiten theoretisch ableiten zu können, hat man zusätzLiche

Hypothesen eingeführt, die man etwa in die beiden Klassen der

ÄhnLichkeits~ypn~hAustauschhypothesen einteiLen kann. Aus den

Ähnlichkeitshypothesen können Aussagen über die Änderung ge-

wisser charakteristischer Größen des Turbulenzfeldes gewonnen

werden, wie z.B. das AbkLingungsgesetz für die Gesamtenergie;

jedoch kann die innere Struktur des Turbulenzfeldes, d.h. die

Form des Energiespektrums oder der Geschwindigkeitskorrelatio-

nen, nicht erklärt werden. Die Ähnlichkeitsannahmen werden im

aLlgemeinen physikaLisch nicht sehr überzeugend begründet und

erweisen sich auch experimentell als recht grobe Approximatio-

nen. Bei den Austauschhypothesen andrerseits wird auf @rund

einer gewissen VorsteLLung über die Einwirkung der Trägheits-

kräfte auf das Energiespektrum die Form des Trägheitsterms in

der dynamischen Spektratgleichung einfach postuLiert. Es ist

schwierig, bei diesen Ausdrücken unmitteLbar nachzuprüfen, ob

sie gute Näherungen sind oder nicht, da der exakte Ausdruck

für den Tvägheitsterm der Spektralgleichung in ziemLich unüber-

sichtlicher Weise von den AmpLituden und Phasen der Fourier-

zerLegung des Geschwindigkeitsfeldes abhängt. Sie sind daher -

ebenso wie die Ähnlichkeitsannahmen - nur aLs Arbeitshypothe-

sen aufzufassen.

ObwohL der Trägheitsterm der Spektralgleichung wesentLich

komplizierter ist als der antsprechende Term der mathematisch

äquivalenten Korrelationsgleichung, hat man bisher die Träg-

heitskn~fte nur an Hand der Spektralgleichung zu erklären ver-
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sucht. Das Liegt daran, daß der physikaLische Inhalt der Spek-

trelgleichung durchsichtiger ist, währedrl man sich bisher fÜr

die durch die Korrelationsgleichung beschriebenen Vorgange noch

kein physikalisch anschauLiches Bild gemacht hat. Wie im folgen-

den gezeigt wird, ermögLicht aber eine neue AbLei~ung der Kür-

relationsgleichung die anschauliche Deutung der einzelnen

Glieder.

Dadurch läßt sich nun die Wirkung der Trägheitskräfte, die

durch die dreifachen Korrelationen beschrieben wird, unmittek-

bar überblicken und mit Hilfe von einfachen Mischungswegansät.-

zen auCh quantitativ erfassen. Die Ergebnisse Lassen sich im

wesentlichen durch die HeisenbeFgsche Vorstellung einer auf die

größeren Wirbel einwirkenden turbulenten Viskosität, die durch

den Impulsaustau&ch mit den kleineren Wirbeln zustande kommt,

beschreiben. Allerdings wird eine andere Einteilung der Bnergie

in Wirbel kleinerer und größerer Dimensionen gewählt, die der

Deutung des Trägheitsterms in der Korrelationsgleichung besser

angepaßt ist. Ferner wird der in dem Ausdruck für die turbulen-

te Viskosität vorkommende Mischungsweg nicht einer kinematisch,

sondern einer dynamisch eingeführten Länge proportional ange-

nommen, wodurch der Einfluß der Viskosität berücksichtigt und

eine bessere Übereinstimmung mit dem Experiment erreicht wird.
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20 Die zwei- und dreifachen Geschw1ndigkeitskorrelationen

der isotropen Turbulenz.

Bevor die Karman-Howarthsche Korrelationsgleichung aus den

Navier-Stokesschen Gleichungen gewonnen werden kann, muß man

auf die Beziehungen eingehen, die sich aus den kinematischen

Bedingungen der Isotropie und der Kontinumtät für die Korrela-

tionen ergeben. Obwohl diese Beziehungen, die gewöhnlich mit

HiLfe der Tensoranalysis und der Invariantentheorie gewonnen

werden, wohlbekannt sind (Robertaon [194~ , Chandresekhar[195~
Batchelg~jI), ist es vielLeicht nicht uninteressant, sie einmc:cL'

auch auf einem anderen, anschaulichen Wege abzuleiten, der

später bei den Navier-Stokesschen Gleichungen außerdem zu

einer physikaLischen Deutung der Karman-Howarthschen KorreLa-

tionsgleichung führen wird.

Unter der

tion an zwei

versteht man

alLgemeinen zweifachen

Stellen P, P' in einem

das mittLere Produkt:

GeschwindigkeitskorreLa-

isotropen Turbulenzfeld

R (17
i Vt,

(J.)= MQ (P') Mh (P) (1 )

wobei durch die Indizes a, b Geschwindigkeitskomponenten in

Richtung der Einhei tsvektoren-ct , er bezeichnet werden,C der

Vektor von Punkt P zum Punkt P' und die rechte Seite ein stal 3-

tischer Mittelwert über mehrere unabhängige ReaLisationen des

~urbuLenzfeLdes 1it. Aus der Bedingung der Isotropie folgt

auch die Homogenität des Turbulenzfeldes, da ein nicht ver-

schwindender Gradient einer mittLeren Größe eine ausgezeich-

nete Richtung festLegen würde; das mittLere Produkt (1) hängt

somit nur von dem Abstandsvektor zwischen P und P' ab.

Ähnlich wird die dreifache Geschwindigkeitskorrelation an

zwei Stellen definiert:

5 ( 11iCJt,{" t)
~ M~ (Pj 4th (P) Me(P) (2)
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KorreLationen höherer Ordnung werden gewöhnlich nicht mehr

betrachtet, obwohl sie strenggenommen zu einer volLständigen

statistischen Beschreibung der Turbulenz notwendig sind, da

sie mit wesentlich größeren analytischen Schwierigkeiten ver-

bunden sind.

Im Falle der Isotropie sind die mittLeren Produkte (1) und

(2) nur von der relativen Lage des Vektors ~ und der Einheits-

vektoren Cl, kund l' abhängig. Wir können daher annehmen, daß

~ in der x-Achse und m in der xy-Ebene eines kartesischen Ko-

ordinatensystems liegen. Ferner können wir uns auf die FälLe

beschränken, in denen die Einheitsvektoren achsenparallel sin~

da sich die allgemeinen Produkte mittels dies~ aLs Linearkom-

binationen darstellen Lassen. Dam in der xy-Ebene Liegt, wäh-

rend die Einheitsvektoren ~dund ~ beliebige Richtungen anneh-

men können, findet man sechs solcher Kombinationen für Rund

zwölf für S. Aus der Bedingung der Isotropie, die Invarianz

gegenüber Permutationen und Spiegelungen der Achsen fordert,

folgt jedoch sofort, daß die meisten dieseE Produkte verschwin-

den, sadaß von den zweifachen Korrelationen nur die Produkte:

/U 12((T) == Mx (p) 4lx rp)

4-{'2~h)~ 4t'J(p')M~/P) (4)

und von den dreifachen KorreLationen nur die Frodukte:

-u,3 k f-,-) = MX (P') M/ (P)

4{'3 h(r) == M-J«P') ~;(P) = M)«(Pl)-11?2(p)
(6)

A.{dr(r):: -iiJ{p} ALx (P)~i(P) (7)

übrigbleiben. Dabei bedeuten wie üblich u' die WurzeL des mitt-

Leren Quadrats einer Geschwindigkeitskomponente, r den Betrag
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von ~ und die Indizes x, y, z Geschwindigkeitskomponenten

paralleL zu den Koordinatenachsen.

Die Zurückführung der aLLgemeinen Produkte (1) und (2) auf

die skalarenFunktionenvon r in den GLeichungen (3) - (7)

folgte ahlein aus der Bedingung der Isotropie. A~rKontinuitäts-

bedingung ergibt sich nun weiter, daß diese Funktionen von ein-

ander abhängig sind.

Betrachten wir die Durchströmung einer halbkugeLförmigen

Hüllfläche wie in Abb,2. FUr eine inkompressible Flüssigkeit

Lautet die Kontinuitätsbedingung:

f/tt1f. d 5 = f ~,~ d5

&1 &2

wobei u~ die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf den bei-

den Teilflächen 61 und 62 der HUllfläche bedeutet. Durch MuL-

tiplikation dieser GLeichung mit der x-Komponenten der Geschwin-

digkeit im Mittelpunkt erhält man nach Mittelwertbildung:

T ~
AL ,2/ r'j (7')'" . -«'l[ ,,2 (rT) ~ j2- ""J- dJ2-. ~'2 'Y 'Fr)

. .
oder, nach Differen~tion:

g(7) := I(rr-) r ~ f(~) (8)

wobei f' ~ t; . Die Beziehung (8) zwischen den LongitudinaLen

und transversalen zweifachen Geschwindigkeitskorrelationen

wurde nach diese~ Methode erstmals von Prandtl abgeleitet

(Wieghardt [1941) ) .
Auf ähnlichemWege lassen sich auch Beziehungenzwischen den

dreifachen KorreLationen able~ten. Multipliziert man die Kon-

tinuitätsgleichung für die Strömung durch eine Vollkugel mit

dem Quadrat der Geschwindigkeit im Mittelpunkt und bildet den

Mittelwert, so erhäLt man sofort:

2h(r) -J- k/r) '=-0 (9)
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Multipliziert man weiter die Kontinuitätsgleichung der Strö-

mung durch eine Viertelkugel wie in Abb. 2 mit dem Produkt der

x- und y-Komponenten der Geschwindigkeit im MitteLpunkt, so

erhäLt man nach Mittelwertbiiöung und Differentiation:

7(-r)=-~k('r)+ fk'(rr) (10)

Mit HiLfe der Gleichungen (8) - (10) lassen sich nunmehr die

aLlgemeinen zwei- und dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen

(1) und (2) auf je einen skalarenFunktion von r zurückführen.

Zu diesem Zweck werden gewöhnlich die beiden longitudinalen

Korrelationen B~~~'ö~ettn8pm~~k(~~gg.Wählt, da sie am einfach-

sten zu messen sind. Da die Korrelationen gegebüber Spiegelun-

gen invarient sind, muß f(r) eine gerade, k(r) eine ungerade

Funktion von r sein. Die Entwicklung von f(r) beginnt daher

mit den Gliedern:

'TZ G r 'I
f(,,-)=1- 2:LZ+7j!-;!f+.

.. ... ~ q )1-1'2. Cf

/'N/ )

wo dle Dlssipatlons lange ~ =-Lf (ob und G= A... (o/

Die erste Ableitung von k(r) verschwindet bei rEO, da

/3k 1f
)

2. d A 2- ~ ()A.{ (0 =- MX
'dx

MX ==- T
'Jx

M)( =
, sodaß die Ent-

wicklung von k(r) erst mit einem Gli.d 3. Ordnung beginnt:

( 11)

S T3

k(rr)=--(;-:t3 t d (12)

.

"3/; :--y: 7
3/2

Wobe i -s ~ 1. 3k" · (0) den Sohieldaktor ~~x) fra:,J
bedeutet. Bei der Definition von S ist in Anlehnung an die Be-

zeichnung Ton Batchelor & Townsend L194J7 ein negatives Vor-

zeichen eingeführt werdEn, da die experimentellen Werte des

Schiefefaktors negativ ausfaLlen.

Obwohl sie später nicht verwendet werden, lassen sich nun

ohne Shhwierigkeiteauch die allgemeinen Korrelationstensoren



- 7 .,..

Rij(g) :;: ui(p) uj(p') und Sijl (v) S ui(p) uj(P) ul(PI) in Ab-

hängigkeitiiibf!:ercharakteristischen skalaren Funktionen u,2f(r)

bzw. u,3k(r) bestimmen durch Transformation des Koordinaten-

systems der Tensoren auf ein neues System, bei dem der Vektor

1Jin der x-Achse liegt. Bezeichnen wir Kamponenten des neuen

Systems mit einem Stern und sei (aij) die Transformationsmatrix,

so gi l t:

R{j (v) =- Lall? CLjt ~k /rJ-M(-t(?;
(j

je
~ M" (c<11 Clj11!q-) +(atZ fijz +

"'i3 (L)3) g(Tg

~ -{412[{ Q.-f.')laj})~/"")+-(I(r)-c;(rJä-i1 Qj1J

wobei sich die Indizes 1, 2 und 3 auf die Koordinatenachsen x,
r'

y bzw z beziehen. Da ai1- ~, ersibt sich somit mach (S):

RiJ (1J)~ a'Z {fl+ r I)
~j

- f I' -r~{iJ (13 )

Auf ganz ähnlichem Wege läßt sich dann zeigen, daß

r
f

,} - ,3

(
k - '1"k

I
21r~-Y-P'

(
I

#

)
k J( 14)

,J-ij!1J) - -u
.

1".3
~. rrir( +

4".
~ 0jl+-~b-il -

2~
;yt

r>4.{)

Schlief3lich betrachten wir noch die Druck-Geschwindigkeitskorre-

lation p(p)~P'), die bei der Ableitung der K~rm~n-Howarthschen

Korrelationsgleichung auftritt. Aus Gründen der Isotropie wer-

den die Korrelationen zwischen p und den Geschwindigkeitskompo-

nenten senkrecht zuU offensichtlich verschwinden, sodaß nur

das Pr~dukt p(p)ur(p') zu untersuchen wäre. Durch MuLtiplika-

tion der Kontinuitätsgleichung für eine kugelförmige Hüllfläche
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mit dem Druck im Mittelpunkt und Mittelwertbildung foLgt je-

daDD sofort, daß auch dieses Letzte Korrelationsprodukt ver-

schwindet.

3. Die Karman-Howarthsche KorreLationslgeichun~.

Die im letzten Abschnitt beschriebene Methode, um FoLgerungen

auS der Kontinuitätsbedingung herzuLeiten, kann auch angewandt

werden, um eine dynamische GLeichung für die KorreLationen zu

gewinnen. MmLtipLiziert man die Impulsgleichung für eine kugeL-

förmige Hüllfläche vom Radius r mit der Geschwindigkeit ~o im

Mittelpunkt und mitteLt, so erhäLt man die Gleichung:

1 ~ f Al,ii. dV". -fit, i4.} <-Ir dS - (p d 5 f1"'0 1 "5
(15)

wobei auf der Linken Seite über das Innere der Kugel und auf

der rechten über die Kugeloberfläche integriert wird.ir ist

die Zähigkeitsspannung auf der Kugeloberfläche.

Von den Integralen auf der rechten Seite ist zunächst be-

reits gezeigt worden, daß die Druck-GeschwindigkeitskorreLa-

tion verschwindet. Das erste Integral läßt sich durch die drei-

fache Korrelation u,3~(r) ausdrücken, während sich das Letzte

Integral auf die Ableitungen der zweifachen Korrelation u,2f(r)

zurückführen Läßt. Die linke Seite kann über das Kugelvolumen

ausintegriert werden, da -Il,M()= -a'3 :z f;{,.,-3f)
, womit man

dann schLießLich nach Division durch 2rr~ die Karman- Howarth-

sche KorreLationsgLeiehung erhäLt:
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~t (M/2I)~ MI/3(t/1- iJf) -I- 2 VM,Z(I"r #;:-1) (16)

TIie einzelnen Glieder die.er Gleichung habennnnn anschauliche

physikalische Bedeutungen. Aus der Berechnung der linken Seite

ergibt sich eine neue kugelsymmetrische Beziehung für die zwei-

fache longitudinale KorreLation: es ist 3u,2f(r) der Mittel-

wert des Produkts aus der Geschwindigkeit im Mittelpunkt einer

Kugel vom Radius r mit der mittleren Geschwindigkeit im Inneren

der Kugel. f(r) ist somit ein Maß für die räumliche Ausdehnun

der Geschwindigkeitsschwankungen und gibt an, in wie weit der

Flüssigkeit innerhaLb der Kugel eine einheitLiche Geschwindig-

keit zugeordnet werden kann. TIas erste Glied auf der rechten

Seite stellt die Korre~tion zwischen dem Impulsfluß durch die

Oberfläche und der Geschwindigkeit im Mittelpunkt der Kugel dar

und beschreibt somit die Änderung von u,2f(r) durch die Ver-

mischung der FLüsssigkeit innerhalb und außerhalb der Kugel,

während das letzte Glied den Einfluß der Zähigkeitsspannungen

an der Kugeloberfläche wiedergibt.

TIurch Spezialisierung Lassen sich aus (16)

wichtige Gleichungen ableiten. Für r~O erhält

pationsgleichung:

zwei weitere

man die TIissi-

12..
li.u'" ~ - 1011

1"rit
(17 )

TIifferenziert man (16) zwei mal nach r so erhält man für r~O

die GLeichung für die Änderung der mittLeren Rotation:

~

(
12

)J4.. ,a -.i L.- 2.. -7- . t3 111 -1'1 I2 JY .

dt 12
- 45 dt (nt4L) co 3~ 'k {e)-y j Ai I (D) (18)



Offensichtlich läßt sieh Gleichung (16) ohne eine weitere
Beziehung für k(r) ni~ht lösen. Wegen der Nichtlinearität der

Bewegungsgleichungen hängt jedoch die dreifache KorreLation

von der Korrelation vierter Ordnung ab, die ihrerseits wieder-

um durch die Korrelation fünfter Ordnung bestimmt ist, usw. Der

Versuch einer exakten Lösung der Korrelationsgleichung führt

somit zu einem unlöslichen unendLichen System von Gleichungen.

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, werden wir - wie in alLen

bisherigen Näherungsansätzen für die Trägheitskräfte - annahmen,

daß die dreifaohen Korrelationen auf die zweifachen zurückge-

führt werden können. Auf Grund unserer einfachen physikaLischen

Deutung des Trägheitsterms der K~rman-Howarthschen Korrelations-

gleichung? können wir jedoch nunmehr den Näherungsausdruck für

die TrägheitseinflUsse auf einem etwas deduktiverem Wege ab-

leiten, aLs es bisher bei der Untersuchung des unübersichtli-

chen exakten Trägheitsterms in der Spektralgleichung der FaLL

war.
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4. Näheru "aan6atz ftir die dreifachen Korrelationen.

Die Wirkung der Trägheitskräfte in einem isotropen Turbu-

lenzfeld läßt sich bekanntlich qualitativ durch eihen Kaskaden-

prozeß beschreiben, bei dem ständig Energie von größeren Wir-

beln zu kleineren übertragen wird. Es sind eine Reihe physika-

lischer Modelle vorgeschlagen worden, um diesen Prozeß zu er-

klären, von denen die erfolgreichste von Heisenberg 894~
und v.Weizsäcker 094~ von der Vorstellung einer zusätzlichen
turbulenten Viskosität ausgeht, die auf die größeren Wirbel

einwirkt. Obwohl der Heisenbergsche Ausdruck für den Trägheits-

term in der Spektralgleichung zu quaLitativ ~ichtigen Ergebnis-

sen führt, sind doch eine Anzahl Unstimmigkeiten zwischen

Theorie und Experiment festgestellt worden. (Proudman 8951 ).

Es ist wahrschei~lich, daß einige dieser Unstimmigkeiten (wie

z.B. der um einen Faktor 3 zu große theoretische Schiefefa~tor)

auf den Ansatz für die turbulente Viskosität zurückzuführen

sind, da darin nur die kinematischen Eigenschaften der kleine-

ren Wirbel berücksichtigt werden und der enge Zusammenhang zwi-

schen dem dynamischen Verhalten der kleineren Wirbel und dem

Vermischungsvorgang, der für die turbulente Viskosttät verant-

wortlich ist, nicht zum Ausdruck kommt. Obwohl die dynamischen

Eigenschaften der größeren Wirbel, bei denen die Trägheitskräf-

te überwiegen, auf die kinematischen zurückführbar sind, ist

dies~mehr der FalL bei den kleineren Wirbeln, bei denen

die Zähigkeits- und Trägheits~räfte vergleichbar sind. Bei

unserer Analyse des Trägheitsterms in der Karman-Howarthschen

Korrelationsgleichung werden wir nun einen Ausdruck erhalten,

der sich durch geeignete Definition der Turbulenzelemente ver-

schiedener Größe auch als eine zusätzliche 'ubeulente Viskosi-

tät, die auf die größeren TubbulenzeLemente einwirkt, interpre-

tieren läßt. Wir werden jedoch die in unserem Ausdruck auftre-

tende Vermischungszeit nicht aus den charakteristischen Längen

und G.e~hwindigkeits~imensionen der kLeineren Wirbel, sondern

aus einer charakteristischen RR8kkt&nBee~tt" ableiten, die
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sich aus der Energiegleichung der kleineren Wirbel ergibt.

Aus der Deutung des Trägheitsterms in der Karman-Howarth-

schen Gleichung als das mittlere Produkt zwischen dem Impuls-

fluß durch die OberfLäche einer kugelförmigen Hüllfläche und

der Geschwindigkeit im Mittelpunkt ergibt sich eine einfache

Erklärung für den durch die Trägheitskräfte bewirkten Energie-

transport von größeren zu kleineren Wirbe Ln. Denn die aus der

Kugel herausfließende Flüssigkeit, die vorher dem Mittelpunkt

näher war, wird im allgemeinen eine größere Impulskomponente

para lle1 zur Mitte lpunktge schwindigke it haben aLs die Flüs-

sigkeit, die aus einem vom Mittelpunkt weiter entfernt liegen-

dem Gebiet ~ die Kugel hineinfließt. Es ist daher zu erwarten,

daß der Ausdruck ßAl. 4I-r:J~TcIS = - L1L",..3(k' + Lfk/-r-) in (15) po-

sitiv ist, was mit einem Energiefluß von größeren zu kleineren

Wirbeln gleichbedeutend isto

Die Turbulenzelemente, die diese Impulsdiffusion bewirken,

werden offenbar von kleinerer oder gleicher Dimension wie der

Kugeldurchmesser sein, da die größeren Turbulenzelemente ein-

fach zu einer Durchfließung der Kugel ohne Vermischung führen.

Diese verschiedenen Einflüsse lassen sich am einfachsten tren-

nen, indem man die Geschwindigkeiten auf ein Koordinat.~stem

bezieht, das sich mit de* instantanen Geschwindigkeit im Mittel-

punkt der Kugel bewegt. Die Turbulenzelemente von größerer Di-

mension als dep Kugeldurchmesser tragen dann nur noch wenig zu

den relativen Schwankungen innerhalb der Kugel bei. Der auf das

neue Koordinatensystem besogene Iropulsfluß durch die Oberfläche

einer mitbewegten Kuge list j~, v-"..d.S ,wo 1) = ~ - do die
relative Geschwindigkeit bedeutet. Mit Hilfe der Gleichungen

(9) und (10) läßt sich unschwer zeigen, daß das mittlere Pro-

dukt dieses Ausdruckes mit der Geschwindigkeit ~ im Mittel-

punkt dem entsprechenden mittleren Produkt in dem ursprüngli-

chen Koordinatensystem proportional ist.

f (14,. ~) V'fdS = 2/( ~o . ~) AJ.,dS (19 )
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Die Linke Seite von (19) läßt sich einfacher näherungswei-

se erfassen als der ursprüngLiche Trägheitsterm aus (17) auf

der rechten Seite, da er nur noch die Geschwindigkeitsschwankun-

gen kleinerer Dime~on, die den Impulsaustausch bewirken, ent-

hält. Nach unserer VorstelLung der Wirkung der Trägheitskräfte

in der Karman-Howarthsehen GLeichung beruht nun die KorreLa-

tion zwischen dem relativen ImpulsfluS durch die OberfLäche der

(bewegten) Kugel und der Geschwindigkeit io im Mittelpunkt

darauf, daS der Impuls der die Oberfläche durchsetzenden Flüs-

sigkeitsteiLchen je nach FLußrichtung verschieden stark mit

der Mittelpunktsgeschwindigkeitskorreliert ist. Wir werden da-

her annehmen, daß sich die linke Seite der Gleichung (19) durch

foLgenden Näherungsausdruck ersetzen läßt:

j (-ii,1/)>:,- dS ~ j(-'iv - 1). 7: ;r -i;,XI -v;. d 5 (20)

wobei?;- eine charakteristische "Vermischungszeit" der kleineren

Turbulenzelemente darstellt. Gleichung (20) ist unsere "Aus-

tauschhypothesetI, die die dreifachen Korrelationen auf die

zweifachen zurückfUhrt. Nach Ausrechnung der rechten Seite er-

hält man:

J(4;"v)'lr,dS ~ - 81rrr2 4t,f7:(1-!)(rr I"+~/)
(21)

Durch Einsetzen von (21) in die Impulsgleichung (15) ergibt s

sich:

o~
(,u' 1) = 244,2

(-V 1- Vt Y f
I1

+ ~ f ) (22)

mit

-Vt = /U,Z (1-1)7:' (23)

Durch VergLeich mit (16) findet man dann foLgende Begtähdngg
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zwischen den zwei und areifaehen longitudinalen Geschwindig-

keitskorrelationen:

(k
I

~ ~:) = 2
;:t (!" + ~) (24)

Es folgt aus der Form der Gleichungen (22) und (23), daß

der Trägheitsterm der Korrelationsgteichung ebenso wie beim

Heisenbergschen Ansatz für den Trägheitsterm in der Spektral-

gleichung als eine durch den Impulsaustausch mit den kLeineren

Wirbeln auf die größeren Wirbel einwirkende turbulente Viskosi-

tät interpretiert weraen kann, wenn man den Wirbeln von größe-

rer Dimension als r die Energie ~u,2f(r) und den übrigen klei-

neren Wirbeln die Energie ~Uf2(1_f(r») zuordnet. Diese Auf tei-

lung der Energie ist naheLiegend, da !(r) ein Maß für die Gleich-

förmigkeit der Geschwindigkeit innerhalb einer Kugel vom Radius

r darstellt; sme ist aber etwas willkürLich und stimmt nicht

mit der üblichen Auf teilung der Energie mit Hilfe des Energie-

spektrums überein. Eine gewisse Willkür in der Definition der

Energie der kleineren Wirbel, die den Impulsaustausch bewirken,

ist jedoch unvermeidbar, und auf unsere Ableitung der GLeichun-

gen (22) und (23) trifft die hier gewählte Einteilung der Ener-

gie besser zu als der übliche Schnitt des Energiespektrums an

einer bestimmten Wellenzahl.

Um k(r) aus (24) ermitteLn zu können, muß ein Ausdruck für

die Vermischungszeit T aufgestellt werden. Aus der Ableitung

der Gleichung (22) ist zu erwarten, daß die Zeit 'L durch eine

charakteristische Reaktionszeit der Wirbel kleiner als r be-

stimmt wira. Aus (16) und (17) ergibt sich für die Änderung der

Energie dieser Wirbel die Gleichung:

~ J/U12 (1- !)
)(

~
_ 13

(Iz' +
4k

)
_ 21iM'2( 6 +1 "+ 1ft)

Gt L 1J~
M,

'I
At IJ (25)

Das erste Glied stellt die Energiezufuhr von den WirbeLn größer

als r dar, während der Einfluß der Zähigkeitskrifte durch das
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zweite Glied wiedergegeben wird. Sowohl der Energieaustausch

durch den Vermischungsvorgang wie die Dissipation durch die

Zähigkeitskräfte bewirken nun eine ständige Änderung des Ge-

schwindigkeitsfeldes der kleineren Wirbel. Es ist daher nahe-

liegend, die Vermischungszeit 'L , die man ä,as die Zeit auffas-

sen kann, in der aufeinanderfolgende Strukturen der kleineren

Wirbel miteinander korreliert sind, einer charakteristischen

Reaktionszeit propGrtional zu setzen, die durch die Glieder auf

der rechten Seite von (25) bestimmt wird. Berücksichtigt man

die verschiedenen Vorzeichen der gemessenen Werte dieser GLie-

der so erhält man als einfachsten Ausdruck für r :

r--
~12(1- /-)

L = 1 2 v-u,J.
(~ + fll4-!f

!')-
4'1( k '+ !frk)

(26)

mit 0 ::: aonst.

Drückt man nach (23) und (24)~ und die drei~chen Korrelatio-

nen durch Yt aus, so erhält man für Vt die Gleichung:

V-'-= r At'Z ("1-/)).
(27)

L 2. v( S
+( "+ .!L

j
l
) - ».J-({ I/.L!i 1')~~

"

J., I Y I

Für kleine r wird demnach Vt ::: o(r2), in ttbereinstimmung,,~(

k(r)= O(r3) (Gleichung (24)). Für große r folgt Vt7 o~u.,",-~
.

Da man das Abklingungsgesetz für die Gesamtenergie näherungs-
du'z.. U,3

weise in der Form ~::: -A ~ schreiben kann, wo L::: f(r)dr

das longitudinale Mairomaß der Turbulenz und A eine Konstante

ist, findet man duroh Vergleich mit (17) für die turbulente

Viskosität der größten Wirbel 'Vt~ fU1L.
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5. Vergleich mit dem Experiment.

Eine direkte ErmittLung der LongitudinaLen dreifachen Kor-

reLationen aus den GLeichungen (24) und (27) ist schwierig,

da die Abhängigkeit vom Parameterr-, der durch VergLeich mit

dem Experiment bestimmt werden muß, nicht Linear ist. Es werden

daher k(r) und! am zweckmäßigsten iterativ bestimmt. In erster

Näherung kann man das GLied Pt(f" + 4;') im Nenner von (27)

vernachlässigen, sodaß ~nur noch Linear auftritt und durch Ver-

gleich der theoretischen mit den experimentelLen R(r)-Kurven

bestimmt werden kann. Die erste Iteration der so ermitteLten

Werte von 'y"-undk(r) reicht dann bereits aus, um den Iterations-

fehler kleiner als den durch die Differentiation der experimen-

teLLen Funktionen f(r) entstehenden FehLer zu machen.

In Abb. 3 sind zwei theoretische k(r)-Kurven fürr-= 0,37

zusammen mit den entsprechenden Messungen von Stewart & Towns-

end 895fl wiedergegeben. Die Kurven sind aus den experimentel-

Len Funktionen f(r) berechnet worden, die zusammen mit k(r) an

mehreren Entfernungen x hinter einem Turbulenzgitter bei einer

ReynoLdszahlRM= 5300 gemessen worden sind (RMz ~
'

mit U =
mittLere Windgeschwindigkeit, M = Maschenweite des Gitters).

Es sind nur die Kurven für die kleinste und die größte Entfer-

nung hinter dem Gitter
~ = 20 und ~ = 120 wiedergegeben; die

übrigen Kurven Liegen zwischen diesen in gLeichmäßiger Vertei-

lung. Zwei weitere theoretische Kurven für RM= 21200 und 42400

sind neben den entsprechenden ~xperimenteLLen Daten der zitier-

ten QueLle in Abb. 4 wiedergegeben. Auch hier findet man sehr

gute Übereinstimmung, wenn für }'die Werte 0,27 bzw 0,25 an

SteLle des für die kLeineren ReynoLdszahL gefundenen Wertes

0,37 gewählt werden. ObwohL l~aLs eine Konstante eingeführt

wurde, ist eine geringe Abhängigkeit von der Gitter-ReynoLds-

zahL wegen der Qqaalitativen Form des Ansatzes fürL nicht

überraschend.

In der Nähe von r~O Lassen sich die theoretischen k(r)-

Kurven nicht mehr gut aus den gemessenen Funktionen f(r) ermit-
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teln. Aus diesem Grunde bestimmt man den ersten Koeffizienten

der Entwicklung von k(r), der von besonderem Interesse ist,

weiL er nach (18) den EinfLuß der Trägheitskräfte auf die Ände-

rung der mittLeren Rotation der TurbuLenz beschreibt, am zweck-

mäßigsten direkt aus den gemmslnen ersten Koeffizienten der Ent-

wickLung von f(r). EntwickeLt man GLeichung (27) und drückt mit

Hilfe von (24) den ersten Koeffizienten von vt durch S

(= _A3k"
, (0)) aus, ~o erhäLt man foLgende Beziehung zwischen

S, g und der ReynoLdszahL RA"" A;~:

G _ 1;S 'if S
R1.

-
Tf9 5 - T (28)

Da sämtLllichein (28) auftretende Größen der Messung unmitteLbar

zugäggLich sind, könnte man die GLeichung einfach durch Einset-

zen der experimenteLLen Werte nachprüfen. Der Vergeeich mit dem

Experiment wird jedoch übersichtLicher, wenn man GLeichung (18)

für die Änderung der mittleren Rotation mithinzuzieht. Setzt

man in (18) das AbkLingungsgesetz U,-2~(t-to) ein, das in einem

weiten ReynoLdszahLenbereich experimentelL mehrfach bestätigt

worden ist, S0 erhält man eine weitere Beziehung zwischen §,

G und R;1 (Batche Lor & Townsedd [194'f)):

G

~
Aus den GLeichungen (28) und (29) Las3en sich nun Sund G

als Fubktionen von R~ ermitteln. Da R~ nach dem Abklingungsge-

setz während des Abklingens konstant bleibt, werden auch Sund

G konstant bleiben. Dieses wird durch die Experimente von

Batchelor & Townsend [194fl bestätigt. Die Abhängigkeiten der

Größen S und G v@n R~ sind zusammen mit den Messungen von
BatcheLor & Townsend in Abb. 5(1) und 6 wiedergegeben. Die

Übereinstimmung ist be~riedigend, wenn berücksichtigt wird,

30 1
T R~

s
2, (29) -

mDie Meßpunkte in Abb. 5 sind der Abb. 6.3 aus BatcheLor 1953
entnommen.
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daß weder S noch G mit großer Genauigkeit gemessen werden kön-

nen und auch die thaoretischen Werte nur als qualitativ anzu-

sehen sind.

Die aus den Gleichungen (28) und (29) folgenden Abhängig-

keiten der Größen Sund G von R~ b~ruhen auf dem linearen Ab-

klingungsgesetz u,-2 ~(t-t ), das für sehr große Reynoldszahleno
bisher noch nicht gachgeprüft worden ist und für sehr kleine

Reynoldszahlen~ bei denen die Trägheitskräfte klein gegen die

Zähigkeitskräfte sind, nicht mehr zutrifft. Gleichwohl lassen

sich Sund G auch in diesen Fällen durch Anwendung weiterer Er-

gebnisse der Theorie der isotropen Turbulenz bestimmen.
!191ft] r:.

Nach KOlmogoroff 1Batchelor D9471) ist das Dissipations-

gebiet des Energiespektrums für sehr hohe Reynoldszahlen prak-

tisch in einem Gleichgewichtszustand, bei dem der Enegg~ever-

lust durch Dissipation durch die Energiezufuhr infolge der

Trägheitskräfte vom langwelligen Bereich des Spektrums fast

aufgehoben wird. Demnach ist die linke Seite der Gleichung (18)

kLein gegen die beiden Terme auf der rechten Seite, sodaß:

26

R~

Aus (28) und (30) folgt dann

5- (30)

/ (/i~

)

.
//2~ = \-~qr = O,~J G =- 0248/1I 1\

wobei der für die höchste ReynoLdszahL RM = 42400 gefundene
Wert r= 0,25 auch für den Bereich höherer ReynoLdszahlen der

Kolmogoroffschen Theorie übernommen weraen ist. Der asymptoti-

sche Wert für S stimmt gut überein mit dem von Betchov _194f
für RA = 250 gemessenen Wert 0,45 i 0,05.

Für sehr kleine ReynoLdszahLen, bei denen die Trägheitskräf-

te klein gegen die Zähigkeitskräfte sind, Läßt sich f(r,t) exakt

aus (16) bestimmen. Es ergibt sich, daß f(r,t) asymptotisch einer

sich ähn Lich ändernden Funkt ion zustreb.t, für d1iJ.eG=3 ,"(Batche Lor

11 Townsend
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C194äJ). Aus Gleichung (28) folgt somit, daß S-?'O mit R\-7'O.
- ~ /\

Dieses Ergebnis ist insofern interessant, als gewöhnLich ange-

nommen wird, daß S für alLe Reynoldszahlen annähernd konstant

bLeibt.
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