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Zusammenfassung:

Es werden die dreifachen Korrelationen, die den Einflup der
Trigheitskrafte in der Karman-Howarthschen Korrelationsglei-
chung beschreiben, auf den Impulsaustausch zwischen einem

- kuge lférmig abgegrenzten Gebiet und dessen Umgebung zuriick-
gefithrt. Diese einfache Deutung ermdglicht eine approximati-
ve Erfassung der Trégheitskrédfte der isotropen Turbulenz,

die in den Grundzﬁgen die Heisenbergsche Vorstellung einer
auf die groperen Wirbel eigwirkenden turbulenten Viskosit#t,
die durch den Impulsaustausah mit den kleinen Wirbeln zustan-
dekommt, bestdtigt, jedoch zu wesentlich besserer Ubereinstim-
mung mit den MeBergebnissen filihrt.
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1. Einleitung.

Bekanntlich hat erst die statistische Theorie der isotropen
Turbulenz eine ausfiihrliehe kinematische Analyse der turbulen-
ten Stromungen ermdglicht. Jedoch st6B8t sie auf Schwierigkeiten
bei allen Fragen, die mit dem dynamischen Verhalten der Turbu-
lenz zusammenhéngen. Der Kern dieser Schwierigkeiten lLiegt in
der Natur der Trégheitskr&fte, die man bisher noch nicht be-
friedigend beschreiben konnte. Um trotzdem dynamische Gesetz-
miBigkeiten theoretisch ableiten zu kdnnen, hat man zus&tzliche
Hypothesen eingefiihrt, die man etwa in die beiden Klassen der
Ahnlichkeitshypndhdustauschhypothesen einteilen kann., ius den
Ahnlichkeitshypothesen konnen Aussagen iliber die Anderung ge-
wigser charakteristischer GrdBen des Turbulenzfeldes gewonnen
werden, wie z.,B,., das Abklingungsgesetz fir die Gesamtenergie;
jedoch kann die innere Struktur des Turbulenzfeldes, d.h. die
Form des Energiespektrums oder der Geschwindigkeitskorrelatio-
nen, nicht erklért werden. Die Ahnlichkeitsannahmen werden im
allgemeinen physikalisch nicht sehr liberzeugend begriindet und
erweisen sich auch experimentell als recht grobe Approximatio-
nen. Bel den Austauschhypothesen andrerseits wird auf B®Grund
einer gewissen Vorstellung Uber die Einwirkung der Trégheits-—
kréfte auf das Energiespektrum die Form des Trégheitsterms in
der dynamischen Spektralgleichung einfach postuliert. Es ist
schwierig, bei diesen Ausdriicken unmittelbar nachzupriifen, ob
sie gute Ndherungen sind oder nicht, da der exakte Ausdruck
fir den Twégheitsterm der Spektralgleichung in ziemlich uniiber-
sichtlicher Weise von den Amplituden und Phasen der Fourier-
zerlegung des Geschwindigkeitsfeldes abhidngt. Sie sind dsher -
ebenso wie die Ahnlichkeitsannahmen - nur als Arbeitshypothe-

sen aufzufassen.

Obwohl der Tr&gheitsterm der Spektralgleichung wesentlich
komplizierter ist als der mntsprechende Term der mathematisch
dquivalenten Korrelationsgleichung, hat man bisher die Trig-

heitskgfifte nur an Hand der Spektralgleichung zu erkliren ver-—



sucht, Das liegt daran, daB der physikalische Inhhlt der Spek-
tralgleichung durchsichtiger ist, wdhredd man sich bisher fir
die durch die Korrelationsgleichung beschriebenen Vorginge noch
kein physikalisch anschauliches Bild gemacht hat. Wie im folgen-
den gezeigt wird, ermdglicht aber eine neue Ableigung der Kor-
relationsgleichung die anschauliche Deutung der einzelnen
Glieder.

Dadurch L&Bt%t sich nun die Wirkung der Tridgheitskrifte, die
durch die dreifachen Korrelationen beschrieben wird, unmittek-
bar liberblicken und mit Hilfe von einfachen Mischungswegansit-
zen augh quantitativ erfassen, Die Ergebnisse lassen sich im
wesentlichen durch die Heisenbergsche Vorstellung einer auf die
groBeren Wirbel einwirkenden turbulenten Viskositdt, die durch
den Impulssgustausch mit den kleineren Wirbeln zustande kommt,
beschreiben. Allerdings wird eine andere Einteilung der kEnergie
in Wirbel kleinerer und grdBerer Dimensionen gewdhlt, die der
Deutung des Trégheitsterms in der Korrelationsgleichung besser
angepafBt ist. Ferner wird der in dem Ausdruck fir die turbulen-
te Viskositdt vorkommende Mischungsweg nicht einer kinemstisch,
sondern einer dynamisch eingefihrten Lénge proportional ange-
nommen, wodurch der EinfluB der Viskositidt berlicksichtigt und

eine bessere Ubereinstimmung mit dem Experiment erreicht wird.



2., Die zwei- und dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen

der isotropen Turbulenz.

Bevor die Karmén-Howarthsche Korrelationsgleichung aus den
Navier-Stokesschen Gleichungen gewonnen werden kann, mul man
auf die Beziehungen eingehen, die sich aus den kinematischen
Bedingungen der Isotropie und der Kontinukitdt fir die Korrelas-—
tionen ergeben. Obwohl diese Beziehungen, die gewShnlich mit
Hilfe der Tensoranalysis und der Invariantentheorie gewonnen
werden, wohlbekannt sind (Robertson [194@ Chandresekhar [195
BatcheLgr ), ist es vielleicht nicht uninteressant, sie elanL
auch guf einem anderen, anschaulichen Wege abzuleiten, der
spédter bei den Navier-Stokesschen Gleichungen auBlerdem zu
einer physikalischen Deutung der Karmén-Howarthschen Korrela-
tionsgleichung flihren wird.

Unter der allgemeinen zweifachen Geschwindigkeitskorrela-
tion an zwel Stellen P, P' in einem isotropen Turbulenzfeld
versteht man das mittlere Produkt:

R(v; o 6) = ma (P) s (P) 1)

wobel durch die Indizes a, b Geschwindigkeitskomponenten in
Richtung der Einheitsvektorenot, (- bezeichnet werden, < der
Vektor von Punkt P zum Punkt P' und die rechte Seite ein stai s-
tischer Mittelwert liber mehrere unabhéngige Realisationen des
Burbulenzfeldes igt. Aus der Bedingung der Isotropie folgt

auch die Homeogenitidt des Turbutenzfeldes, da ein nicht ver-
schwindender Gradient einer mittleren GroBe eine ausgezeich-
nete Richtung feStLegen wiirde; das mittlere Produkt (1) héngt
somit nur von dem Abstandsvektor zwischen P und P' ab.

Ahnlich wird die dreifache Geschwindigkeitskorrelation an
zwel Stellen definiert:

5(0/0(’&1)2 MQ_(P')/ub(P)MC(P) (2>




Korrelationen hdherer Ordnung werden gewShnlich nicht mehr
betrachtet, obwohl sie strenggenommen zu einer vollsténdigen
statistischen Beschreibung der Turbulenz notwendig sind, da
sie mit wesentlich groferen analytischen Schwierigkeiten ver-
bunden sind.

Im FPalle der Isotropie sind die mittleren Produkte (1) und
(2) nur ven der relativen Lage des Vektors # und der Einheits-
Vektorenfn,/5 und 72 abhdngig. Wir konnen daher annehmen, dal
# in der x~-Achse und ¢ in der xy-Ebene eines kartesischen Ko-
ordinatensystems liegen. Ferner kOnnen wir uns auf die Fialle
beschrédnken, in denen die Einheitsvektoren achsenparallel sin”
da sich die allgemeinen Produkte mittels dieses als Linearkom-
binationen darstellen lassen. Da ot in der xy-Ebene liegt, widh-
rend die Einheitsvektoren uhdund + beliebige Richtungen anneh-
men kodnnen, findet man sechs soleher Kombinationen fiir R und
zwolf fir S. Aus der Bedingung der Isotropie, die Invarianz
gegeniiber Permutationen und Spiegelungen der Achsen fordert,
folgt Jjedoch sofort, daBl die meisten dieser Produkte verschwin-
den, saedaf von den zweifachen Korrelationen nur die Produkte:

W) = (P) s F) (3)

u2gin) = wy (PP (4)
und von den dreifachen Korrelationen nur die Produkte:
w2k () = Mx(P7»ﬂf(P)

' hir) = wex(P) wsg(P) = s (P 2(P)

(5)

(6)

w'3glr) = g (P) x (F)ay(P) (7)

Ubrigbleiben, Dabei bedeuten wie iUblich u' die Wurzel des mitt-
Leren Quadrats einer Geschwindigkeitskomponente,Ar den Betrag



von 4  und die Indizes x, y, z Geschwindigkeitskomponenten

parallel zu den Koordinatenachsen.

Die Zuriiekfiihrung der allgemeinen Produkte (1) und (2) auf
die skalaren Funktionen von r in den Gleichungen (3) - (7)
folgte allein aus der Bedingung der Isotropie..A@kaontinuitéts—
bedingung ergibt sich nun weiter, daBl diese Funktionen von ein-

ander abhéngig sind.

Betrachten wir die Durchstrdmung einer halbkugelfdrmigen
Hiilllfléche wie in Abb,2, Fiir eine inkompressible Fliissigkeit
Llautet die Kontinuitédtsbedingung:

-//b[%ds = fu%dS
¢ &2

wobeil uﬁ,die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf den bei-
den Teilfl&chen 6, wnd &, der HiilLlfldche bedeutet. Durch Mul-
tiplikation dieser Gleichung mit der x-Komponenten der Geschwin-
digkeit im Mittelpunkt erhdlt man nach Mittelwertbildung:

T % 12
/u'z/ 'rglv')oh = 44’2/72/(7)0151 & conFd & - /LLT 7l
oder, nach Differentiation:

gr) = fix) + T f17) (8)

;opr oo of
wobel f 57

. Die Beziehung (8) zwischen den lLongitudinalen
und transversalen zweifachen Geschwindigkeitskorrelationen
wurde nach dieser Methode erstmals von Prandtl abgeleitet

(Wieghardt [194? ).

Auf &ahnlichem Wege lassen sich auch Beziehungen zwischen den
dreifachen Korrelationen ableiten. Multipliziert man die Kon-
tinuitdtsgleichung fir die Stromung durch eine Vollkugel mit
dem Quadrat der Geschwindigkeit im Mittelpunkt und bildet den
Mittelwert, so erhalt man sofort:

2hlr) + kix) =0 (9)



Multipliziert man weiter die Kontinuitdtsgleichung der Stro-

mung dureh eine Viertelkugel wie in Abb. 2 mit dem Produkt der
x- und y-Komponenten der Geschwindigkeit im Mittelpunkt, so
erhidlt man nach Mittelwertbiddung und Differentiation:

g(r) = Fktr) + {' k') (10)

Mit Hilfe der Gleichungen (8) - (10) lLassen sich nunmehr die
allgemeinen zwei~ und dreifachen Geschwindigkeitskorrelationen
(1) und (2) auf je einen skalarenFunktion von r gzuriickfiihren.
Zu diegsem Zweck werden gewthnlich die beiden longitudinalen
Korrelationen gééﬁﬁibennﬂpmégk(n&ggnwéhtt, da sie am einfach-
sten zu messen sind. Da die Korrelationen gegebhiiber Spiegelun-
gen invarient sind, muB f(r) eine gerade, k(r) eine ungerade
Funktion von r sein. Die Entwicklung von f(r) beginnt daher
mit den Gliedern:

67‘7
fﬁﬁ) 7- 22} 4;5;-+"“ (11)

-7 Y8,
wo die Dissipationslinge 4 =‘Z¥gﬂ27 ¢ una G- Z///0/’

Die erste Ableitung von k(r) verschwindet bei r=0, da

AN 279 _ A 3 _
A[Gk'ﬁ)—~“x ayMx = 3 %%144x-& y S0dall die Ent-

wicklung von k(r) erst mit einem Glied 3. Ordnung beginnt:

s 73
kﬂ?)’ - % I3 LA (12)

Y2
Wobei ~S —513k"'(0) den Schiefefaktor {éu.)/ﬂ% il]

bedeutet. Bei der Definition von S ist in AnLehnung an die Be-
zelchnung von Batechelor & Townsend [394j7 ein negatives Vor-
zeichen eingefiihrt werden, da die experimentellen Werte des
Schiefefaktors negativ ausfallen.

Obwohl sie spéter nieht verwendet werden, lassen sich nun
ohne Skhwierigkeitenuch die allgemeinen Korrelationstensoren



iJ(ﬁ) i(P) uy (P') ‘und SlJL( W) = uy (P) uy (P) . (P') in Ab—
héngigkeit iheer charakteristischen skaLaren Funktlonen u' f(r)
bzw. u‘3k(r) bestimmen durch Transformation des Koordinaten-
systems der Tensoren auf ein neues System, bel dem der Vektor
4 in der x~Achse liegt. Bezeichnen wir Kamponenten des neuen
Systems mit einem Stern und sei (aij) die Transformationsmatrix,
so gilt:

Ruj () - Z aik aje 4«4 (A uf(P)
- Z/w s fir) #aiz oy *ags ays) 3/7)}
< WS i gy (for) - g

wobei sich die Indizes 1, 2 und 3 auf die Koordinatenechsen x,

T
y bzw z beziehen. Da a44= —% , ergidbt sich somit mach (8):

/@L’J‘(ﬁ):ﬂd{/{* %:7;9 5%“ %72/%} (13)

Auf ganz dhnlichem Wege L&Bt sich dann zeigen, dal

. Ve 03 S b=k . Zkvrk 4
Sy )= Z/w T e e Gy ) ""f%)

Schtielich betrachten wir noch die Druck-Geschwindigkeitskorre-
tation p(P)wdP'), die bei der Ableitung der Khrmbn-~Howarthschen
Korrelationsgleichung auftritt. Aus Griinden der Isotropie wer-
den die Korrelationen zwischen p und den Geschwindigkeitskompo-
nenten senkrecht zu 4 offensichtlich verschwinden, sodaB nur

das Produkt p(P)ur(Pf) zu untersuchen widre. Durch Multiplika-—
tion der Kontinuitatsgleiechung filir eine kugelftrmige Hiitlfl&che




mit dem Druck im Mittelpunkt und Mittelwertbildung folgt je-
damh sofort, daB auch dieses lLetzte Korrelationsprodukt ver-

schwindet=

3. Die Karman-Howarthsche Korrelationslgeichung.

Die im letzten Abschnitt beschrtebene Methode, um Folgerungen
aud der Kontinuit&dtsbedingung herzuleiten, kann auch angewandt
werden, um eine dynamische Gleichung fiir die Korrelationen zu
gewinnen. Maltipliziert man die Impulsgleichung flir eine kugel-
formige HiiLLfl&dche vom Radius r mit der Geschwindigkelt 4 im
Mittelpunkt und mittelt, so erh&lt man die Gleichung:

12 (77 ar - - AT iy dS-(PHordS+ [w,FdS  (15)

wobel auf der linken Seite liber das Innere der Kugel und auf
der rechten liber die Kugeloberfléache integriert wird.?ir ist
die Z&higkeitsspannung auf der Kugeloberfliche.

Von den Integralen auf der rechten Seite ist zunichst be-
reits gezeigt worden, dafl die Druck-Geschwindigkeitskorrela-
tion verschwindet. Das erste Integral L&dB8t sich durch die drei-

3

fache Korrelation u'“®R(r) ausdriicken, wihrend sich das letzte
Integral auf die Ableitungen der zweifachen Korrelation u'gf(r)
zurlckfihren L&4Bt. Die linke Seite kann iiber das Kugelvolumen
ausintegriert werden, da 252Z==4/3j%‘§%(73{) , womit man
dann schlieBlich nach Division durch 27r® die KArméan- Howarth-

sche Korrelationsgleiehung erhélt:



S () P e 4 2w ) (16)

Die einzelnen Glieder dieuer Gleichung habennnun anschauliche
physikaliseche Bedeutungen. Aus der Berechnung der linken Seite
ergibt sich eine neue kugelsymmetrische Beziehung fiir die zweil-
fache longitudinale Korrelation: es ist 3u‘2f(r) der Mittel-
wert des Produkts aus der Geschwindigkeit im Mittelpunkt einer
Kugel vom Radius r mit der mittleren Geschwindigkeit im Inneren
der Kugel. f(r) ist somit ein MaB fiir die ridumliche Ausdehnun
der Geschwindigkeitsschwankungen und gibt an, in wie weilt der
Flissigkeit innerhalb der Kugel eine einheitliche Geschwindig-
keit zugeordnet werden kann. Das erste Glied auf der rechten
Seite stellt die Korreasxion zwischen dem ImpulsfluB durch die
Oberfléache und der Geschwindigkeit im Mittelpunkt der Kugel dar
und beschreibt somit die Anderung von u'2f(r) durch die Ver-—
mischung der Fliisgssigkeit innerhalb und auBerhalb der Kugel,
wahrend das letzte Glied den EinfluB der Zshigkeitsspannungen
an der Kugeloberflidche wiedergibt.

Durch Spezialisierung lassen sich aus (16) zwei weitere
wichtige Gleichungen ableiten. Fiir r=0 erh#dlt man die Dissi-
pationsgleichung:

. 12

Ew{ft = "40‘2)%::{— (1)

Differengziert man (1€) zwei mal nach r so erhilt man fiir r=0
die Gleiehung fiir die Anderung der mittleren Rotation:

12 .
(”ﬂ ) Zs‘ dt (“’t“} _7 '3’?’7) 3*’4# /Zfﬂ/[)) (18)
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Offensichtlich L&8%t sieh Gleichung (16) ohne eine weitere
Beziehung fiir k(r) nieht ldsen. Wegen der Nichtlinearitdt der
Bewegungsgleichungen hidngt jedoch die dreifache Korrelation
von der Korrelation vierter Ordnung ab, die ihrerseits wieder-
um durch die Korrelation fiinfter Ordnung bestimmt ist, usw. Der
Versuch einer exskten LOsung der Korrelationsgleichung fihrt
somit zu einem unldslichen unendlichen System von Gleichungen.

Un diese Schwierigkeit zu umgehen, werden wir - wie in allen
bisherigen Naherungsansatzen fiir die Tradgheitskrafte - annehmen,
daB die dreifachen Korrelationen auf die zwelfachen zuriickge-
fihrt werden konnen. Auf Grund unserer einfachen physikalischen
Deutung des Trégheitsterms der Khrmén-Howarthschen Korrelations-
gleichung, konnen wir jedeech nunmehr den N&herungsausdruck fir
die Trégheitseinflisse guf einem etwas deduktiverem Wege ab-
Leiten, als es bisher beil der Untersuchung des uniibersichtli-

chen exakten Trégheitsterms in der Spektralgleichung der Fall
war. '



4, Naherungsansatz fur die dreifaghen Korrelstionen.

Die Wirkung der Trégheitskr&dfte in einem isotropen Turbu-
lenzfeld L&Bt sich bekanntltich qualitativ durch eihen Kaskaden-
prozell beschreiben, beil dem stdndig Energie von groBeren Wir-
beln zu kleineren Ubertragen wird. Es sind eine Reihe physika-
Lischer Modelle vorgeschlagen worden, um diesen ProzeB zu er-
kléaren, von denen die erfolgreichste von Heisenberg [ﬁ94§;
und v.Weizséacker [394%] von der Vorstellung einer zus&tzlichen
turbulenten Viskositéat ausgeht, die auf die groBeren Wirbel
einwirkt. Obwohl der Heisenbergsche Ausdruck filir den Trigheits-
term in def Spektralgleichung zu qualitativ wichtigen Ergebnis-
sen flihrt, sind doch eine Anzahl Unstimmigkeiten zwischen
Theorie und Experiment festgestellt worden. (Proudman [ﬁ95y ).
Es ist wahrscheiglich, daB einige dieser Unstimmigkeiten (wie
z.B. der um einen Faktor 3 zu groBe thRoretische Schiefefaktor)
auf den Ansatz flir die turbulente Viskositédt zurlickzufiihren
sind, da darin nur die kinematischen Eigenschaften der kleine-
ren Wirbel berticksichtigt werden und der enge Zusammenhang zwi-
schen dem dynamischen Verhalten der kleineren Wirbel und dem
Vermischungsvorgang, der flir die turbulente Viskosit&t verant-
wortlich ist, nicht zum Ausdruck kommt. Obwohl die dynamischen
Eigenschaften der groBeren Wirbel, bei denen die Trédgheitskraf-
te liberwiegen, auf die kinematischen zurilickfiihrbar sind, ist
dies nddt mehr der Fall bei den kleineren Wirbeln, bei denen
die Z&higkeits- und Tridgheitskridfte vergleichbar sind. Bei
unserer Analyse des Trigheitsterms in der Karmhn-Howarthschen
Korrelationsgleichung werden wir nun einen Ausdruck erhalten,
der sich durch geeignete Definition der Turbulenzelemente ver-
schiedener GroBe auch als eine zusidtzliche fubbulente Viskosi-
tédt, die suf die groBeren Tubbulenzelemente einwirkt, interpre-
tieren L&aBt. Wir werden Jedoch die in unserem Ausdruck auftre-
tende Vermischungszeit nicht aus den charakteristischen Léngen
und @eést¢hwindigkeits@imensionen der kleineren Wirbel, sondern
aus einer charakteristischen RBekktdonseeit" ableiten, die
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gsich aus der Energiegleichung der kleineren Wirbel ergibt.

Aus der Deutung des Tridgheitsterms in der Karman-Howarth-
schen Gleichung als das mittlere Produkt zwischen dem Impuls-
flup durch die Oberfliche einer kugelfdrmigen Hillflédche und
der Geschwindigkeit im Mittelpunkt ergibt sich eine einfache
Erklédrung filir den durch die Tragheitskrédfte bewirkten Energie-
transport von grbperen zu kleineren Wirbeln. Denn die aus der
Kugel herausfliepende Fliissigkeit, die vorher dem Mittelpunkt
ndher war, wird im allgemeinen eine gropere Impulskomponente
parallel zur Mitte lpunktgeschwindigkeit haben als die Fliis-
sigkeit, die aus einem vom Mittelpunkt weiter entfernt liegen-
dem Gebiet dm die Kugel hineinflieft. Es ist daher zu erwarten,
dap der Ausdruck jZE.@JJ4¢cL5==—2JTT3(k“+4@4J in (15) po-
sitiv ist, was mit einem Energieflup von grtperen zu kleineren
Wirbdln gleichbedeutend ist.

Die Turbulenzelemente, die diese Impulsdiffusion bewirken,
werden offenbar von kleinerer oder gleicher Dimension wie der
Kuge ldurchmesser sein, da die groperen Turbulenzelemente ein-
fach zu einer Durchfliepung der Kugel ohne Vermischung fiihren.,
Diese verschiedenen Einfliisse lassen sich am einfachsten tren-
nen, indem man die Geschwindigkeiten auf ein Koordinatémmgstem
bezieht, das sich mit de® instantanen Geschwindigkeit im Mittel-
punkt der Kugel bewegt., Die Turbulenze lemente von groBerer Di-
mension als der Kugeldurchmesser tragen dann nur noch wenig zu
den relativen Schwankungen innerhalb der Kugel bei., Der auf das
neue Koordinatensystem besogene Impulsfluf durch die Oberfléche
einer mitbewegten Kugel ist [%) U, dS , wo® = i - 4, die
relative Geschwindigkeit bedeutet., Mit Hilfe der Gleichungen
(9) und (10) L&Bt sich unschwer zeigen, daf das mittlere Pro-
dukt dieses Ausdruckes mit der Geschwindigkeit #, im Mittel-
punkt dem entsprechenden mittleren Produkt in dem urspriingli-
chen Koordinatensystem proportional ist:

[ (. ) dS = 2/(st (19)
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Die Linke Seite von (19) L&Bt sich einfachér nidherungswei-
se erfassen als der urspriingliche Trigheitsterm aus (17) auf
der rechten Seite, da er nur noch die Geschwindigkeitsschwankun-
gen kleinerer Dime8pion, die den Impulsaustausch bewirken, ent-
h&kt. Nach unserer Vorstellung der Wirkung der Trédgheitskrafte
in der Karmé&n-Howarthschen Gleichung beruht nun die Korrela-
tion zwischen dem relativen ImpulsfiuB durch die Oberfliache der
(bewegten) Kugel und der Geschwindigkeit #p im Mittelpunkt
darauf, daB der Impuls der die Oberfléche durchsetzenden Fliis-
sigkeitsteilchen je nach FluBrichtung verschieden stark mit
der Mittelpunktsgeschwindigkeitskorreliert ist. Wir werden da-
her annehmen, daB sich die linke Seite der Gleichung (19) durch
folgenden Néherungsausdruek ersetzen L&Bt:

/Zﬁom7v; A4S ‘/{W“?’%T’% 47:75}74 s (20)

wobel T eine charakteristische "Vermischungszeit" der kleineren
Turbulenzelemente darstellt. Gleichung (20) ist unsere "Aus-—
tauschhypothese", die die dreifachen Korrelationen auf die _

zwelfachen zuriickfilhrt. Nach Ausrechnung der rechten Seite er-
hdlt man:

(TraTods - - Sttt frnf) (21)

v

Durch Einsetzen von (21) in die Impulsgleichung (15) ergibt s

gich:
2 lulf) 1 oY L L) (22)

mit

v, = (-4 T (23)

Durch Vergleich mit (16) findet man dann folgende Begi@hdngg



zwischen den zwei- und dreifaehen longitudinalen Geschwindig-
keitskorrelationen:

(i %)= 21+ %) “

Es folgt aus der Form der Gleichungen (22) und (23), daB
der Trédgheitsterm der Korrelationsggeichung ebenso wie beim
Heisenbergschen Ansatz flir den Trédgheitsterm in der Spektral-
gleichung als eine durch den Impulsaustausch mit den kleineren
Wirbeln auf die groBeren Wirbel einwirkende turbulente Viskosi-
tat interpretiert werden kann, wenn man den Wirbeln von grioBe-
rer Dimension als r die Energie %u'zf(r) und den tbrigen klei-
neren Wirbeln die Energie %u'2(1—f(r)) zuordnet. Diese Auftei-
lLung der Energie ist naheliegend, da ¥(r) ein MaB fiir die Gleich-
formigkeit der Geschwindigkeit innerhalb einer Kugel vom Radius
r darstellt; sie ist aber etwas willkiirlich und stimmt nicht
mit der Ublichen Aufteilung der Energle mit Hilfe des Energie-
spektrums iiberein. Eine gewisse Willkilir in der Definition der
Energie der kleineren Wirbel, die den Impulsaustausch bewirken,
ist jedoch unvermeidbar, und auf unsere Ableitung der Gleichun-
gen (22) und (23) trifft die hier gewdhlte Einteilung der Ener-
gie besser zu als der libliche Schnitt des Energiespektrums an

einer bestimmten Wellenzahl.

Un k(r) aus (24) ermitteln zu kdnnen, muB ein Ausdruck fir
die Vermischungszeit T aufgestellt werden. Aus der Ableitung
der GlLeichung (22) ist zu erwarten, daB die Zeit T durch eine
charakteristische Reaktionszeit der Wirbel kleiner als r be-
stimmt wird. Aus (16) und (17) ergibt sich fiir die Anderung der
Inergie dieser Wirbel die Gleichung:

; | noo4gh
2 fule- = -u (s B ) ey

Das erste Glied stellt die Energiezufuhr von den Wirbeln groBer
als r dar, wihrend der EinfluB der Zihigkeitskr#fte durch das
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zweite Glied wiedergegeben wird. Sowohl der Energieaustausch
durch den Vermischungsvorgang wie die Dissipation durch die
Zahigkeitskrdfte bewirken nun eine stdndige Anderung des Ge-
schwindigkeitsfe ldes der kleineren Wirbel., Es ist daher nahe-
liegend, die Vermischungszeit T , die man ads die Zeit auffas-
sen kann, in der aufeinanderfolgende Strukturen der kleineren
Wirbel miteinander korreliert sind, einer charakteristischen
Reaktionszeit propdartional zu setzen, die durch die Glieder auf
der rechten Seite von (25) bestimmt wird., Beriicksichtigt man
die verschiedenen Vorzeichen der gemessenen Werte dieser Glie-
der so erhdlt man als einfachsten Ausdruck fiir 7 :

”~ ' *(1-f)
T B sy

mit 7 = const.
Driickt man nach (23) und (24)7 und die dreifachen Korrelatio-
nen durch Yy aus, 8o erhdlt man fir Yy die Gleichung:

2
vy = L () (27)
[4 y
+f“+ /7 V{4 ”.JQ
Pir kleine r wird demnach Vi = O(r ), in Ubereinstimmung mit
k(r)= o(ra) (Gleichung (24)). Fir groBe r folgt Vg > LA .

10»
Da man das AbkLlngungsgesetz fur die Gesamtenergie ndherungs-

weige in der Form —HT— -4 —i_ schreiben kann, wo L = _g f(r)dr
das longitudinale MaRromaf der Turbulenz und A eine Konstante
ist, findet man durch Vergleich mit (17) fiir die turbulente
Viskositdt der grépten Wirbel v, » & u'L.
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5, Vergleich mit dem Experiment.

Eine direkte Ermittlung der longitudinalen dreifachen Kor-
relationen aus den Gleichungen (24) und (27) ist schwierig,
da die Abhangigkeit vom Parameter?k, der durch Vergleich mit
dem Experiment bestimmt werden muB3, nicht linear ist. Es werden
daher k(r) und}?bam zweckmidBigsten iterativ bestimmt. In erster
Ndherung kann man das Glied ‘Dt(f" + iéL) im Nenner von (27)
vernachléssigen, sodaB 7 nur noch linear auftritt und durch Ver-
gleich der theoretischen mit den experimentellen g (r)-Kurven
bestimmt werden kann. Die erste Iteration der so ermittelten
Werte von'ypund k(r) reicht dann bereits aus, um den Iterations-
fehler kleiner als den durch die Differentiation der experimen-

tellen Funktionen f(r) entstehenden Fehler zu machen.

In Abb. 3 sind zwei theoretische k(r)-Kurven fir/ = 0,37
zusammen mit den entsprechenden Messungen von Stewart & Towns-
end [ﬁ95ﬂ wiedergegeben. Die Kurven sind aus den experimentel-
Len Funktionen f(r) berechnet worden, die zusammen mit k(r) an
mehreren Entfernungen x hinter einem Turbulenzgitter bel einer
Reynoldszahl Ry= 5300 gemessen worden sind (RMz %¥ , mit U =
mittlere Windgeschwindigkeit, M = Maschenweite des Gitters).

Es sind nur die Kurven filir die kleinste und die groBte Entfer-
nung hinter dem Gitter % = 20 und % = 120 wiedergegeben; die
ibrigen Kurven liegen zwisechen diesen in gleichméBiger Vertei-
Lung. Zwei weitere theoretische Kurven fir RMz 21200 und 4240C
sind neben den entsprechenden &xperimentellen Daten der zitier-
ten Quelle in Abb., 4 wiedergegeben. Auch hier findet man sehr
gute Ubereinstimmung, wenn fir 7 die Werte 0,27 bzw 0,25 an
Stelle des fiir die kleineren Reynoldszahl gefundenen Wertes
0,37 gewshlt werden. Obwohl 7 als eine Konstante eingefihrt
wurde, ist eine geringe Abhingigkeit von der Gitter—-Reynolds-
zahl wegen der qgamtitativen Form des Ansatzes fiir 7 nicht
Uberraschend.,

In der Ndhe von r=0 lassen sich die theoretischen &(r)-
Kurven nicht mehr gut aus den gemessenen PFunktionen f(r) ermit-



teln., Aus diesem Grunde bestimmt man den ersten Koeffizienten
der Bntwiecklung von k(r), der von besondérem Interesse ist,
weil er naeh (18) den EinfluB der Trigheitskridfte auf die Ande-
rung der mittleren Retatien der Turbulenz beschreibt, am zweck-
médfigsten direkt aus den gemmséhen ersten Koeffizienten der Ent-
wiecklung von f(r). Entwickelt man Gleichung (27) und driickt mit
Hilfe von (24) den ersten Koeffizienten von Y, durch S

= —23k"'(0)) aus, 8o erhdlt man ioLgende Beziehung zwischen

o

8§, € und der Reynoldszahl Ry= =5

L = L 2 (28)

Da samtliche in (28) auftretende GroBen der Messung unmittelbar
zugdgglich sind, konnte man die Gleichung einfach durch Einset-
zen der experimentellen Werte nachpriifen. Der Vergéeich mit dem
Experiment wird jedoch iibersichtlicher, wenn man Gleichung (18)
fiir die Anderung der mittleren Rotation mithinzuzieht. Setzt
man in (18) das Abklingungsgesetz u'_2~(t—to) ein, das in einemn
weiten Reynoldszahlenbereich experimentell mehrfach bestdtigt
worden ist, so erhidlt man eine weltere Beziehung zwischen 8,

G und R, (Batchelor & Townsead [1947]):

30 71 _ 6 5 ,
Ry | Ry 2 (29)

Aus den Gleichungen (28) und (29) lLassen sich nun S und G
als Fubktionen von R4 ermitteln. Da Ry naeh dem Abklingungsge-
setz wdhrend des Abklingens konstant bleibt, werden such S und
G konstant bleiben. Dieses wird durch die Experimente von
Batchelor & Townsend [}94?} bestatigt. Die Abhéngigkeiten der
GrdBen S und G von R gind zusammen mit den Messungen von
Batchelor & Townsend in Abb. 5(1)
Ubereinstimmung ist befriedigend, wenn beriicksichtigt wird,

und 6 wiedergegeben. Die

(1)Die MeBpunkte in Abb. 5 sind der Abb. 6.3 aus Batchelor 1953
entnommen. )
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daf weder S noch G mit groper Genauigkeit gemessen werden kon-
nen und auch die thkoretischen Werte nur als qualitativ anzu-
sehen sind.,.

Die aus den Gleichungen (28) und (29) folgenden Abhidngig-
keiten der Grdpen S und G von R, beruhen auf dem linearen Ab-
klingungsgesetz u'-2/v(t—to), das fir sehr groBe Reynoldszahlen
bisher noch nicht gachgepriift worden ist und filir sehr kleine
Reynoldszahlenb bel denen die Trigheitskridfte klein gegen die
Zghigkeitskrdfte sind, nicht mehr zutrifft. Gleichwohl lassen
sich S und G auch in diesen Fédllen durch Anwendung weiterer Er-
gebnisse der Theorie der isotropen Turbulenz bestimmen.

. 4 Gl \ 4 e

ach Kolmogoroff (Batchelor [1947 ) ist das Dissipations-
gebiet des Energiespektrums fiir sehr hohe Reynoldszahlen. prak-
tisch in einem Gleichgewichtszustand, bei dem der Enegidever-
lust durch Dissipation durch die Energiezufuvhr infolge der
Tréagheitskridfte vom langwelligen Bereich des Spektrums fast
aufgehoben wird. Bemnach ist die linke Seite der Gleichung (18)
klein gegen die beiden Terme auf der rechten Seite, sodapB:

_ 26

Aus (28) und (30) folgt dann
o~ 7 4 el K [
S=( )/t -aw G =atR

wobel der fiir die hochste Reynoldszahl RM = 42400 gefundene
Wert ) = 0,25 auch fiir den Bereich hdherer Reynoldszahlen der
Ko lmogoroffschen Theorie ilbernommen werden ist. Der asymptoti-
sche Wert fiir S stimmt gut iiberein mit dem von Betchov 1947
fiir Ry, = 250 gemessenen Wert 0,45 % 0,05. ST

Fir sehr kleine Reynoldszahlen, bei denen die Tridgheitskrif-
te klein gegen die Z&higkeitskridfte sind, l4Bt sich f(r,t) exakt
aus (16) bestimmen, Es ergibt sich, dap f(r,t) asymptotisch einer

sich &hnlich &ndernden Funktion zustrebt, fiir dde G=3,(BatcheLor
& Townsend
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71948] ). Aus Gleichung (28) folgt somit, dap S0 mit R,=0.
Dieses Ergebnis ist insofern interessant, als gewShnlich ange-
nommen wird, dap S fiir alle Reynoldszahlen anndhernd konstant
bleibt.
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