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Ziel dieser.Arﬁeit ist es, iliber die Grosse und Art
der Krdfte und Momente Aufschluss zu erhalten, die
zwei Schiffsktrper aufeinander ausilben, wenn sie in
einem geringen Abstand nebeneinander herfahren, sich
begegnen oder der eine den andersn iiberholt.

Fine exakte theoretische Behandlung dieses Problems
diirfte kaum moglich sein. Schon die Umstromung eines
einzelnen Schiffskdrpers ist, auf theoretischem Vege

exakt nicht zu erfassen, will man den Einfl&ss der

freien Vasseroberflache und die Z§hi6keit des Mediums
berﬁckéichtigen, Beim Zweikorperproblem kommt noch
erschwerend hinzu, dass sich beide Korper in einer
gekriimmten Stromung befinden. Ausserdem.ist - falls

sich nicht beide Korper mit gleicher Geschwindigkeit |
in gleicher Richtung bewegen - diese Stromung instationir,
da jeder Kdorper durch das Feld der Stdrstromung des
anderen hindurchliuft.

Es diirfte jedoch nicht zu bezweifeln sein, dass der
grosste Anteil der wechselseitigen Kraftwirkungen von
der reinen Verdringungsstrdmung herriihrt. Man kann also,
um das Problem der mathémétischeﬁ Bebandluny, leichter
zugénglich zu machen, zuddchst einmal die "ellen~- und
Zahigkeitseinfliisse vernachiéssigen,,d.h. man wird sich
darauf beschrénken, zwei Korper zu betrachten, die sich
in einer nach allen Seiten unbeschrinkten, idealen
Fliissigkeit Beweéen; ‘

€
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Aﬁch,Wird man, um den numerischen Rechenaufwand

gering zu halten, die Betrachtung fir recht einfache
Korperformen durchfiihren. Es kommt nicht darauf an,

die Krafte und Momente .zu bestimmen, die zwei bestimmte
Korper unter bestimaten Bedingungen aufeinander ausiiben,
es muss vielmehr danach getrachtet werden, einen mbglichst'
geschlossenen Uberblick iiber die physikalischen Zusammen—
hinge zu gewinnen. ‘

In meinem ersten Bericht habe ich als einfachsten Fall
 die gegenseitige Beeinflussung zweier unendlich langer
Kreiszylinder untersucht (ebenes Problem). Von den
Ergebnissen dieser Untersuchung verdlenen zwel Tatsachen
besonderer Beachtung

Einmal die Tatsache, dass die instationsren Kraftanteile
wesentlich grosser und anders gerichtet sein konnen
als die stationdren Kraftanteile. Unter den instationiren
Kraftanteilen sind dabei diejenigen zu verstehen, die
davon herriihren, dass die relative Anstrdmung der Korper
infolge ihres gegenseitlgen torelnflusses zeitlich
nicht konstant ist. Das bedeucet, dass eine guasi- .
statlonare Betrachtungswelse zu falschen Ergebnissen
fuhren muss._- :
Die an&@re Latsache 1st. dass dle Kraft, die ein Koérper
‘ auf einen zwe;ten ausubt nlcht unbed1ngt gleich gross
~und‘entgegengeseszt'gerxchﬁet sein muss, wie die Kraft, ,
die der zwelte auf den ersten ausubt s ist so, dass —
bei zwel gleich grossen Korpern, ‘die sich verschieden
schnell bewegen, der 5chnellere auf den langsameren die
grossarefKraft ausubt Erkléren 1lisst sich diese Tatsache
~auf fOIgendé{Weise: Der schnellere Korper setzt das %asser
in sginer‘ﬁmgebgngvmehx.in Bewegung als der langsamere.,



BT e

Der langsamere Korper befindet sich also in einer
Stromung, die zeitlich stdrker veranderlich ist als

,dle, 1n der sich der schnellere befindet. Daher wirkt
~auf ihn elne relatlv grossere instationare Kraft.
‘Das bedeutet, man kann auf die beiden Korper, wenn

man sie fur sich betrachtet, also den Impuls des sie
umgebenden Mediums ausser Betracht lasst, nicht das
dritte Newton'sche Axiom - "actio = reactio” -
anwenden.

Nun ist ein Kreiszylinder kein gutes Ersatzmodell fir
einen Schiffskorper. Besonders kommt die Unzulanglich-
keit der Kreiszylinder dadurch zum Ausdruck, dass an
ihnen - ideale Fliissigkeit vorausgesetzt - keine

Momente angreifen kdnnen., Um auch ﬁberrdie Grosse und
den Drehsinn der durch die gegenseitige Beeinflussung
hervorgerufenen Glermomente eine Vorstellung zu erhalten,
werden in dieser Arbelt zyllndllsche Korper mit einer
elllptlschen Kontur untersuchto

Es hande;t,sich also, wie schon beim Fall der Kreis-

zylihdeb, um die Behandlung eines ebenen Stromungs-.
problems° Um die Kraitw1rkun en - besonders die
instationaren Antelle - penau erfassen zu koOnnen,

ist eine moglichst penaue Darstellung beider Korper
erforderlich. Diese Darstellung wird erreicht durch
eine kOntinuierliche’Belegung,der Korperoberflache mit
Quellen und Senken, eine Darstellun,sart, die sich
auch auf raumliche Strémungsproblemé anwenden lasst.
Wenn dennoch in dieser Arbeit nur das ebene Problem
behandelt werden soll,'so‘deshalb, weil hierbei der
Kechenaufwand erheblich geringer ist. Zwar werden die
Kréfte und Momente infolgeé der ebehen_Betrachtungsweise
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Zyllnders ist :

gréssenordnwngsméssig nicht mit denen iibereinstimmen,
die fir wirkliche Schiffskorper gelten, ihre dichtuny
Jedoch und auch ihre Abhanglékelt von den Geschwin-

'dlgkeltsverhaltnlssen und von der Lage belder Korper

zuelnander durftevrlchng wiedergegeben werden.

Es wurden als Konturen Ellipsén gewdhlt, da die Tllipse
den Vorteil hat, dass man fur sie in paralleler An-
stromung, also ohne den Storeinfluss eines zweiten Korpers
die Oberflachenquellbelegung in geschlossener Form an-
geben kann. Der Volllbkeltsgrad eines elllptlscnen

e
S=o = Q¥ES

Wahlt man ein Achsenverhaltnis von etwa a : b = 8 ,

~so dirfte damlt eine vemhaltnlsmaSSLg gute Ubereln-

stlmmung mit elnem “chlffskorper bestehen.
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a. Kraftwirkungen auf einen Korper in stationarer Stromung.

Literatur: {2] [3]
Es ist. bekannr«_dass nan Korper, die 51ch in einer
Potentialstromung beflndeﬂ¢\§§fftellen kann durch eine

,_,,-"-J""/‘ Mf"" m““m
Uberlagerung von Strdmungen, die von Guellen undVSgnKeu

sowie anderen Singularitaten erzeugt werden. Dabei

konnen die singulédren Stellen im Innern sowie auf der
Oberfliche des Korpers liegen.(Vergl. z.B. [1], Seite 775)
Die Bestimmungsgleichung fur die Singularittaten erhalt
man aus der Oberflichenbedingung, die besagt, dass durch
die Oberfliche des Korpers keine Fliissipgpkeit hindurch-
fliessen kann, d.h. die resultierende Normalgeschwindigkeit
- bézogen auf ein mit dem Kdrper fest verbundenes Koordi-
natensystem - muss Null sein.

Es sei nun angenoumen, dass das koOrpereigene Singulari—‘
tdtensystem, womit die Gesamtheit aller den Korper dar-
stellenden Singuiaritéten gemeint ist, bekannt sei.

KGefragt ist nach den Kraftwirkungen, die die Grundstromung

aufl den KCrper ausiibt. Zur Bestimmung dieser Kraftwirkungen
wiare folgender Berechnungsgang mbglich :

“Zunachst bestimmt man die resultierende Geschwindigkeit

aus @er Grundstromung und der vom Korper hervorgerufenen
Stdrstrbmung Letztere ist die Stromung, die vom kdrper-
eigenen Slngularltatengdstem induziert wird. Aus der
resultierenden Geschwindigkeit an der Korperoberflache

~ die laut Oberflachenbedingung eine tangentiale Richtung

.haben muss ~ erhdlt man mit Hilfe der Bernoulli’schen



-'Gleighung den an der Oberfléche herrschenden Druck p .
Schliesslich ergeben sich durch Integration iber die
Korperoberfliche die gesuchten Stromungskrdfte und

Momente; | »
2o o2 as . | °
P: gOC?n/ , _‘ G1.1
M= ~ﬁ(‘p3)x¥]d& ¥--///a[?xr7]d0  6lL.2
0 0 .

In diesen Gleichungen bedeutet X der nach aussen
gerichtete Finheitsnormalenvektor und T der Ortsvektor
der Oberfliche. Mit 40 ist der Betrag eines Oberflichen-
elementes bezeichnet. | |

Wesentlich einfacher gestaltet sich die Berechnung - und
das gilt besonders'fﬁr den‘Fall, dass das kOorpereigene
Singularitédtensystem bekannt ist - wenn man den Satz
von Lagally anwendet,.[2] Dieser Satz besagt: Kann man
einen Kdrper durch Uberlagerung singulédrer Stromungen
darstellen, so lassen sich die Krdfte und Momente, die
auf den Korper wirken, aus den Kraftwirkungen ermitteln,
die die Grundstromung auf die einzelnen Singularitaten
ausiibt. Fur diese Kraftw1rkungen, also fiir die Kraft und
das Moment die ‘eine qtromung auf eine einzelne flngularltat
'ausubt, ergeben sich fur stationare Anstromung recht
einfache Ausdriicke. [}]

In weiteren Verlauf dieser Arbeit wird nur von der Korper-
darstellung durch Quellen und Senken Gebrauch gemacht.

Aus diesem Grunde wird auf die Kraftwirkungen einer
Strémung auf andere Slngularitaten - wie z.B. Potential-
wirbel oder Dipole - an dieser Stelle nicht niher '

elngegangen.



R

‘ , ,
Wendet man den Impulssatz auf eine einzelne Quelle in

einer beliebigen (also auch krummlinigen) stationdren

Stromun, an, wobei man um die Quelle eine Kontroll- .
léche herumlegt und fir diese Kontrollfliéiche einen
Grenziberguang macht, indem man sie auf den Punkt der
Quelle zusammenschrumpfen lasst, so erhdlt man fiir

die Kraft |

B

Pz-¢QV, =-¢Qgred 9y | Gl.3

Dabei bedeutet ¢ die Dichte der Flissigkeit, V, die
relative ungestorte Anstromgeschwindigkeit (also diejenipe
Geschwindigkeit, die am Ort der Quelle herrschen wirde,
wenn die Quelle nicht vorhanden wére) und.¢h das Potential
der ungestirten Anstromgeschwindigkeit. Die Ergiebigkeit

Q@ der Quelle ist gleich der in der Zeiteinheit aus ihr
herausstromenden Wassermehge..Fﬁr‘die Dimension pilt :

. ." - ] » 3
Fir eine rdumliche Queélle: Volumen pro Zeiteinheit=‘[77§]
Fir eine ebene Quelle: Volumen pro Zeit- und

Langeneinheit ==[7227

Aus der Gleichung 3, die sowohl fiir rdumliche als auch
fiir ebene®Quellen und Senken Giiltigkeit hat, ergibt sich,
dass die Kraft ;ﬁf eine Quelle der Anstromung entgegengesetzt -
gerichtet ist. Bei/einer‘Sehke, die Wasser aufniammt, ist
die Ergiebigkeit negativ und damit die Kraft mit der An-
stromung gleichgeribhtetq

Ein Moment wird auf eine einzelne Quelle bzw. Senke nicht
ausgeiibt. 7 B
Besteht nun das kbrpgreigene~Singu1aritétensystem aus n
einzelnen Quellen und‘Senken, so erhdlt man die auf den
Kérper wirkende Kraft durch vektorielle Addition aller
auf die Quellen und Senken wirkenden Einzelkrdfte.

X i sl Tl il J. 7 o oo Iiff o o sindi

SIERNS



Auf den Xorper wirkt dann die Kraft :

7’- -9 5 8; Vaj | GL.4
, =4 N
Besonders einfach ist diese Formel dadurch, dass man nur
die Jjewkils am Ort der Quelle Q herrschende relative
Grundstromung val elnzusetzen braucht Die Tatsache, dass
die einzelnen Quellen und Senken Geschwindigkeiten
induzieren und damit gegenseitig Krafte aufeinander aus-
iiben, braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da diese
- sogenannten inneren Kréfte sich in ihrer Gesamtheit

aufhe_benu

Das auf den Korper wirkende Moment erhdlt man, indem man
die Momente dieser Einzelkréfte in bezug auf einen
beliebigen Punkt - beispiélsweise den Korpermittelpunkt -
bildet. Ist i? s, der Ortsvektor der Quelle Qi in bezug
auf diesen Punkt, so ergibt sich :

E yZé’[vmer - 61.5

laff

Besteht das korpereigene Singularitatensystem nicht aus
dlskreten Quellen und Senken sondern aus einer kontinu-
ierlichen Quellvertellung 7=‘d/(5 langs einer Belegungs-—
kurve S, SO muss ledlgllch das Summenzelchen in den
Gleichungen 4 ynd 5 durch ein Integralzeichen ersetzt
werdeno

/

[y Ve dS . . ‘ G1.6

E y[y[vu'r’]ds - 61.7
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Ausser der diskreten Quell-Senken-Verteilung und einer
kontinuierlichen Quellverteilung léngs einer Belegungs-—
kurve sind poch weitere Verteiiungen,wie kontinuierliche
Quellverteilungen iiber eine Belegungsfliche oder iiber
ein Volumen denkbar. Auch Kombinationen von diskreten
Quellen und Senken mit kontinukerlichen Verteilungen sind
moglich, Die Gleichungen 6 und 7 sind jedoch fiir das in
dieser Arbeit behandelte Problem, die gegenseitige
Beeinflussung zweier unendlich langer zylindrischer
Kérper, die durch eine Oberflichenquellbelegung dargestellt
werden, ausreichend. '

Da der Stromungsverlauf bei einem unendlich langen Zylinder
in allen Ebenen die senkrecht zur Zylinderachse liegen,
gleich ist, geniigt es, eine solche Ebene zu betrachten.
Daher ist die Stromung um den Zylinder vollstindig be-
schrieben, wenn man in dieser Ebene die den. Korper dar-
stellenden zweidimensionalen Quellen und Senken kennt.

Eine Belegung der gesamten Oberfldche -~ von minus unend-
lich bis plus unendlich ~ mit rd&umlichen Quellen und

Senken ist gleichbedeutend mit einer zweidimensionalen
Quell-Senken-Belegung auf der Kontur.

Der Vollsténdigkeit halber sei am Schluss dieses Absatzes
noch darauf hingewiesen, dass die Gesamtergiebigkeit aller
Quellen und Senken, die einen Korper darstellen,Null sein
muss. Es gilt élsq,fﬁr eine diskrete Quell-Senken-Verteilung:

Z:éb , G1.8

=4

und fiir eine kontinuierliche Quellvertexlung auf einer

Belegungskurve:
ﬁ d§ 20 G1.9
5 | - -
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Diese Tatsache gilt sowohl fiir eine Quellbelegung auf
der Oberfldche als auch fiir den Fall, dass die Quellen und
Senken alle innerhalb»der Korperumrandung liegen. Im
letzteren Fall ist deriBeﬁeis sehr leicht einzusechen.
Ware die Gesamtergiebigkeit von Null verschieden, so
niisste iiber die Korperoberfliche Fliissigkeit austreten,
wenn die Quellen iberwiepen, bzw., eintreten, wenn die
Senken iliberwiegen. Dieé Oberfliachenbedingung ware also
nicht erfiillt. Auf entsprechende Weise ldsst sich der
Beweis auch fir die Oberfléchenquellbelegung durchiihren,
wenn man die Sprungrelation fur die Normalaoleitang eines
Flichenpotentials beachtet. (Vergl. Abschnitt 3a )

Mit Hilfe dieser Beziehung lésst sich das Dirichlet’sche
Paradoxon?nachWeisen, welches besagt, dass ein Korper

in einér gleichfdrmigen Parallelstrémung - ideale Flissig-
keit vorausgesetzt - keinen WViderstand erleidet. Man
breucht nur in den Gleichungen 4 und 6 die Anssromge-
schwindigkeit vor das Summen bzw. Integralzeichen zu
ziehen, was im Falle paralleler Anstromung gestattet ist,
um zu zeigen, dass auf den Kérper'keine Kraft wirken kann.

Liegt eine beliebige‘Anstrﬁmung'?; vor, die sich auf-
spalten lésst in einen parallelen Anteil V.. und einen

ap
rein krummlinigen Anteil:V;k, so uUbt nur der krummlinige

Anteil eine Kraft auf den Korper aus.

Va = Veu + Vap

i-yfy??df‘“y[iﬁdf - G1.10
$ s

Von dieser Beziehung soll spidter Gebraucht gemacht werden.



b. Kraftwirkungen auf einen Kérper in instationdrer Stromung.

" Literatur: [4] [5]

Der Satz von Lagally wurde von Cummins [4] fiir den Fall
erweitert, dass sich ein Korper in einer instationiren
Stromung befindet. Ist die Anstromung zeitlich verdnder-
lich 730 missen sich auch die Singularitaten zeitlich &ndern,
mit deren Hilfe die Randbedingung erfiillt w:u:d° Es &ndert
sich im allgemeinen sowohl die Lage als auch der Betrag der
Singularitéten. (Ist der Korper durch Dipole dargestellt,

bei denen es sich um Vektoren hindelt, so kann sich auch
deren Richtung &#ndern.)

Der Hatz von Cummins besagt nun, dass zu den stationsren
Kraft- und Momentanteilen, die man erh&lt, indem man in

‘die oblgen Gleichungen die augenblickliche Anstromge-
schwindigkeit einsetzt, noch folgende 1nstatlonare
Anteile hinzukommen.‘ _ . '

Wird der Korper durch n diskrete Quellen und Senken darge-
stellt, so gilt. fir den. instationéiren Kraftanteil :

‘

E n .
= Z(a!&,.. adf

3 ) ) Gl.11
mst - “S'i : ldt -fdt Z Q d‘. i

Bei elner kontlnuierllchen Quellverteilung léngs einer
Belegungskurve S muss ledlgllch wieder das Summenzeichen
durch ein Integralzelchen ersetzt werden. ‘

msl' ‘-gf{dt ?+g )dS “fdt[““ds . Gl. 12
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Fir den instationiren Momentenanteil gelingt es nicht,
einen Ausdruck zu finden, der das Moment in direkter
Abhéngigkeit von den Singularitétsn darstellt. Hier muss
in jedem Fall eine Integration iiber die Korperoberflache
durchgefihrt werden. Aus der Bernoulli’schen Gleichung
fiir instationdre Strimung

% Vz-f-/a v"gb +§-S-zj@‘~ =/konsf. ' G1l.13

erkennt man, dass der instationdre Drukanteil aus dem Therm

'Alloinsl, =-9 %

besteht. Daraus erhdlt man: (Vergl. G1.2)

Minct. = fﬁ: [[¢ [#x#]d0 | G114
| 5 |

Es muss bemerkt werden, dass @ das Potential der Gesamt-
stromung ist, welches sich zusammensetzt aus dem Potential
der Anstromung,¢¢ und dem Potentlal der koOrpereigenen

Singularitaten ¢@ o

Die gesamte Kraft, die auf den Korper in instationérer
Stromung wirkt, und das gesamte Moment erhilt man
schliesslich durch vektorielle Addition der stationiren
und instationdren Anteile.- Bei einer Darstellung eines
unendlich langen zylindrischen Korpers durch eine zwei-
dimensionale Quellbelegung auf der Kontur ergibt sich
pro Langenelnhelt des Zylinders:

'9‘(?‘7%“5“5’#/??0[5 ) G1.15

f/?[?¢x'f‘]d$ +ydt‘({¢ ¢7)[Txn]d$ 61.16

"
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c.Die gepenseitipe Beeinflussung zweier zylindriscner Kdrper.

Es sollen die Krafte und Momente bestimmt werden, die
zwel Korper aufeinander ausiiben, wenn sie nebeneinander
nerfuhren, sich 'begegnen oder iiberholen. Is wird nur das
ebene Problem betrachtet, d.h. es s0ll sich um unendlich
lange zylindrische Kbrper handeln.

Die beiden Korper seien durch eine zweidimensionale Quell-
Senken-Belegung auf der Kontur dargestellt. Die Funktion
der Quellbelegung sei an dieser Stelle als bekannt voraus-
gesetzt, auf ihre Bestimmung wird spater eingegangen.

Beim Begegnen bzw. Uberholen befinden sich die Korper in
einer gekriimmten instationiren Stromung, da Jjeder Korper
durch das Feld der Storstromung des anderen hindurchléufb.
Die Quellbelegung muss sich also zeitlich &dndern. Nur

fiir den Fall, dass beide Korper sich mit gleicher seschwin-
digkeit'in gleicher Richtung fortbewegen, ist die relative
Anstromung stationdr und damit die Quellbelegung konstant.

In bezug auf die Korperform und die Béwegung,der beiden
Korper sollen folgende einschrinkende Annanmen getroffen
werden: Die Kontur beider zylindrischer'KQrper sel syi.me-
trisch zu einer Achse. Die KOrper sollen sich in einer
ruhenden Grundstromung befinden, sich in Richtung ihrer
Symmetrieachse gleichférmig, d.h. gradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit fortbewegen und dabei keine Drehunyg um die
Zylinderachse ausfiihren. DievBahnen,auf'denen sich die
beiden Korper bewegen, seien zueinander parallel.

‘Diese Einschrankungen erfordern, dass die XOrper zur
Aufrechterhaltung ihres gleichfdrmigen Bewegungszustandes
als zwangSléufig gefihrt anzunehmen sind, da die Bewegung
sonst durch die gegenseitige Beeinflussung verindert wirde.



‘Die auftretenden Kriafte wiirden eine Anderung der
Geschw1ndigke1t hervorrufen, die Momente eine Drehung
bewirken.

Ferner bedeuten diese Einschrénkungen unter der Vor-
aussetzung idealer Fiﬁssigkeit,,dass auf jeden der beiden
Korper nur Krafte und Momente wirken, die durch die Be-
einflussung des anderen Karpers hervorgerufen werden.

Sind die beiden Korper sehr weit voneinander entfernt,

so kann man die Storstromung des einen Kérpers am Ort

des anderen Kﬁrpers‘vernachléssigen. Jeder Kdorper bewegt
sich dann mit konstanter Geschwindigkeit in einer ruhenden
Fiiissigkeit. Nach dem Umkehrprinzip ist das identisch mit
dem Fall eines ruhenden Korpers, der sich in einer statio-
néren Parallelstromung befindet. Es wurde bereits gezeigt,
dass in diesem Fall auf den Korper keine Kraft wirken kann.
Ein Moment greift am Karperfnicht an, da vorausgesetzt
wurde, dass die Korper zur Fortbewegungsrichtung
symmetrisch sein sollen. '

Dle Skizze auf der nachsten Selte zeigt zwei Korper, die
einander begegnet sind zu einem Zeitpunkt, wo sie bereits
wieder auseinanderstreben. Der Korper A bewege sich mit
der Geschwindigkeit U, (nach links), der Kérper B mit der |
Geschwindigkeit UB (nach rechts) Der Abstand der beiden
parallelen Bahnen sei mit h bezeichnet. Mlt 1, parallel

zu den Bahnen gemessen, sei die augenbllckliche Lage der
beiden Korper zueinander angegeben.

Es werden nun zwei kartesische Koordinatensysteme einge-~
fiihrt, die qm.180°gegeneinander gedreht und mit je einem
Korper festrverbunden sind. Die positive Richtung der

- x-Achse sei fiur beide Koordinatensysteme entgegengesetzt



Skizze zur Wahl der Koordinatensysteme.

(Gezeichnet fiir den Fall des Begegnens)

Horper H
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wie die Richtung der Fortbewegung dés.jéWeiligen Korpers.
Alle GréSsen, die auf das mit dem KoOrper A fest verbunde-
ne Koordinatensystem bezogen sind, ssllen den Index A
erhalten. Der Index B gilt sinngeméss fir alle Grossen 5
relativ zum System B.

Dann gelten zwischen den beiden Koordinatensysteuzen die
Beziehungen: '

Xg = A =Xy Ye = h =Yg G1.17

Die zeitliche Abhéngigkeit der beiden Koordinatensysteme
ist gegeben durch die Gleichung

L= (Ug +Ug)(t-2,) G1.18

Dabei sei mit t, der Zeitpunkt bezeichnet, an dem sich
beide Korper direkt gegeniiber stehen.

Diese Anordnung der beiden Koordinatensysteme ist etwas
ungewOhnlich. Sie wurde gewahlt, da sie den Vorteil hat,
dass keines der beiden Systeme vor dem anderen in irgend
einer Hinsicht ausgezeichnet ist. Man braucht nur die
Gleichungen fiir die Krafte und Momente aufzustellen, die
auf den KérperAA wirken. Infolge der Gleichwertigkeit
beider Systeme ergeben sich die XKraftwirkungen auf den
Korper B, indem man lediglich die Indizes A und B in den
entsprechenden Gleichungen vertauscht. '

Bevor mit der Aufstellung der Gleichungen fir die Kréafte
und ilomente begonnen wird, soll noch etwas uber die Vor-
zeichen der qutbewegungsgéschwindigkeiten gesagt werden.
Die beiden um 180° gedrehten Koordinatensysteme wurden so
eingefiihrt, dass im Fall des Begegnens sich jeder der beiden
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Korper in Bezug auf das System-des anderen KOrpers in

‘Richtung der positiven x-Achse bewegt. In die Gléichung

18 sind dann beide Translationsgeschwindigkeiten positiv
einzusetzen.

Soll nun der Fall betrachtet werden, dass der eine Korper
den anderen liberholt oder mit gleicher Geschwindigkeit
neben ihm herfahrt, und will man die gewidhlten Koordinaten-
systeme beibehalten, S0 braucht man nur das Vorzeichen der
Fortbewegungsgeschwindigkeit des Korpers A negativ einzu-
setzen. '

Es lassen sich also durch das Verhaltnis der Geschwindig-
keiten verschiedene "Begegnungsarten" darstellen. So
bedeuten z.B. die Verh&dltnisse:

a.) . i%i >0 , Beide Korper: begegnen sich.
i usg '
b.) _ —gi.z 4A » Begegnung speziell fir den Fall,
Ug ‘ dass beide Korper gleiche
_ Geschwindigkeit haben.
“ey) Yn . p ~ Der Korper B fihrt am ruhenden
Up 7 Korper A vorbei.
d.) 0> Uy >~4 Der Korper B liberholt den
, Ug . - Kérper A.
e.) -Qi-=-4 Beide Korper fahren nebeneinander

Ug - her.

Dass das Verbhdltnis zweier in bezug auf die ruhende
Grundstromung gleichgerichteter Translationsgeschwindig-
keiten negativ, das Verhdltnis zweier entgegengesetzt
gerichteter Geséhwindigkeiten positiv erscheint, liegt
an der eigentiimlichen Wahl der beiden Koordinatensysteme.




Es,werdé nun der Kbrpér A betrachtet. Die Krafte und
Momente, die durch die Anwesenheit des Korpers B am
Kérper A hervoréerufen werden, sollen nach Gl.15 und 16
ermittelt werden. ’

Das Potential der koOrpereigenen Quellbelegung fir den
Korper A lautet:

=4 G1.19
| g = 57 [95 4= IR1 d 65 | 9
Y |

Dabei bedeutet B der Ortsvektor vom Quellelement

zum Aufpunkt. Die Lage des Quellelementes sei durch die
laufenden Ordinaten (fﬁ:7ﬁ ) bezeichnet. Liegt der
Aufpunkt auf der Kontur an der Stelle ( Xz ,Yy), so gilt
fiir den Ortsvektor: ' | '

I Ragl = V0t~ 5 Pt by =g G1.20

Damit wird:

1 -
¢9/7 =};/9ﬂ An /(xﬂ-fﬂ}2+173"?3}2 dey

Gl.21
S
A £ R
=/;;'/717 ’&"[("H fwl +Hyy-ou)]d sy

Sy :
Das Potential der mlativen Anstromung setzt sich aus
zwei Anteilen zusammen, dem Potential der ungestdrten,
als ruhend angenommenen Grundstromung:

¢m = Up x4 | Gl.22

und dem Potential der Storstrdmung des anderen Kdrpers,
also dem Potential der Quellbelegung des Kdrpers B:

Y, R G1.23
fos '5‘,}"[95 dn Ryl d6g
, i
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. e )
Fir den Ortsvektor Fg,, der vom Quellelement g, déy auf
der Kontur des Korpers B zum Aufpunkt auf der Kontur
-des Korpers A weist; gilt:

[ ——

Rﬁﬂ/ \/"' "ﬁ”fﬂ) +h=Yg~ ?3) GL.24
Damit ergibﬁ sich das_Potential der relativen Anstromung
zZu: ' _

¢€F/ = $i +¢9B

Uy Xy W[ye ,h,[(z x,, f3)‘+(/7 Ya-2sS]dSy  GL.25

i

Durch partielle Differentiation nach X, und Ty erhédlt man
daraus die Geschw1ndlgkeltskomponenten der relativen
Anstromung: ) -

P / A-Xq-fp ‘
) ) _ do) Gl.26
Vax = kg T 8 e Tty g
Jﬁ’w A  h-Yg -98 " 61.27.
Vo s ; dd ~
aY 2175/7” (4-xy~§p Pt (h- Yo = 75
8

Der Ortsvektor ?R, der die Kontur des Korpers A
beschreibt, hat die Komppnenten:

- = ‘ o
LTy T {Xg / )’n} ‘ ; Gl.28
Bezeichnet «y den Winkel zwischen der x-Achse und ‘der

Normalen, so kann man fir den Einheitsnormalenvektor
schreiben:

ng = {wa oAy ; Mh,a(,,}

61.29



Fir die nachstehenden vektoriellen Produkte ergibt
sich daraus: '

o

; [V@Iqx:}?”_7= Vax Yo ~Vay Xy . Gl.30
[7gxTgl = Xg amdy - Yy wadg " 61.31

Beachtet man nun noch, dass eine stationare Parallel-
stromung keine Kraft auf einen XKorper ausiliben kann,
(veryl. G1.9 und 10)

Ms,/?ﬂa”dgﬁ;p Gl.32
s

und dass ferner das Potential der Grundstromung zeitlich
unveranderlich ist, da eine gleichformige Fortbewegungs-
geschwindigkeit der Korper vorausgesetzt wurde,

v

d 4 .
prry ¢t/7 =0 : | | Gl.33

so erhdlt man fir die Komponenten der Kraft und fiir das
-Moment: |

- )4 *
PHX."?/?H wdﬂ fdt/‘]ﬁ Tax 25 )

»{-Xg fB _ _6_{-/
//7 BU(“X” fe)z-l»(/;-yﬁ-?é}z 0)3 ds/? yalz‘ 9,7)(;76{'5”

Gl.34 -

Sﬂ 8 . ' | Sn
s I , d G1.35 :
Tay —-9/qg SHEdS gt [y d Sy \
. $r '

s R dds-i/ Js
//%1 B(,{-x,, fp)-f(b*)’,v P 8 ”,fdt In Yg & g

517 5 Sm



| rz’,;;-’y/y,; [Vfonx %Td 5y + 95 [(bhs+ g )77 1,
B A P o

n 1‘”# ~Fs P+ (h-yg - yb}*
w at / [ [ 7 "’[ (4-Xy fal'+(b'yn-7a)‘J ey +

[ Y -
| f/?p ""[("lr fnlz“()'y ‘711)2]0[0’:1 (Xy wir by +y """a}ds
U

Entsprechend wie in Gl.15 und 16 gelten die Kréfte
 und Momente rﬁ:ldie‘Langeneinheit des Zylinders. Das
Moment ist dabei so definiert, dass es positiv ist,
. wenn es eine Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn bewirkt
- genauer gesagt, bewirken wiirde, falls die Kérper nicht
zwangsldufig gefiihrt wiren.

.;‘f g Y- g (/“fé)xb (h- 78)Xﬂ“¥6' 1S, + ]
sfﬂ[” /3( B] q G136

_ Bs wurde bereits gesagt, dass man infolge der Gleich-
wertigkeit beider Koordinatensysteme die Kréifte und
Momente, die auf den Kdrper B wirken, aus den fiir dea

- Korper A geltenden Gleichungen erhélt, indem man
lediglich die Indizes A und B vertauscht. Aus diesem
Grunde eriibrigt es sich, die fiir den Korper B geltenden
Formeln geséndért.auqufﬁhren.

Betrachtet man die ersten Qﬁérme der Glelchungen 34 und
35, die die stationéren Kraftkomponenten darstellen, so
erkennt man, dass sich der Wert der Integrale durch Ver-
tauschen der Indizes nicht &ndert., Das bedeutet: Die
‘stationire Kraft, die der Korper B auf den Kdrper A
ausubt,lst glelch gross und -~ da die beiden Koordinaten-
systeme um 180 ‘gegeneinander gedreht sind~ entgegen-
gesetzt gerichtet wie dié stationarevxraft, die der
Kérper A auf den Korpér B ausiibt.



Fir die instation@iren Krafte gilt dérglelcheh nicht.

Die auf die beiden Kérper wirkenden instationdren
Kraftanﬁeile sind im allgemeinen sowohl iam Betrag

als auch in der Richtung verschieden, Gleichheit der
gesamten Kraft (stationdrer plus instationsrer Kraftanteil)
ist nur in den folgenden zwei Fallen zu erwarten.

a. VWenn beide Korper - sie konnen verschieden
gross und verschieden geformt sein - mit
gleicher Geschwindipkeit nebeneinander
herfahreq.(U : Up = -1) Dann ist die
Stromung stationdr, der instationére
Kraftanteil entfallt. ‘

b. Wenn beide Korper gleich gross sind, gleiche
Form haben und sich mit gleicher Geschwindig-
keit begegnen.r(xAé Xp» yA =yg » Up: Up= 1)

Da sowohl die Konturen wie auch die relativen

Anstrdmungen fiir beide Korper iibereinstimmen,

sind in diesem Fall die Funktionen der Quell-

belegungen'fﬁr beide Korper zu jedem Zeitpunkt

gleich. D.h., dass auch die instationdren

Kraftanteile gleich gross und entgegengesetzt
gerichtet sein miissen.

Fs muss noch etwas im Hinblick auf die zeitlichen Ab;
leitungen gesagt werden. In den Integralausdricken fiur
die instationsren Kraftanteile ist lediglich die Quell=
belegung q, im Integralausdruck fiir den instationiren
Momentenanteil die Quellbelegung q und der Abstand 1
zeitlich verénderlich. Die Quellbelegung q hangt von der
augenblicklichen Lage ab. Da durch den Abstand 1 die
augenblickliche Lage gegeben ist, kann man die Integral-
ausdriicke in Abh#dngigkeit von 1 bestiamen.

- xfj
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Zwischen dem Abstand 1 und der Zeit ¢ gilt die
© Zuoodnung G¢l. 18. Daraus erhdlt man durch Anwendung
der Kettenregel :

d .90 4Ly oul 61.37
at o dt = (Uy+Ug) 57 : |

Zum Schluss sei noch eine Schwierigkeit erwahnt.

‘Beim Potential der korpereigenen Quellbelegung

(siehe G1.21), das zur Bestimmung des instationdren
Momentenanteils benotigt wird, muss ein uneigentliches
Integral gelost werden. Der Integrand wird némlich

filr x = § unendlich. Es soll an dieser Stelle nicht
néher auf dieses Problem eingegangen werden, da auch

in den Bestimmungsgleichungen fiir die Quellbelegung
Integrale auftreten, deren Kerne scheinbar singulir
werden. Die LSsung dieser Integrale wird spater -
speziell fir den Fall, dass die Kontur der beiden Zylinder
Ellipsen sind -~ in einem gesonderten Abschnitt behandelt.



- 24 =

3. Darstellugg von zzlindrischen Kérgern durch

Oberfliachenquellbelegungen.

a. Darstellung eines zylindrischen Korpers in einer

beliebigen Stromung.

Wie bereits erwahnt wurde, kann man einen unendlich
langen,zylindriéchen Korper in einer beliebigen krumm-
linigen Potentialstromung darstellen durch eine zwei-
dimensionale Quéll~Senkeanelegung auf der Kontur.

Es soll nun die Bestimmungsgleichung aufgestellt
werdén, mit deren Hilfe man fur einen vorgegebenen
Korper in einer vorgegebenen Stromung die Funktion

der Quellbelegung ermitteln kann.

Die Korperdarstellung durch eine Oberflachenquell-
beiegung'ist in der Literatur mehrfach behandelt
worden. [6] [7] [8] 9] Aus diesem Grunde soll hier nur
das Problem soweit erlsautert werden, wie es fiir die
weitere Rechnung notwendig ist. Es wird nur die ebene
Stromung behandelt. Die Bestimmungsgleichung fir die
Quellbelegung wird in einer Form gebracht, die in
einer einfachen Weise eine Erweiterung auf den Fall
zweier Korper gestactet.

Is wird wieder ein kartesisches Koordinatensystem ein-
gefihrt, das mit dem Korper fest verbunden ist. Die
Kontur des Korpers, von der lediglich gefordert wird,
dass sie stetig ist und Uberall eine eindeutige Tangente
besitzt, sei gegeben durch :

y ='y (x) G1.38



Das Potential der relativen Anstrimung sei ¢d°
Dann ist die nach aussen gerichtete Normalkomponente
der Anstromgeschwindigkeit:

J fa |
= Gl.
Va” dﬂ \ 59 .
Sind die Komponenten der Anstromgeschwindigkeit bekannt,
J @z J¢a
® C Vay & = Gl.40
Vax Jx ‘ Y 5%

so ist die nach aussen gerichtete Normalkomponente der
Anstromgeschwindigkeit gegeben durch die Beziehung:

Van"",(V¢¢"l?)= Vax wool +Va7/.m'ra(- 7 Gl.41

Dabei ist & , wie schon vorher definiert, der Winkel
zwischen der x-~Achse und der Normalen.

Diese Normalgesch,windigkeit muss nun zusammen mit der
Normalgeschwindigkeit, die von der kdrpereigenen Quell-
belegung induziert wird, Null ergeben. Das Potential
einer kontinuierlichen Quellbelegung auf der Kontur
lautet: (Vergl. GJ.,21) ,

| «' y » . ) ; ‘__ |
,¢7 'Z};/f""[(x fl+ty-pFlds G1.42

Will man aus diesem Potential die Nornialgeschwindigkeit
ableiten, so ist folgendés zu beachten: Aus der Potential-
theorie ist bekannt, dass das Potential ¢9 einer Quell-
belegung g auf-einer Kurve mitsamt seiner tangentialen



ersten Ableitung beim Durchgang durch die Belegungs-

" kurve stetig bleibt, widhrend die normale Ableitung, also
die Normalkomponente der Geschwindigkeit, einen Sprung
der Grosse q aufweist.

Ferner gilt: Die normale Ableitung des Potentials nimmt
auf der Belegungskurve den Mittelwert an zwischen den
beiden Werten, die man erh&alt, wenn man von beiden
Seiten einen-Grenzﬁbergang macht.

Fir eine geschlossene Belegungskurve S gilt demnach,
wenn P ein Punkt ausserhalb und Po ein Punkt auf der
Kurve ist : :

: Plf:% ¢7 ) ¢9/p:7% G104§
' _ . Y] .Z- .SZ .
Y%—;o/.‘:;g 3';¢7 2 +9n ¢/P'7a Gl.44

Das bedeutet: Die nach aussen gerlchtete Rormalkomponente
der Geschwindigkeit ist um /é grosser als der Wert, der
sich durch Ableitung nach der Normalen aus Gl.42 ergibt.
Man spricht von der Sprungrelation fiir die Normalableltung.

[l bal f3

Die x- und y- Komponenten der Geschwindigkeit, die von
def Quellbelegung an der Kontur selbst induziert werden,
lauten also:

"
|

A x- » .
.V7x z = +2?7‘/9 (X~f),’+(yo7)2'd6’ G1.45

A6 Gl.
/ s )’+(y Y G1.46

it

Yoy



- Fiir die nach sussen gerichtete Normalkomponente gilt
analog zu Gl. 41

1}

V7nr V,x a2 o 4+ Vyy 4"‘1 X

Gl.47

1

g +_.’."_[? (X‘f)anot+(y~f2)a»éx dd
i (x-§I* +(y-p)*
Damit lautet die Bestimmungsgleichung fiir die
Quellbelegung: ,
| Van +V9’l = 0
Gl.48

, | 4 (x=§lenat +(y-glama , ,
Vax (o2 of + Vay nem ol + ) +27rs (x—-f}"‘+ ()"?/" dd = 0

Es handelt sich hierbei um eine Fredholm’sche Inte-
gralgleichung zweiter Art, (vergl.[’l} , Seite 192).
Sie lésst sich auf iterativem Wege losen.

Schreibt man die G1.48 in folgender Porm:

{x-F)umral + (Y- ) awm ok
T4 (x-fF+y=9/® do’

74” 2 -2 (vax +Vardmd)~-— Gl.48a .

S

und wdhlt fir q. einen geeigneten Ansatz, indem man
beispielsweise nmit einer Funktion beginnt, die der
Normalkomponente der Anstrimgeschwindigkeit proportional
ist, : ' '
¢’=f'(ka&ha(+VQ74whd)

so erhdlt man fir qp eine bessere Niéherung. Dieses
Iterationsverfahren ist solange fortzusetzen, bis sich



nach einer gewissen Anzahl von Schritten die nsu
berschnaste Belegung von der vorherigen nur noch um
die zulassige kechentoleranz unterscheidet.

Damit ist die Losung der Integralgleichung auf die

Losung eines Integrals zurﬁckgefﬁhrt.vEs hat den Anschein,
als ob der Kern dieses Integrals fur f =X, » =y unendlich
wird, da der Zahler einfach, der Nenner dagegen
quadratisch gegen Null geht. Das ist jedoch nicht der

Fall. Es handelt sich vielmehr um eine unbestimmte

Form mit einem endlichen Wert, wie im Abschnitt ©

" Hinweise fir die numerische Auswertung der Iantegrale "
gezsigt werden soll.,

b.Darstellung zweier KOrper, die sich gegenseitig
beeinflussen. ‘

Die oben abgeleitete Bestimmung sglelchung gilt fur einse
beliebige, also auch krummlinige Anstromung. Daher berei-
tet es keine Schwierigkeit, sie auf den Fall zweier
Korper zu erweitern, die sich gegenseitig beeinflussen.

Fiir den im Abschnitt 2c behandelten PFall sind die
Komponenten der relativen Anstrdmgeschwindigkeit fir
den Korper A gegeben durch die Gleichungen 26 und 27.
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Gleichung 48a
erhdlt man fir die Quellbelégung des Korpers A : |

= ‘211 ol + / (A-Xy~fg)imol +{h=Yg g ) asm ie -
In T ] ([“Xg fb’)"'(/“ﬁ"%*}z 4 Gl,49

~__./? /’fn'fn]mdf-/)’ﬂ 95} nam «
(xg-fal*+ lyg-g5)*




- 29 =

.Eine entsprechende Gleichung erhslt man fiir den Xdrper B:

- L{-X fﬁ)wvo( +(/7 ~Yg =05 )omd ,
2-2U, wod +-—[ AR Clé -
?8 B~ r % (4-x 'f}]) 1"{}? ~Yg = 7”)2 | R G1.50

Su
_ _{/ (xg=fg)woet +(yg=pg)awnd dé
”S g ("e*fp);“"()fp -7sl* d
y:1 .

'Beim Zweikﬁrperproblem muss also ein Gleichungssystem
gelost werden, weldhes aus zWei‘Fredholm’ schen Inte-
gralgleichungen besteht. Auch hier lassen sich mittels
Iteration die Losungen finden, wenn man in die Lleichun-
gen mit geeigneten Ansétzen hineingeht. Sind die Bele-
gungsfunktionen bekannt fir beide KOrper allein, d.h.
ohne Storeinfluss des jeweiligen anderen Korpers,

S0 kann man diese‘Funktioheh.als erste Néherung ver-
‘wenden. °

Die Konvergenz der Iteration wird durch folgende
lberlegung plausibel:(Siehe auch[10]) Da die Queil-
stromung der Kontinuitétsgleiéhung geniigen muss,
erreicht jeweils nur ein Teil der von éinem’Quell~
‘element des einen Korpers induzierten Storstrémung den
Aufpunkt auf der Kontur des anderen Kdrpers. Beim
Iterationsprozess wird diese Wirkung gewissermaséen
durch eine Gegenbelegung'ausgeglichen, von der wie-
derum nur ein Teil auf den Punkt des urbprungchnen
_Quellelementes suriickwirkt. Da die erforderlichen
Korrekturbelegungen dementsprechend immer kleiner
werden, wird man schliesslich einen Endzustand evrelcnen,
der die Stromung um beide Korper darstellt.,



4, Die Quellbelegung fiir einen elliptischen Zylinder
~ in einer Parallelstromung.

Bisher wurden alle Betrachtungen fiir beliebig geformte
Zylinder durchgefithrt. Nun soll der spezielle Fall
behandelt werdeun, dass die Zyiinder elliptische Konturen
haben. Um.die Ausgangsfunktionen fiir den Iterations-
prozess zur Bestimmung der Quellbelegung zu erhalten,
wird zundchst einmal eine einzelne Ellipse in einer
Parallelstromung untersucht. .

a, Parameterdarstellung einér Ellipse.

Fir eine Ellipse mit den Halbachsen a und b gilt
folgende Parameterdarstellung:

X=awy ybamy G1.51
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Bezelchnet man einen 1aufenden Punkt auf der

Elllpse mit,
frawy  prbomy
so erhalt man aus,

-df:-aﬁuh7bdy— d7:=$ahf'df

fiir das Linienelement d§ die Beziehung:

de = ,/.d}?,,.d; \/a%myn%zf' iy
a\//{—wma + %sz dy
a\/// (4~ 4%2) iy ol'f

n

h

Ii

Fiihrt man die numerische Exzentriéitét ein,

. - Vaﬁ_éz’
aQ a

so ergibt sich:

dé = a\/d 4oy dy

Gl.52

G1.5%

Gl.54

Gl.55 .

G1.56

Sowohl in den Bestimmungsgleichungen fir die Quellbelegung
als auch in den Ausdriicken fiir die Kréfte und Momente
treten Linienintegrale auf. Die gewidhlte Parameterdar-
stellung ist in zweifacher Hinsicht fiir die numerische

' Auswertung dieser Integrale von Vorteil, Wihlt man bei-
spielsweise fir die Auswertung die Simpson-Regel, und



teilc denAumfang’des Binheitskreises 2% in gleiche
Teile A7 auf, so liegen die Stiitzstellen an den
"Spitzén" der Ellipse enger zusaummen als im dbrigen
Bereich. Hier hat aber die Ergiebigkeit der Guellbe-
legung absolut die grossten Werte. Man erreicht also
ohne idehraufwand eine gréssere,Genauigkeit,‘éls wenn
zan den Umfeng S in gleiche Teile 46 oder gar die
grosse Achse 2a in gleiche Teile 4 § aufteilt.

Ein weiterer Vorteil de: Parameterdarstellung ist,
dass 9Sfy fir ¥ =0 bzw. T endlich bleibt.

- d¢ RN el
| d%/#ew = avis < b

Wéhlt man dagegen als unabhiingige Verinderliche f ,
so gilt fiir die gleichen Punkte, d.h. fiir f:;fa :

il V

Fir die Integrale bedeutet das, dass der Integrand
(teilweise zusétzlich) an diesen Punkten singular wird.

’

S g

I's muss nun noch der Winkel o , also der Winkel zwischen

der x—Achse und der Normalen, in Abhéngigkeit vom

Parameter § dargestellt werden. Da die Normale senkrecht

auf dem- Llnlenelement as steht erhdlt man fiir den
Cosinus und Sinus..
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Das Minus-Zeichen in der letzten Gleichung erklirt
sich aus der Tatsache, dass bei der gewdahlten Parameter-

'darstelluns im Bereich ( 0S Y £ £ I ) fir wachsendes 4

(entgegen dem Uhrzezgersinn) ax abnimnt, wahrend dy

wie auch dS zunehmen.

b. Bestimmung der Quellbelegung beLAQaralleler AnstromungA

mit Hilfe des komplexen Potentials.

Die elliptische Kontur stellt insofern einen Sonderfall
dar, als es mdglich ist, die Bestimmungsgleichung fiir

die Quellbelepung im Fall paralleler Anstromung auf ana-
lytischem Wege exakt zu lbsen. Es ergibt sich, dass die
Quellbelegung bei Anstromung in Richtung einer der beiden
Achsen der Nphmalkomponente der Anstrémgeschwindigkeit
direkt proportional ist. Fir den schrig angestromten
elliptischen Zylinder erhiélt man die Quellbelegung, wenn
man die Anstromgeschwindigkeit in ihre Komponenten in

Richtung der Achsen zerlegt, fiir beide Komponenten -

getrennt die Quellbelegung bestimmt and diese dann
uberlagert (Slehe Abschnitt 4c)

Es sei ein elliptischer Zyl;nder‘betrachtet, der in
Richtung der positiven x-Achse mit der Geschwindigkeit
Vo=V Bngestrémt wird. ‘
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Die nach aussen gerichtete Ndima%komgonente der
AnstrémgGSchwindigkeit lautet dann;

. | L
Ven = Vax-mo(‘—'? Yax ;% Gl.6e1
. =) MY

Macht man fiir die Quellbelegung den Ansatz,

s 4 \ . Gl.62
y(ff)‘yomd("?oar‘-“‘—" : :
A5y
und setzt diesen Ausdruck in Gl.47 ein, so ergibt sich
fiir die von der Quellverteilung induzierte Normal-
komponente: ' . :

| ;—_vi A (x-f) cor & +(y-—y)4mo<
| V?” 2 +27/? (x f)a-f-()( ?}2 dGJ

£ o , | G1.63
' Ly .
_9 b oy 4 r(mg-m?/*(mhg-_méﬁ/i? df]
“‘fy;—_rﬂ a‘ﬂw»y ah1wﬁ+lﬁ&uny~4uny)‘

Es_ist also lediglich das in dieser Gleichung stehende
Integral zu ldsen, um mit Hilfe von G1.61 und der
Oberflachenbedingung

Van +’vqn = 0

‘den Wert qb'bestimmen zu k6nnén, der nur noch von der
Anstrbmgeschwindigkeit Vax und dem Achsenverhaltnis
a:b abhangig ist. - ' "



Leider zeigt es sich, dass man bei der Ausrechnung

des Integrals auf recht grosse Schwierigkeiten stosst,
deshalb soll hier ein anderer Weg - die Bestimmung der
Quellverteilung mit Hilfe des komplexen Potentials -
eingeschlagen werden, »

Das komplexe Potential, dessen Realteil aus dem
Potential ¢- besteht, und dessen Imaginérteil die

Stromfunktion QL ist, lautet fir eine zweidimensiacnale
Quellbelegung auf der Kontur eines zylindrischen Korpers:

Q- ¢+i7{'=5’—;~r/744¢/z~g.ldd o Gl.64
A |

Dabei sei mit 2==X+JY' : ein‘Aufpunkt'auSserhalb der
Kontur bezeichnet und mit 3:{f+f?. ein laufender Punkt
auf der Kontur. Mit dem Ansatz

wt

?("‘) = ?a ﬁ"”;

und den fur dle Elllpse geltenden Be21ehungen

f

erhdlt man

1t

u¢h¢v_"¢=éa&¢ dé = a Vi-euois fdﬁ

£l
1

Y s
~ibomy| wmy dy  GL.65
FibTt man die Substitubion eiﬁ,
?-87‘ L . Gl.e6

so folgt aus der Ableitung von 3, nach'f

R S
22 A



AT

Fir den Cosinus und Slnus von  erhdlt man
(siehe [1], Selte 76)

ey 1) .. ..) f
- + il + 1.68
wip s le e ) = (3 | G
' __:f_‘. l‘!f',_ f/.';!r __~_£' _/_4,
amy T o (¢ e™'7) 7 (3 3ﬂ) \ G1.69
Damit ergibt sich fur den laufenden Punkt
‘ .g- am'ya +/é/bmrfr \
= 4148 (5-4) - G1.70
'2(3*'3/){.2(3‘ ;A ’ -
L gasb A A .
. =z ¥ 2 %
und fir das _kompleie Potential :
- ?0!7 a*é' Q- b Glo?1 )
ﬂf‘;;;f,én (%~ P } 2 } }013, | s

Das Integral erstreckte .sich fi_ir die Varlable ¥ von O
bis 27 . Das bedeutet fir die neue Variable 3 einen
‘Unlauf 1léngs des Einheitskreises ‘/3/=f{ .

Um den Residuensatz anwenden zu kon.nen, soll der

lntegrand in eine Keihe entwickelt werden. Dazu
‘wird zunachst folgende Umformupg gemacht :

arb a6,
S A

o IN

G1.72

i
b
S
X
l
\.
————
[\
t
»



Die Konstanten 3¢ und y& ’ d;h. die ‘Wurzeln der

Gleichung : .
arb z 6 =
% - X 7'+

ergeben sich zu:

. S ————————————— -’ ’ “
_z s/ %8 G1.73
| »3ﬂ3 a+d |

. Pir 3¢ soll das Plus—Zeichen, fiir g, das Minus-Zeichen

gelten.

Mit Hilfe der Umformung lésst sich der Logarithmus in
drei Anteile aufspalten. Man erhdlt :

_92:-—, ?'bf[.h (3,l+h(4—1)+£n(4~ 11)](# 2y GL.74

- Der vVort‘eil dieser Umformung liegt darin, dass nun die
- einzelnen Glieder fur sich in eine Reihe entwickelt .

we rden konnen .

Zundchst muss jedoch untersucht werden, ob die
komplexen Gréssen 3, und 4§, - innerhalb oder ausserhalb
des Einheitskreises liegen, d.h. ob der Betrag dieser
Verte grosssr oder kleiner als Fins ist. Aus der
Gleichung 73 ist das nicht ohne weiteres ersichtlich.

Aus die_semkGrunsié sollen ellij_:tische Koordinaten einge-
t werden.{(Vergl.[14] , Seite 148) Der Zueammenhang
it den kartesischen Koordinat;en ist gegeben durch die

'Beziehung :

0< £ 00
05y S o

XfCMJMg’ : 61.75

Y+ wibot oy




Die Linienf = konst. stellen konfokale Ellipsen,
die Llnlen.y = konst konfokale Hyperbeln dar. Die
~elliptische Kontur des Zylinders sei durch «£=.%
gegeben. Dann muss fiir. einen Aufpunkt ausserhalb der
Kontur > +, sein.

Fuir einen laufenden Punkt auf der Kontur kann msn dem-
nach schreiben : '
f=cwnh Ay
- Gl.76
7:044;:.‘4/0444;%‘ "

Durch einen Vergleich mit der Gleichung 52 erkennt man,
dass zwischen den Grodssen ¢ und a)f,A einerseits und den
Halbachsen a und b andererseits die Zuordnungen

a= ¢k ddy bz omdd, . G1.77
gelten m‘gssezi.' it Hilfe des Addicvionstheorems

24} ‘OM'\,¢-‘

erglbt sich daraus;

%6t - » :
cd ——s P 61.78

Und aus den Theoremen - e
7] HIlD + /Mﬂ;‘ Jo = & °
Wik ho - b fy = &

o arb [a+b

£ = Voo
c a-b

‘e—n,og Q—b - a-b ' G1‘79
¢ Ya+s

Fir die Grosse X= X+1y ', die in der komplexen Ibene

die Lage des Aufpunktes beschreibt, erhélt mun in

folgt:




}Abhéngigkeit von den elliptischen Ordinaten:

2= S (b ok i viomh S ang) 61.80

Dafiir kann man auch schreiben : (Vergzl. [1], Seite 76)

i

-4 m(so-—/J/ ‘ - G1.81

Fihrt /rﬁan diésen AuSd.i‘uck in G1.73 ein, so ergibt sich:
Va8 s (y=ind) 2 (028 ) (- iat) - (2% 6]

fa-¢b’ . XA g .,
= ;%T,[M(y'/«{)i/w (?./4) l]
Setzt man nuﬁ nach G1.79
| ' a-b ~by
Vs = ¢
und bedenkt dass A o
Viilg-id) -4 = iV4- & (:!-'ml] 2/ ouw (g~,./}
ist, so erhilt man: o :
Q42 * [m(sv-/kfliam:r(?ﬂk’/] ,
’ ' G1.83

S rily-id)
e e

13

Fir 3, galt das Plua~Zeichen, fir 32 d.aa «inus-Zeichen.

Es: 191: also' ,
S ) R '
TR AL g—
: . G1.84
ckndy  =f ‘ ' :
s e eyl <



+I‘ ‘ . . -
Der Betrag von € ¥ ist Fins. Da, wie bereits gesagt

wurde, fiir einen Aufpunkt ‘ausserhalb der Kontur J>~¢o sein
muss, ist es nun leicht zu ersehen, dass der Betrag
von %, grosser, der von %, kleiner als Iins ist.

Es war gesetzt worden: Pt}/ , d.h. /7/=4 , daraus folgt:

I%l<4 und /%/«‘4

Fiir die Reihenentwicklung im Komplexen gilt (analog
 zur Reihenentwicklung im Reellen, siehe [1] , Seite 80)
fir [%lS4 mit Ausnahme des Wertes z = - 1

n

s %
An (4-2) = - 2 -
n=1

Fir den gesamten Integranden des Integrals in Gl.74
erhdlt man demzufolge :

Lo (5,) + fn (4- 2)un (1- ;‘-’)](h}%-} =

Ly, -3 RIES-E -:-(.&)"ngzh 1.85
ns4 :
= '&”31 (4+ } 2 ( 3‘ + 3 n+2)

Wendet man nun den Residuensatz auf diese Reihe an,
50 ist das lntegral gleich dem 27/ -fachen der Summe
aller Koeffizienten von 37 ' . Die Potenz -1 tritt
lediglich im 2. und 3. THerm hinter dem Summenzeichen
auf.(Jeweils fiir n = 1) Die Residuen sind :

A s '
R" £ - 3’ RZ = -32, | Gl.86
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Damit wird :
R"‘[ 2771‘ (R,"Rz)

T2 (33 *3) '\ G1.87

Durch Aufspaltung in Real- und Imagindrteil
-griy

erhalt man fiir das Potential:

L Peb e - -t :
¢- 3 (e +e™°)e g G1.88
und fiir die Stromfunktion:

:a—-———

ﬂmf

Diese Gleichﬁngen gelten nur fir die von der Quell-
belegung hervorgerufene Stromung ausserhalb der ellip-
tischen Kontur: Fir einen Aufpunkt innerhalv der Kontur

.liegen die Konstanten 3, und %, beide innerhalb des

Einheitskreises. Die Reihenentwicklung G1.85 hat dann
keine Giiltigkeit mehr,

Es sel bemerkt, dass die von der Oberfliachenguellbe-

leguﬁé induzierte'Innenstrumung eine Parallelstromung
ist. Der Beweis wird hier nicht gebracht, da die ’

Innenstromung fiir die weitere Betrachtung ohne Inter-
esse ist. '

Bs soll nun aus dem Potentlal die an der Kontur
herrschende Normalkomponente der von der @uellbe-
legung induzierten Geschwindigsgeit bestimmt werden.

906 (en’o+'e-4;p £ . . G1.89 '



P —— .m._ﬂm

JDie elliptiscnen Koordinaten stellem ein ortho;onales
System dar, d.h. die Linien + = konst. und -¢ = konst.
stehen senkrecht aufeinander. Die nach aussen gerichtete
Normalkomponente ist also die +/ -Komponente des
‘Gradienten von ¢‘fiir R ‘

Von = grody By oy G1.90

' Da es sich um ein krummliniges Koordinatemsystem
handelt, erh&élt man die £ ~Komponente aicht wie im Fall
kartesischer Koordinaten einfach durch Apbleitunyg des
Potentials nach «£ , es gilt vielamehr :

(Siehe [14] , Seite 148)

o J
r‘d = """"‘" 61091
gred s f Crimtih 4 o'y
Es ist: -
D fob , o -y -
3:? . —-2—-(( v e "my G1.92
‘_9_@_ | =-j£.é.‘(/i+e;2%)mg
Jat ,Jv-).Ja 2 e-b
o - Job ”fm) w
l‘ -
- % a%? w g , G1.93
V M‘q}, = :;‘( % 8—4,}3
‘ = ;4;_{ 2 0-2+e“24’¢)
_ A a4, acd
T4 (a b 2+ a+b ) .
. 8 | ' Gl.94



7 /5'4;‘*5"‘%

’

C[Mgvlf-my =\/¢—$ ,&,+m5’ ‘

\/674-11 25 4- 0o y)
z \/az ~(a2-8Y 1" 3 Gl'.:95‘~
aVid- (4~ 'y | |

[

“Damit wird: )

06 I | \

Diese Kormalkomponente muss nun zusammen mit der
Normalkomponente der. Anstromung (siehe G1.61) Null
srgeben. '

wme - b wnyg .p ST

Yan +Vgn = an s = 0,
- a ‘/4'_'_}'—'” '_e+é-m

Daraus lésst sijch q, ermitteln:

a+h G1.98

. . - 5
}o = ‘V'ax —-——“ Vax (/H';)
Zusammenfassend kann gesapt werden: Ein elliptischer
Zylinder, der in Richtung seiner positiven x-Achse mit
‘der Geschwindlgkait Vax a.ngestromt wird, fir den also
gilet,

th"Vu- {\ﬁ’ﬁ’O
V = Vi o = Vi ) 2L
an ax nxam

lésst 31ch darstellen durch eine zwez.dimens:.onale
. Quellbelegung -auf der Kontur, die zur Normalkomponente
der ;&n"strﬁmgeschw{ndigkgit proportional ist.



' Mit dem Ansatz,

L b ey
§ 7 o 02t 2§ 7

erhélt man fiir den Proportionalitvdtsfaktor:

J .t gl 61.99
Van  Vax. ( a) ~ |

Vollstandig ausgeschriebén lautet die Funktion der
Quellbelegung : -

~

3 G1.100
-V 4-}--——-) -——-......_.-'——=.,-
f(({) ax { a u\/4£wy

Es interessiert‘nun noch der Wert, den das Potential
dieser Quellbelegung auf der Kontur, d.h. fir «£=.4,
annimmt. Macht man die entsprechenden Umformungen
wie in G1.93, so erhadlt man aus G1.88

Ry s ;“;;;—w I

it der Beziehung G1.98 bzw.99 ergibt sich :

| +6  ab ,
\@/‘;,‘6 =/Vax—f¢-é-—‘a——-—-+6 g = Vax bing - Gl.102

Wirde die Ellipse nicht in Richtung der positiven
x-~Achse, sondern in Rlchtung der positlven y-Achse

angestromt,
€ Vax = 0 - Vay Ya

so ware die Quallbelegung proportional zur Normalkomponente.

4mf

\/J't 2’y

- Yan = Ya)/ smm o = Vay
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Den Proportionalitétsfaktor erhdlt men aus Gl. 99 ;
durch Vertauschen des Achsenverhdltnisses:.

g _ %

|

a ) “
S S A ) — .
T Vay (4 b)«_ | - G1.103

Die Quellbelegung lautet dann:

4m , ‘
?{5,),_\,“),(,”.,.)_____!;__ ,‘ GL.104

Vy- ey e

Fiir das Potential auf der Kontur gilt:

| ab b y G1.105
g;[wgd% = <% amwy' V%y a.muag

c. Der schriég angestromte elliptische Zylinder.

Nun soll ein elliptischer Zylinder betrachtet werden,
der schrég esngestromt wird. Die x~Achse des Zylinders
bilde mit der Anstromgeschwindigkeit v, den Winkel /9 .

/ ,
=
—
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Dann lasst sich die A.nstromgeschw:mdigkeit in ihre
Komponenten aufspalten.

Vax = ~Va uh/3 Vay = ~Va 4éqﬁ

'_Fiir die x—komponente wird die Oberflachenbedingung
durch eine Q,uellbelebung nach G1.100, fiir die

y-Komponente nach G1.104 befrledlgt Durch Super-
position beider Ausdriicke ergibt sich die Quellbe-

legung fiir den schrédg angestromten elllptlschen
Zylinder zu :

yfy)=-\/ax (4* }"m Vay (4*“);——?—;?—

= m[{ﬁf}; wa/9 wagp + (47‘6-_-)40% Mff]

Ebenfalls durch Superposit‘ion erhéalt man aus den
Gleichungen 102 und 105 fiir das Potential dieser
Quellbelegung auf der Kontur

@/u,‘,’ = Véxbé»y +Yaya/m'1y‘

L]

-'Vq(b ua/9 mg-l-a/m;/?phso]

- G1.106

G1.107
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A\

‘Anwendung der Satze iiber dle Krafte und Momente auf den

Pall eines elli'tlschsn Zylinders in einer Parallelstrom

Es sollen die Krafte ﬁnd.Momehte bestimmt werden, die
‘auf einen elliptischen Zylinder wirken, der sich grad-
linig, beschleunigt'fortbewegt Die Fortbewegungs-
rlchtung bilde wie im vorherlgen Fall mlt der Richtung
der x—Achse den Winkel ﬁ -

 Dieses Problem gehdrt nicht zum eigentlichen Thema
diesgr Arbeit ~ der gegenseitigen Beeinflussdng aweier
Korper. Wenn dennoch diese Betrachtung hier durchgefiihrt
wird, so deshalb, weil einmal an einem einfachen Beispiel
die Anwendung der im Abschnitt 2 gebrachten Formeln
erlautert werden soll. Ausserdem bietet dieser Fall die

- Moglichkeit, eine Fehlerbetrachtung im Hinblick auf das
Problem zweier Korper durchzufiihren. Diese Betrachtung
wird im Teil B " Berechnung und Ergébnisse " gebracht.

a. Der instationére Kraftanteil.

Nimmt man die Grundstromung als ruhend an, so ist die
relative Anstromung eine Parsllelstromung. Fin stationdrer
Kraftanteil tritt also nicht auf. Bs wirkt lediglich eine



\instationéré Kraft. Diese Kraft ist nach dem

d’Alembert?schenyPrinZip :

. — .
o n dU '
Fost, == (m+m') = | G1.108

Dabei ist m die Masse des Korpers, mn" aie hydrodynamisgche

Masse, eine fiktive Masse, die die'Reakfionskraft der
Flissigkeit auf den Korper wiedergibt.

Die Masse eines elliptischen Zylinders pro Langen-
einheit ist ' ‘

me g7rab Gl.109
Dabei sei angenommen,'dass die mittlere Dichte des

Korpers gleich der Dichte des Wassers ist. Der Korper
soll also im Wasser schweben.

Die hydrodynamische Masse einer Ellipse fiir eine
Beschleumnigung in x—Riqhtung ist bekanntlich gleich
der Masse eines Kreises mit dem Radius der kleinen
Achse b. (Siehe [15] , Seite 245)

v 2 G1l.110
mxzfﬂ‘b )
Fir eine Beschleunigung in yQRichtung ist sie gleich
der Masse eines Kreises mit dem Radius der grossen
Achse a. _
‘ 2
,,,;’, zova | G1.114

Die Trigheitskoeffizienten, d.h. die Verh#ltnisse der
hydrodynamischen Masse zur verdrangten Wassermasse,
lauten damit fiir eine Ellipse:

4 _a | .
VY IS 61.112




TR

Nun ist fur das Belsplel dle Beschleunlgung in

x—Rl htu 3
i ng d”)( - di 66‘3/3

dt dt
Die.in,y—Richtungz« ’ ~
At dr
Fir die Komponenten der gesamten instationdren Kraft,
die auf die. Langenelnhelt der Elllpse erkt, erhdlt man
demzufolge

i

’ . DIUX b 0“( ‘ '
Fonst % = "”7(’/*//"*)7?" = -oTab (/H;)W ‘*,”/ G}.*M}

dit . G1.114
7,’,,,,), -m (//-l’//@y)‘—"‘- s -977 ab (“ﬁ)_if sanfi

Die gleichen,Krﬁfte'mQSSen sich ergeben, wenn man von
der Quellbelegung ausgeht. Aus Gl.12 erhdlt man fiir die
instationéren Kraftkomponenten: - '

W

Fonst x = “j’dtﬁx s = {j’“/?"”ff”‘ 49’} 61,115

»?/:
m:t)/ fdtfyydf' {yal’/yaanff//s dﬁf} 61.116

Setzt man die fiir den schrég-ansestrémten elliptischen
Zylindei geltende4Quellbélegung Gl.106 ein, seo erhilt man:

' : AW . 27
7;”,1 X = d‘{.’ -pa Y} ('H‘é)b w)/)'/myaly + {1+ *}”’”’ﬁ/‘”.’f"”mff ,;{3372 G1.117
0 2 0

‘17 :dt [f“”l”*b}“mﬁ/wy%j’dy+f4’*"/)4m,/j/my jg} G1.118



.Bedenkt man, dass -

L[ty fanted

N

ist, so ergibt sich

Fost. X Py {ga i (/+5)A wﬁﬂ'} ’-{fﬂ'a6(4+6)/{m/3} Gl. 119

,”,;y*-{faéll(l+“)m/97} [fi”aé(%f—-)llom/?} Gl 120

In diesen Ausdriicken ist lediglich U zeitlich verdnderlich.
Man erh#lt also wiederum -: (Siehe 61,113 und 114)

ﬁ”:[x— —?”’aé (/"‘_) ﬁ
En:?.y."' “f?“é (’/ff'};[f-m/"

b.) Der stationire Momentedanteil:

Das stationdre Moment, das auf einen schrég angestromten
Zylinder wirkt, lésst sich nach folgender Formel bestimmen:
(Munk, siehe auch [16], Seite 249)

He

]

e (.&,‘ﬁx)ll mf/?———-wé(—--—-)uom'yz G1.121

_;a.é‘f-"ﬁ
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"o

In der Gle:.chung 16 ent;sprlcht der erste T){erm diesem
stationaren Moment .-

Mirat, = f [ -Y[V‘ﬂ" ¥7dS
FAl

(‘Siehe\ auch G1.7) Mit Hilfe von Gleichung 30 erhiélt man
daraus: '

Muut. = ¢ [7 (toc-y =V x) S

‘,A.;
3al w3
et

‘Umf{‘fﬁyﬂ} Um/i[yfdeS] G1.122

Die Ausdrucke in den geschweiften Klammern entsprechen den
Gleichungen fiir die instationdren Kréfte (G1.115 u.116)

' Es fehlt lediglich die zeitliche Ableitung. Man erhilt
also in Ubereinstimmung mit Gleichung 121:

”Stct Uwa/-?{-giraé(ﬂ--}llmﬁ] um/?{-yfraé(dfb)dmﬁ}
=-pmeb [(1+{)- U+ L) U inp woifl

~~-—77'a6 (~‘)u*mz/9

¢. Der instationdre Mbmente'naxgt'eil.

Un den instationiren Momentenanteil zu bestlmmen, bendtigt
man das Potential der Gesamtstromung Das Potential der
relativen Anatromung ist :

¢a = Vax ‘X +Vay+y = - (x M/’ +)’44_o'r/3) G1.123



Fir die Kontur gilt :

Xemung  yabewmy
¢¢ =-U (aw:/fahy +6449;ﬁ5(;1g) : Gl.124
Addiert man dazu das Potential der Quellbeleg,ung,
(siehe G1. 107)
¢ —--d (émﬁmso-}-amm/?my] .

S0 erhalt man fiir das Potential der Gesamtstromung :

| %es; = ~U (a+d) (m/?‘u,sv,«m;/?@y):-u(.;u w0 (f-g) G1.125

In der Gleichung fiir den instationiren Momentenanteil
tritt ein THerm )

[Fx3TdS

'auf. Mit Hilfe von G1. 31
[‘rxn] Xamd-yamx

und mit Hilfe der Gleichungen 56 59 und 60 erhdlt man
dafur:

[Fxrn]dS$ = (a g 5

-6 -
Tty b pH e
e , 2‘_‘2 \
= (-89 wng omy —dy = L a2y oy 61,126
Damit ergibt sich : -

Hist, = § [ (fe +¢,)[?x§1ds
=<9 d” _la+U /w://i y/m?gdy-

Das -Int;egral versc_hwindet', d.h. es wirkt kein instatio-
nérer Momentenanteil. Auch dieses Ergebnis stimnt mit den

Gl. 127



_ Ergebm.ssen uberein, die man auf a.ndere Weise erhilt.:
Kotschin ([16] Seite 355) we:.st mit Hilfe der
‘kinetischen Energie nach, dass auf einen Kérper, der
sich in einer ruhenden Grundstromung bewegt, nur
dann ein instationarer Momentenanteil wirkt, wenn
dexr Kbrper sich mit einer zeitlich verédnderlichen
Winkelgeschm.ndlgkait dreht. Letzterss ist in diesem
Be:.spiel picht der Fall.



6. Hinweise fiir die numerische Auswertung der Inteérale°

'a. Das Potential der korperelgenen gpellbelegung an _der
Kontur. ‘

Ist ein zylindrischer Korper durch eine zweidimensionale
Quellbelegung auf der Kontur dargestellt, so lautet das
Potential dieser Quellbeleguns

’

=L [ g 4n [ix- f}’-r(y-q}’]do’ ‘( Siehe 61.21 )

Zur Beatimmung des 1nstatlonaren Momentenanteils wird

die Funktion benotigt, die dieses Potential an der Kontur
selbst annimmt. In diesem Fall handelt es sich, wie schon
im Abschnitt 2c angedeutet wurde, uam ein uneigentliches
Integral. Pdallt némlich der laufende Punkt (f,y ) nit dem
Aufpunkt (x, y) zusammen, so geht der Logarithmus gegen
minus Unendlich.

Im allgemeinen ist nun die Quellbelegung nicht analytisch
gegeben, sondern man kennt die Werte von g nur fir einzelne
Stiitzstellen. D.h. man ist gendtigt, die Bestimmung des
Integrals auf graphischem Wege oder mit Hilfe einer
Néherungsformelg‘beisPielsweise der Trapez- oder Simpson-
Regel, durchsufiihren. Diese Methoden versagen jedoch an
der singuldren Stelle. | |

Eine Moglichkeit zur Losung des Integrals ware, in einem
kleinen Bereich um die singulédre Stelle den Integranden
in eine heihe zu entwickeln, und den Beitrag dieses Be-

reiches gesondert zu berechnen. Hier soll nun ein anderer
\ ,



- 55 -

Weg aufgezeigt werden.

Spaltet man von der Quellbelegung q einen Teil q* ab,
so kann man fiir das Potential der korpereigenen Quell=-
belegung schre1ben~ "

¢ = 77;-]/(7 9 ),én [(x- f)‘+(y pFJdé +

G1.128

[ g*tm [(x fl (y-y)”] Wé

W&hlt man fiir die Teilguallbelegung'q eine Funktion, die
analytisch gegeben ist, so ldsst sich das zweite Integral
auf analytischem Wege 16sen. Dabei kann q* béliebig sein.,
Man wird also die Funktion so wahlen, dass die Bestlmmung
dieses Integrals recht einfach wird. Fordert man noch,

dass die Differenz zwischen der Quellbelegung und dieser

Teilquellbelegung fiir den Punkt (fax) Full sein soll ,
d.h.

» _ . : .
so wird der Integrand des ersten Integrals an dieser
Stelle Null und man kann dieses Integral graphisch oder

numerisch mit Hilfe einer der angefiihrten Naherungslosungen
bestimmen.

dm (9-9% dn [x=fFely-pF] = 0 G1.130
f¢x :
Um diese Tatsachenzu-beweisen, werde

{x- f}z‘fly 7)2-’“ | o G1.131
gesetzt und man. denke slch.die Differenz (q-q*) in eine



Potenzreihe von -u entwikelt.

. n
| P’ G1.132
?__9*.; 2,‘%“ . . ’

(Ein Koefflzlent a, kann nlcht auftreten, da fir u = 0
nach Voraussetzung q--q =0 sein soll.) d.ann ist :

R . S GLl.133
' (9_7*);,,[(x-f)2+(7_7)2] =2 aAu‘&/»u
: 7 S A

Geht u gegen Null, so ist der Grenzwert jedes einzelnen
Gliedes dieser Reihe gleich Null, da bekanntlich der
Logarithmus schwacher gegen Unendlich’ strebt, als Jjede

- noch so kleine ‘Potenz von; ' Damit ist auch der Grenz-

wert der ganzen Reihe gleich Null.,

Piir den speziellen Fall der elliptiédhen Kontur lautet
das Potentlal der korperelgenen Quellbelegung mit den
im Abschnitt 4-a abgelelteten Bez1ehungen :

2 G1.134

¢7 lq) = i‘ / §UH An [ “?/“,”ff"“"’;, )zféz/o»éy-aéﬂf] VA-Ewy dy
' ¢ . S |

Ode‘r-,'*‘we‘nn man einé Umfdrmung .entsprechend Gl. 128 macht: -
2# B

¢7 (y) "W,/[ih‘/ ¢ Qf,?‘]lnﬁth»y—m'f/z éalomso-qmy/_]V/‘ dy— +

1

"f'-‘"/f {3’17’)/‘"[‘3 (W’y w;;b)z-;-l /4441:(‘4,",4)]/4.;“”7 0{7‘ G1.1%5
0 | |
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Plir die’ Teilquellbelegung q* (9, ¥ ) wéhlt man nun anm
besten eine Funktion, die der Quellbelegung dieser Ellipse
ent spncht wenn sie in. Richtung der x-Achse parallel
angestromt wird, |

oy 61.136

9 (f(,'fl‘ o Mdf’f! %QW

Dann bersitet das zve,ite Integral keine;Schwierigkeit.
Fs wurde bereits im Abschnitt 4b iiber den Umweg des
komplexen Potentials bestimmt. Die Lisung ist :

(Sishe G1.101) ‘

Y'Y '
¢y*ls'l=‘9o;;7_ -y . G

.Die Forderung, dass flir ¢ = y, q =q sein soll, wird
erfullt, wenn man setzt: :

t}

el aieey
Qo = w«lwl 7(9} oy | G1.138

Dann lautet die Teilguellb_élesnngz

P o SIS s
4~ E e .

Fir ¢9 erhdlt man

A€y ‘6 @& - -
g TR ey - mf.,,, Vi-Es 61100

| Damit ist gewﬁhrleistpt, dass der Intesrand des ersten
Integrals von Gl. 135 Bull ist, wean ¢3¢ wird, undman hat



i

. damit das uheigahﬁliche’ Integral auf ein Integral
, zuruckgéf‘uhrt, fir welchea der Integrand im ganzen
: Bereich endlich bleibt. '

¢7(5')~-—~/[y{7l'1—y/ﬂ 1 \K;—;%z ],Jn[a'g{my wyl+

f",w:rwv%"J/féf?'*"’ bt VT

G1.141

'«4

b. Die von der kdrgaraggenen guel;bgleﬁt_g_ng an der Kontur

Es seien‘noch einmal die Ausdriicke hingeschrieben, die
fir die x- und y-Koﬁponexité der Geschwindigkeit gelten,
die von einer zweidimensidna'l‘exi Quallbelegung auf der
Kontur eines’ zylind.rischen Korpers induziert werden.

V’)( = f 2,[7 (x ‘{}2.‘_{,_‘7)3 6) | (Siehe ‘,‘:1.45)

¥-2 6»
7(x~f) (yyl‘

-§

V” z"" ool + " (Siehe G1.46)

Mit Hilte dieser Ausdrucke erhalt man fur dle Normal -
komponante-

Y,uv=-}- +§.~f7 ”’ﬂiﬁ’;;‘,:;;:;}zmd #é  (siehe G1.47)

~ -




Beide Grossen gehen mit gleicher Ordnung gegen Unendlich.
Im Grenzfall ist der Kern demnach eine unbestiuate Form
von der Art (00-o0). Dass dieser Grenzwert endlich ist,
soll am Beispiel der El.lipse gezeigt werden.

Fir die Ellipse 1autet der Kern in Abhéngigkeit von ¢
und 1« :
(X-f) et + y-plawmeat
(x- f)**fv o) B
“n . X A
_ alng-op g7 +bloing -oint) gty
2{00(!-—_60:1)‘?3‘144&?-44%7&}3 GLo. 44

Kiygyl =

- by mg—m++(m&:y«mhof}}j£_
Jl‘b‘zwg a*(my-m'f)’ﬂ‘z(ﬂivg‘-f»dv;‘l"

Vendet man hierauf die Regel von L'Hospital an (Siehe [1],
Seite 88), indem man Zihler und Nenner nach 9 ableitet,

Aun K1y, 7] =
rry ,
7[?""" par zmmg-mwmr 282 (aumip - 2oiny) (- 163

so erhslt man wiederum eine unbestimmte Form, da sowohl
der Ziéhler als auch der Nenner gegen Null gehen,

fir ¥24 ist) mny-wp g amg-cmg =0
Eine nochmalzge Anwandung der Regel von L'Hospital ergibt:

Gl.145

Aom K{g,'}'} =
i ¢
Lt 2y +oumt g
EY/ ¢ ¥ 4 [my +/mrm'ﬂm¢]f6"[m¢ +/amy—aw9¢)o;»4oé]
6 . e g + amy )

" tisety 0 n'y + 4% g
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Es wurde bereits gezeigt, dase

¢m?+62my= a (,/-em‘f}“ - Gl.147

ist. (Vergl. Gl 54-56)

Es ergibt sich also

dom Kigyp)=d L A  Giams
'y-)y VY 2 | l-fzng}s ’

Dieser Wert kann m.cht singular werdan, da £€<4 ist. D.h.
der Integrand des Integrals I ist im ganzen Bereich endlich.

Sind im Palle des elliptischen Zylinders sowohl die Quell~
belegung q als auch der Kern K und das Bogenelement dd

in Abh'alngigkeit von den Parametern ¢ bzw.7} gegeben, so
wird man zur Ermittlung des Integrals den Kern und das
Bogenelement zusammenfassen.

oW ' o
dsty)
]g_ yrﬂm,ﬂ °"‘ 011!« = -/mu/( ly ¥ dy 61,149
/] . ‘ 0
dd'l'H | |
K {9,7#) = /(ly,'ﬂ ‘W | 3 | ~ G1.150

abua'r oy - wzvf«}[@my-m»’){“o —
4-E0on 3’ ’{"’)y‘“’fﬂ}'élamy»myﬁ A-Fwny

Pir den neuen Kern K erhalt man als Grenzwert wenn der
laufende Punkt mit dem Aufpunkt zusamnenfdllt:

: *‘ " i.‘;’. AR ey 3N N S 61.151
;’:;",‘W'*wm“““f i
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Zusammenfaséggﬁ.

Es wurde gezeigt, wie man im Fall ebener Stromung das
Problem der gegenseitigen Beelnflussung zweier Korper
erfassen kann, indem man die Korper durch eine zwei-
dimensionale Quellbelegung auf der Kontur darstellt.
Die Funktionen der Quellbelegungen erhalt man durch
tterative Losung eines Systems zweier Fredholm’scher
Integralgleichungen. Sind die Quellbelegungen bekannt,

8o lassen sich die Krdfte und Momente, die die beiden
Korper aufeinander ausiiben, mit Hilfe der Satze von
Lagally und Cummins bestimmen.

Perner wurde gaze;gt, dass, wenn die Konturen Eliipaen
sind, sich die PFunktion der Quellbelegung fiir einen
Kérper allein, d.h. ohne Storeinfluss des anderen
Koérpers, in geschlossener Form angeben lésst. Diese
Quellbelegung kann fiir den Fall zweier Korper beim
Iterationsprozess als erste Nsherung verwendet werden.

Die Krdfte und Momente, die zwei elliptische Zylinder
aufeinander ausiiben, sind abhsngig von: |
a. Dem.Geschwindigkeitsverhﬁltnis UA: Uh :
b. dem Verhdltnis der Grissen beider Zylinder a,: ap
c. den Achsenverhéltnissen 8y bA und ag : by '
a. und schliesslich von der lage beider Zylinder,

die durch die Grossen h und 1 gegeben ist.

Sobald die Rechnung abgeschlossen ist, sollen die Ergebnisse
in Abhingigkeit von den eben génannten Parametern im zweiten
Teii dieser Arbeit

Teil b. "Berechnung und Ergebnlsse"
mitgetellt und dlskutlert werden.
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