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Zusammenfassung:

In der vorliegenden Arbeit werden die Last- und Eigenspannungszustände für eine ange-
rissene Probe mit Hilfe der Finiten-Element-Methode unter Wechsel1ast ermittelt. Die
nichtlineare Berechnung erfolgt an Volumenelementen. Der Rißuferkontakt wird berück-
sichtigt.

Hierzu wird das Finite-Element-Programm ADINA mit einem selbstentwickelten, anisotro-
pen Materialgesetz verwendet. Es basiert auf der Gestaltänderungsenergiehypothese und
enthält als Verfestigungsgesetz eine Kombination aus kinematischer und isotroper Verfe-
stigung, um sowohl den Bauschinger-Effekt als auch Kaltverfestigung zu erfassen. Dieses
Materialgesetz ist für zyklische Belastungen im Bereich weniger Lastwechsel (LCF) geeig-
net; es wird vorgestellt und erläutert.
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IV

Symboltabelle:

In der Symboltabelle steht eine kurze Beschreibung, sowie die Gleichungsnummer und die
Seitenzahl auf der das Symbol Verwendung findet. Angegeben ist nicht unbedingt das
erste Auftreten des Symbols, sondern möglichst die definierende Gleichung.

Bezeichnungen, die sich auf Eigennamen beziehen, sind kursiv wiedergegeben.

In der Schriftart Typewriter werden Variablen namen etc. geschrieben, die speziell im
Programm ADINA vorkommen. In anderen Programmsystemen mögen die entsprechenden
Variablen andere Namen tragen.

Lateinische Zeichen:

Symbol Bezeichnung Gl.Nr. Seite

a halbe Rißbreite eines Innenrisses 4

b Gesamte Breite der Probe 4

c % des kinematischen Elastizitätsmoduls für (Xij 86 62

d halbe Dicke der Probe

Dijkl D Spannungs-Dehnungs- Tensor / -Matrix

Dtjkl D e elastischer Spannungs-Dehnungs- Tensor / -Matrix 37 53

D:;kl Dep elastisch-plastischer

Spannungs-Dehnungs- Tensor / -Matrix 79 59

E Elastizitätsmodul f(E)
Et Tangentenmodul f( E) 58 .57

Eeff effektiver Tangentenmodul f(EP) 61 57

EDZ ebener Dehnungs- oder ebener Verzerrungszustand

ESZ ebener Spannungszustand

F Fließkriterium 39 54

G Gleitmodul

G Energiefreisetzungsrate, Rißantriebskraft 18

KI Spannungsintensitätsfaktor (1.Nmm-"12 =31.6kNm-"I2) 15 7
Klc kritischer Spannungsintensitätsfaktor 7

p Ableitung Fließkriterium / plast. Dehnung .52 56

q Ableitung Fließkriterium / Spannung 54 .56

I

l' Abstandskoordinate zur Rißspitze 6 5

Re Fließgrenze

1'1 Ausdehnung der plastischen Zone im Ligament 19 9

Sij s kinematischer, deviatorischer Spannungstensor / -vektor 40 54

t, u Skalarfaktoren für den elastischen Anteil 1l0f 67

Y Formfaktor zu KI 15 7



8ymboltabelle

Griechische Zeichen:

Symbol Bezeichnung Gl.Nr. Seite

a, ß, I Skalarfaktoren für den elastischen Anteil 104ff 67

aij Ci kinematischer Spannungstensor / -vektor 76 59
Eij E Dehnungstensor / ~vektor 51 56

Ei~ fP plastischer Dehnungstensor / -vektor 42 54

E/j le elastischer Dehnungstensor / -vektor 46 55

EP E:g1 plastische Vergleichsdehnung 62 57

E' wahre (logarithmische) plastische Dehnung 88 62
8 Rißspitzenverschiebung 42

A Skalarfaktor 49 56

/I Querkontraktionszahl

/lP plastische Querkontraktionszahl (/IP = 0.5) 64 57

TI elastisches Potential 28 18

aij Cf Spannungstensor / Spannungsvektor 46 55

ao Nennspannung an der Probe ao = F / Ao 1 4

avgl Vergleichsspannung lt. Gestaltänderungsenergiehyp. 34 22

a:~i kinematische Vergleichsspannung 120 69
ay Fließspannung 59 57

a' wahre Spannung 89 62

Tij Schubspannungen in i7

Indizes:

Index Bezeichnung

max
C9 Maximum über alle bisherigen Zeitschritte

t
C9 letzter (stabiler) Zeitschritt

TC9 ein Zwischenergebnis t < T < T
T C9 nächster Zeitschritt T = t + dt

C9a anisotrop

C9; isotrop

C9k kinematisch

C91,C92... laufender Zähler für Vergleiche

V
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1 Einleitung

In gebauten Konstruktionen kommt es durch verschiedene Ursachen immer wieder zur Riß-
bildung. Der Grund kann in ungeeigneter Geometrie, in Materialfehlern, Fertigungsfehlern
oder auch in falscher Lastannahme liegen. In sicherheitskritischen Anlagen müssen Risse,
mit den Ausmaßen der Meßgenauigkeit, als vorhanden angesehen werden. Die Bewertung
dieser Risse ist bisher nicht immer mit befriedigender Genauigkeit möglich. Es stehen
zwei Gruppen von Berechnungsverfahren zur Verfügung: für den Sprödbruch und für den
Zähbruch. Beide haben zum Ziel, einen gefährdungsfreien Gebrauch einer rißbehafteten
Konstruktion zu garantieren.

Die erste Gruppe umfaßt die linear-elastische Bruchmechanik (LEBM), gekennzeichnet
durch eine verschwindend kleine plastische Zone. Die Berechnungsverfahren werden meist
unter Zuhilfenahme einfacher Korrekturen auf kleine plastische Zonen (Small Scale Yiel-
ding) ausgedehnt. Mit einer linear-elastischen Rechnung wird der Spannungsintensitäts-
faktor J( I, der am Bauteil vorliegt, ermittelt und mit einer gerade noch zulässigen Materi-
alkonstanten J(lc, dem kritischen Spannungsintensitätsfaktor, verglichen, die an einer Ver-
gleichsprobe gemessen wurde. Die tatsächliche Bauteilgeometrie wird mittels überschlägi-
ger Formfaktoren oder durch eine FEM-Rechnung angepaßt. Diese Rechnung sichert gegen
den instabilen Sprödbruch. Sie liefert für spröde Materialien oder Bruchvorgänge ein sehr
gutes Kriterium.

Für den Fall des stabilen Rißwachstums unter Schwinglast wird dieses Konzept erweitert.
Ausgehend von der Schwingbreite des Spannungsintensitätsfaktors !lJ(I, wird ein kleiner
Zuwachs der Rißlänge pro Lastspiel ermittelt. Dem Kontakt der Rißufer bei Wechsel-
belastungen wird durch eine Verminderung der Schwingbreite Rechnung getragen. Für
Einstufenbelastungen werden gute Ergebnisse erziehlt.

Dieses Verfahren nimmt im allgemeinen keine Rücksicht auf besondere Eigenspannung
(z.B. aus Reihenfolgeeinfluß oder Overstressing [WeI87]) und es ist nicht für große plasti-
sche Zonen geeignet, wie sie im Bereich der Kurzzeitfestigkeit (LCF) auftreten. Empirische
Korrekturen liefern dann nur noch eine Abschätzung des Rißverhaltens.

In der zweiten Gruppe der Berechnungsverfahren, der Fließbruchmechanik, wird eine pla-
stische Zone vor der Rißspitze akzeptiert und in das Berechnungsverfahren aufgenommen.
Das Rißspitzenöffnungs-Konzept und das J-Integral sind die verbreitetsten Methoden die-
ser Gruppe. Als weitere Verfahren sollen das Leck-vor-Bruch-Konzept und das Zwei-
Kriterien- Verfahren erwähnt werden.

Beim Rißspitzenöffnungskonzept (CTOD = Crack Tip Opening Displacement) wird die

Verschiebung der beiden Rißufer in der Rißspitze mit einer materialspezifischen, kritischen
Verschiebung bc verglichen. Die Messung der tatsächlichen Verschiebung am Bauteil er-
weist sich dabei als schwierig, da die gewünschte Meßstelle unzugänglich ist. Häufig wird
daher in einiger Entfernung die Rißöffnungsverschiebung (CMOD =Crack Mouth Opening
Displacement) bestimmt und auf die Rißspitze extrapoliert.

Das J-Integral wird auf einem beliebigen geschlossenen Weg um die Rißspitze bestimmt.
Wenn der Integrationsweg ein rein elastisches Gebiet ohne Singularität umschließt, dann ist
das J-Integral gleich Null. Andernfalls charakterisiert das J-Integral die Singularität plus
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aller vom Integrationsweg umschlossenen plastischen Vorgänge. Das J-Integral entspricht
auch der pro neuer RißoberHäche freigesetzten elastischen Energie und ermöglicht so eine
Erweiterung des Grundgedankens von Griffith auf große plastische Zonen: Die frei werdende
elastische Energie muß die benötigte Oberfächenenergie übersteigen, um ein instabiles
Rißwachstum zu ermöglichen. Eine ausführliche Betrachtung zum EnergieHuß bei großen
plastischen Zonen findet sich bei Westendorf [Wes87, Wes88] und Redmer [Red81].

Beide Verfahren, das CTOD-Konzept und das J-Integral, lassen sich für kleine plastische
Zonen direkt in die LEBM mit dem Spannungsintensitätsfaktor umrechnen. Die Entwick-
lung dieser Konzepte ist derzeit noch nicht abgeschlossen, aber sie lassen schon jetzt eine
befriedigende Abschätzung der Zuverlässigkeit angerissener Bauteile zu.

Der jeweilige genaue Rechnungsablauf der hier erwähnten Konzepte wird in dem DVS-
Merkblatt [DVS89] sehr anschaulich beschrieben und es werden Anhaltswerte gegeben,
bis zu welchen Grenzen die einzelnen Konzepte zuverlässig sind. In zahlreichen anderen
Schriften wird die Theorie hinter diesen Konzepten ausführlich dargestellt [Schw80, Br088,
Kan85, Ric68, Neu85, Rad74].

Allen bisher genannten Methoden ist gemeinsam, daß versucht wird, die Wirkung des Ris-
ses mit einer Zahl zu bewerten. Die Verfahren haben damit einen integralen Charakter,
da jeder Punkt des Rißspitzenumfeldes auf diese Bewertungszahl einwirkt und die interne
Spannungsverteilung innerhalb der plastischen Zone keine wesentliche Rolle spielt. Aus
diesem Grund können auch die Eigenspannungen, die nach außen keine resultierenden
Kräfte erzeugen, schlecht erfaßt werden. Ein Ausweg aus dieser Situation ist die Anwen-
dung eines örtlichen Konzeptes, das den Spannungszustand unmittelbar vor der Rißspitze,
unter Berücksichtigung der weiteren Umgebung, als Kriterium für die Rißausbreitung ver-
wendet.

Die rasche Entwicklung der Finite-Element-Methode macht die Anwendung dieses Kon-
zeptes möglich. Notwendigerweise wird ein FEM-Programm benötigt, das nichtlineare
Berechnungen mit plastischen Vorgängen zuläßt. Das Programm ADINA (Automatie Dy-
namie Incremental Nonlinear Analysis) [Adi84] erfüllt diese Bedingung; durch wieder-
holtes Linearisieren und Iterieren können nichtlineare Material- und Geometrieverhalten
nachgebildet werden. Die beiden Hilfsprogramme ADINA-IN und ADINA-PLOT gestatten
es, die Modelleingabe und -kontrolle sowie die graphische Ausgabe der Rechenergebnisse,
einigermaßen komfortabel zu verwirklichen.

Die Rechnung wird in erheblichem Maße dadurch erschwert, daß für die unmittelbare Um-
gebung der Rißspitze keine zuverlässigen Spannungs- und Dehnungsmessungen vorhanden
sind, um den korrekten Ablauf der Rechnung zu stützen. Durch röntgenographische Auf-
nahmen können nur die elastischen Spannungen in einem oberHächennahen Gebiet wie-
dergeben werden, auch sind die Meßpunkte relativ grob. Mit Markierungen werden die
Dehnungen nur an der ProbenoberHäche erfaßt. Alle oberHächenabtragenden Methoden
zerstören auch den lokal stark begrenzten Eigenspannungszustand.

Auf der anderen Seite stehen analytische Rechnungen nur für das ideal-elastische Material-
verhalten im zweidimensionalen Raum zur Verfügung. Daraus ergibt sich, daß man sehr
behutsam vorgehen muß und zunächst die Anwendbarkeit der FEM mit der darin enthal-
tenen Spannungssingularität durch den Vergleich mit der analytischen Lösung überprüfen
muß. Danach wird festgestellt, auf welche Parameter das System besonders empfindlich
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reagiert, um auf der einen Seite diese dann besonders sorgfältig einstellen zu können und
zum anderen die unwesentlichen Parameter zugunsten der Rechenzeit zu vereinfachen.

Diese Parameterstudie führt man vorzugsweise an dem zweidimensionalen Modell durch,
da sich die Rechenzeit hier noch in erträglichem Rahmen hält. Für die Rechnungen mit
Volumenelementen sind dann alle verfügbaren Maßnahmen zu ergreifen, um die Rechenzeit
zu reduzieren.

Die erfolgreiche Rechnung soll am Ende den Spannungszustand wiedergeben, der sich nach
einer Belastung mit einer äußeren Kraft an einer vorhandenen Rißspitze einstellt. Bei pla-
stischen Vorgängen ist das Materialverhalten wegabhängig. Der Belastungsablauf muß
daher in vollem Umfang simuliert werden. Nur so stellen sich die korrekten Eigenspan-
nungszustände ein. Indem dann die Belastungsgeschichte eines lokalen Elementes vor der
Rißspitze bekannt ist, wird es möglich, ein sehr viel individuelleres Versagenskonzept an-
zuwenden [Low81, Low84], als dies bislang mit dem J-Integral oder dem CTOD-Konzept
möglich ist.
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2 Analytische 2D- Rechnung

2.1 Linear-elastische Scheibenrechnung

Im Weiteren erfolgen die Berechnungen an einer Probengeometrie, an der Hellwig[Hel72]
die lastinduzierten Eigenspannungen röntgenographisch gemessen hat. Dabei handelt es
sich um eine dünne Probe mit einem zentralen Mittelriß aus Ck 45. Die Abmessungen
sind der Abb. 1 zu entnehmen. Neben dieser Probengeometrie hat Hellwigauch verschie-
dene Vergütungszustände geprüft. Außer für den direkten Vergleich werden für die FEM-
Simulation die Materialdaten für den höherfesten Schiffbaustahl HF 36 bzw. ST 52-3
zugrunde gelegt.

$0 y

L

_u 70 -

Abbildung 1: Abmessungen der Vergleichsprobe

Da diese Probe dünn ist, kann zunächst mit einem zweidimensionalen Ansatz im ebenen
Spannungszustand gerechnet werden. Für eine unendliche Scheibe mit zentralem Innenriß
unter allseitigem Zug steht eine exakte Lösung in Form einer komplexen Spannungsfunk-
tion (GI. 1) nach Westergaard[Wes39] zur Verfügungl,

z
Z(z) = 170

vz2 - a2

Danach betragen die Spannungen auch in großem Abstand von der Rißspitze:

, mit z(r,<p) = r(cos<p + isin<p) (1)

17x(r,<p)

17y( r, <p)

17Xy(r, <p)

Re (Z) - yIm (Z')
Re (Z) + ylm (Z')

-yRe(Z')

(2)
(3)

(4)

lIn den Gleichungen 1 bis 5 liegt der Ursprung des Koordinatensystems ausnahmsweise in der Symme-
trieebene und nicht - wie im folgenden immer - in der Rißspitze
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Auf dem Ligament (t.p= 0) vereinfacht sich diese Formel zu:

Irl- a
<Ty(r) = <Ta

Ver
_ a)2 _ a2

mit Irl > a (5)

Abbildung 2: Vergleichsspannung <Tvglan der Rißspitze nach Westergaard

Die Vergleichsspannung <Tvglnach der Gestaltänderungsenergiehypothese für eine unend-
liche Scheibe mit Riß unter allseitigem Zug (d.h. mit den Spannungen aus den GI. 1 ff)
ist in der Abb. 2 dargestellt.

Die Abb. 3 zeigt die Vergleichsspannungen, wenn die äußeren Lasten in der Querrichtung
gleich null sind - also der Belastungsfall, der auf eine Zugprobe mit endlicher Probenbreite
zutrifft. Diese Belastung wird aus der Westergaard-Lösung durch einfaches Addieren einer
Druckspannung in Querrichtung erzeugt. Der Unterschied zu Abb. 2 ist erheblich.

In der unmittelbaren Nähe der Rißspitze lassen sich die Gleichungen GI. 2ff nach Irwin und
Wiliams [Irw57, WU57] wesentlich vereinfachen (Koordinatenursprungjetzt in der Rißspitze)
zu:

~ t.p( .t.p.3 )<Tx(r,t.p) = <To -cos- I-sm-sm-t.p (6)
2r 2 2 2

ra t.p( . t.p. 3 )<Ty(r, t.p) = <ToV 2; cos"2 1 + sm
"2

sm 2t.p (7)

~ t.p. t.p 3
<Txy(r, t.p) = <Ta - cos - sm - cos -t.p (8)2r 2 2 2

Der ebene Spannungszustand (ESZ) verlangt eine verschwindende Spannung in Dicken-
richtung, während sich im ebenen Dehnungszustand (EDZ) über die Bedingung Ez = 0



Der geöffnete Riß hat dabei die Kontur einer Ellipse mit einer kleinen Halbachse von
2a(Jo/ E [Schim85]. Die Längsspannung (nahe der Rißspitze!) auf dem Ligament beträgt
dann:

2 ANALYTISCHE 2D-RECHNUNG

Abbildung 3: Vergleichs spannung (Jvgl ohne äußere Querspannung

eine nennenswerte Spannung in Dickenrichtung ergibt.

ESZ: (Jz(r, c.p) =

(JAr, c.p) =

o

ff c.p
v((Jx + (Jy) = 2v(Jo - cos-

2r 2

(9)

(10)EDZ:

6

ff ](1
(Jy(r) = (Jo _

2 = ~r V 27rr

Hieraus leitet sich der Spannungsintensitätsfaktor2 ab, der die Stärke der Spannungssin-
gularität in der Rißspitze im Mode I (Längsspannung) beschreibt:

(11)

](1 = (Jov0fä (12)

Für andere Geometrien als eine unendliche Scheibe werden die Gi. 6 ff mit einem Formfak-
tor Y multipliziert, der entweder empirisch oder durch FE-Rechnungen gefunden wurden.

Der Spannungsintensitätsfaktor K 1 für die in Abb. 1 gezeigte Probe mit einer Rißlänge
a = 4 mm beträgt nach einer aus Versuchen gewonnenen Näherungsformel von Irwin [Irw57]:

c-:: /2b 7ra ~(Jov7raY = (Jo../1ffi -tan- = 200v7r4.. 1.011 =
7ra 2b

716.6 Nmm-3h

(13)

(14)

2Eine andere Herleitung verwendet eine Grenzwertbetrachtung der Spannungsfunktion nach Neuber

[Neu85] für eine unendlich scharfe Innenkerbe; sie liefert die gleiche Formel.
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In anderen Veröffentlichungen werden ähnliche Yormtaktoren genannt U U v ::>~~J r = l.U 10,

[Fri86] Y = 1.016), die aus FEM-Rechnungen abgeleitet wurden. Danach beträgt der
Spannungsintensi tätsfaktor:

K[ = (1oVTrä vsec ~: = 709. Nmm-312 .1.016 =

720.4 Nmm-3f2

(15)

(16)

Von Schwalbe [Schw80] wird als kritischer Spannungsintensitätsfaktor für ST 52-3 der Wert

K1c = 2000 Nmm-3f2 für Rm = 600 ~2 genannt; bei Dahl wird Kc = 2900 Nmm-3f2
angegeben [Dah80], wobei auf die starke Abhängigkeit von Temperatur und Belastungs-
geschwindigkeit hingewiesen wird.

1\

h
I \

(1) \
!!.e. .~. ~9~.. ~~ ..:~........................................ '-.

N ". - -(10 = 200.~ -. -___mm '~'~:~':~~~:~'.'~'.~~~

- - - Westergaard GI. 5
Näherung GI. 11
a = 4. mm

+-- r
10:1

Abbildung 4: Längsspannungen über dem Ligament

In der Abb. 4 ist der Verlauf der Längsspannung (1y über dem Abstand r zur Rißspitze im
Ligament eingetragen - sowohl die exakte linear-elastisch, als auch die Näherungslösung.
Der Vergleich zeigt, daß schon in der Nähe der Rißspitze die Abweichung erheblich ist. Bei
großem Abstand von der Rißspitze verschwindet in der Näherungslösung die Spannung sehr
schnell und strebt nicht gegen die angelegte Nennspannung (10, wie es die exakte Lösung
verlangt.

Noch deutlicher wird dieser Unterschied in der Abb. 5. Dort sind die Längsspannungen in
einer Probe mit einem 2 mm Riß über dem Abstand von der Rißspitze aufgetragen. Die
Spannungen sind als röntgenographische Messung und aus zwei Rechnungen eingezeichnet.
Mit durchgezogenem Strich nach der Näherungslösung in GI. 11 und strich-punktiert mit
der Westergaard-Lösung aus GI. 5. Das Gebiet, in dem die Näherung zutrifft, ist offensichtlich
kleiner als die plastische Zone selbst.

2.2 Elastisch-plastische Scheibenrechnung

Schon für dieses Problem gibt es keine exakte Lösung mehr. Die Näherungen sind aus
dem Westergaard-Ansatz abgeleitet.
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Abbildung 5: Längsspannungen über Ligament aus [Hel72]

Eine erste, sehr grobe Näherung für die Größe der plastischen Zone erhält man aus GI. 11,
indem das Gebiet mit einer Vergleichsspannung (Gestaitänderungsenergiehypothese) über
der Fließspannung Re als plastische Zone deklariert wird. Bei den gegebenen Abmessungen
der Probe hat diese plastische Zone folgende Ausdehnung rfo auf dem Ligament:

ESZ: rfO
a (0"0 )

2
2 1 (K I )

2

- - y = - - = 0.51 mm2 Re 2~ Re

( )
2

2 a 0"0 2
(1- 2v) .

2" Re
Y = 0.082mm

(17)

EDZ: rfO = (18)

Demnach hat die plastische Zone in der Probenmitte (EDZ) eine sehr viel kleinere Ab-
messung als an der Probenoberfläche (ESZ). Die Abb. 6 skizziert die plastische Zone; sie
wird Hundeknochen-Modell genannt.

Probenoberflä.che

Rißspitze

Abbildung 6: Das Hundeknochen-Modell von lrwin
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Die Lösung für r fO erfüllt aber noch nicht einmal das Gleichgewicht in Längsrichtung, da
ein Teil der Spannungen einfach abgeschnitten wurde.

Eine Verbesserung nach Irwin ergibt sich, wenn man den Riß um eine fiktive Länge da
verlängert, die so gewählt ist, daß das Gleichgewicht - nach dem Abschneiden oberhalb
der Fließspannung - wieder stimmt. Das Gleichgewicht wäre bei einer fiktiven Rißlänge
von a* = a - rfo = 3.49mm gerade wieder hergestellt. Das Vorgehen wird in der Abb. 7
veranschaulicht: die schraffierte Fläche oberhalb der Fließspannung ist flächengleich mit
der Fläche A = rfO. Re = I;fO(O"(r)- Re)dr.

Gewöhnlich ist es nicht von Interesse, bei welcher fiktiven, verkürzten Rißlänge das Gleich-
gewicht wieder herrscht. Es muß vielmehr für einen vorhandenen Riß die Ausdehnung der
plastischen Zone bestimmt werden. Dazu wird a* in a umgetauft und von diesem Wert
aus die Gleichung neu formuliert.

1
rfl = 2. a = 1.185 mm ~ 2. rfo

(& l ) _ 1
0'0 Y 2

(19)

Die geringe Abweichung zur üblichen Formel rf = 2. rfo entsteht dadurch, daß die
Abhängigkeit der plastischen Zone von der Rißlänge in der GI. 19 richtig beachtet wird.

.l!-.e...........................

GI. 20ff

- - - GI. 11 a = 4.585mm
GI. 11 a = 4.mm

...................................

0"9 .

() ',,:

...~ ::-:--:.:...=-...._.

/
?3.i ........._
/~

.............. :.......

rfO rf! r

10:1

Abbildung 7: Längsspannung über dem Ligament

Genaugenommen ist auch der Geometriefaktor Y (a) eine Funktion der Rißlänge und die
GI. 19 muß dann iterativ gelöst werden. Dieser Einfluß ist aber vernachlässigbar gering.

Die Spannungen können nun in den einzelnen Bereichen berechnet werden (Abb. 7):

Gy = 0 j 0 < r < a (20)

Gy= Re j a<r<rfl (21)

1

O"y = 0"0\/ ~~!;:11 Y ; rf! < r (22)

Folgt auf die Belastungsphase eine Entlastung, so entspricht dieses einer Belastung in der
Gegenrichtung bei einer verdoppelten Fließgrenze, die von der ersten Belastung subtrahiert
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werden muß. Die Längsspannungen nach der Entlastung (jy sind damit nach GI. 24ff als
Näherung für die Rißspitze berechenbar; sie sind in der Abb. 8 dargestellt. Die Abmessung
der plastischen Zone Tf2 nach der Entlastung beträgt:

1
Tf2 = 2' a = 0.264 mm ~ ~ Tf1

(~ l ) _ 1
0"0 Y 2

(23)

~ß:~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tl"
. . .

I \
(j I ~ \y

GI. 20ff
- - - GI. 20ff R: = 2Re

GI. 24ff
Re ........................ .................---.......-.......

"-:
:"~ J. >F:~~

___==~.
r,':) 'Tf1

! :i

! i
.........

I "
. .. .. .. .. .. .. .

10: 1

J ....-:-:.~.e : '.i-j2...........

Abbildung 8: Längsspannung über dem Ligament nach der Entlastung

(j y = 0 ; 0 < r < a (24 )

(jy= -Re ; a<r<rf2 (25)

a+ Tf1(jy = fte - (j0

V 2 )
Y ; rf2 < r< Tf1 (26)

T- Tf1

(
1

)
(j - (j a+2'Tf1 _ Sa+Tf1 y. r < r 27y - ° 2T-Tf1 16T-2Tf1) , f1 ( )

Ein Kontakt der beiden Rißufer ist in dieser Abschätzung nicht enthalten. Es ist aber leicht
abzusehen, daß dieser Kontakt durch die eingeprägten Dehnungen in der plastischen Zone
verhindert wird und noch nicht stattfindet. Erst wenn die Probe anschließend gedrückt
wird, berühren sich die Rißufer und die Rißspitze wird dann stark entlastet.

In der plastischen Zone werden die Gitterebenen voraussichtlich in der Ebene mit maxi-
maler Schubspannung abgleiten. Durch die GI. 6f lassen sich diese Ebenen berechnen.

Im EDZ kann keine Verformung in der Dickenrichtung stattfinden, daher erstreckt sich
die plastische Zone halbkreisförmig um die Rißspitze und die Gleitebenen liegen senkrecht
zur Probenoberfläche (Abb. 9). Beim ESZ dominieren die Schubspannungen unter 45°
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EDZ:

ESZ

11

Schnitt A- B

Schnitt (-0

Abbildung 9: Abgleitebenen im ebenen Spannungs- und Dehnungszustand (aus [WeI85])

zur Oberfläche, so daß das Material keilförmig einsinkt. Beobachtungen bestätigen diese
Mechanismen: die plastische Zone verläuft zunächst im EDZ senkrecht zum Ligament,
um dannach in den ESZ überzugehen, wenn die Ausdehnung der plastischen Zone rj die
Probendicke überschreitet(Kan85, Br088, Hel72].

Es muß noch einmal darauf hingewiesen werden, daß diese Überlegungen auf den linear-
elastischen Näherungsgleichungen für das unmittelbare Rißspitzenumfeld basieren. Die
Abb. 4 macht aber deutlich, daß diese Annahme für die Grenze der plastischen Zone rj
(bei Re/ (Jo = 0.5) nur noch eine Abschätzung ist. Es wird auch nur das Gleichgewicht in
der Längsrichtung für die Gesamtprobe wiederhergestellt, ohne die Scheibengleichungen
zu erfüllen oder irgendwelche Fließregeln zu beachten.

Auch wird stillschweigend die Längsspannung gleich der Vergleichsspannung gesetzt. Im
EDZ findet man durch Einsetzen der Spannungen aus GI. 6ff in die Fließbedingung nach
v. Mises eine Längsspannung, die um den Fakor 3 größer ist als die Fließspannung (Br078].
Aber Beobachtungen an Proben ha.ben immerhin bestätigt, daß die Größenordnung der
zu beobachtenden plastischen Zone richtig erfaßt wird.
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3 Das 2D-Scheibenmodell

Zunächst folgen einige Rechnungen mit einem FE-Modell aus Scheibenelementen. Zweck
dieser Rechnungen ist es, einen direkten Vergleich mit bekannten Lösungen und Nähe-
rungen zu ermöglichen, die zum überwiegenden Teil im zweidimensionalen, ebenen
Spannungs- oder Dehnungszustand formuliert sind.

Das FE-Modell wird aus isoparametrischen Scheibenelementen mit 8 Knoten (Bat86,
Adi84] gebildet. Auch aus eigenen Beobachtungen liefert die numerische Integration nach
der Gauss-Quadratur mit 2x2 Stützstellen die besten Ergebnisse (Schmi82, Red81, Yu77].
Es wurde ganz besonderer Wert darauf gelegt, daß die Elemente trotz der Netzverfeine-
rung zur Rißspitze hin möglichst rechtwinklig sind und daß sie ein Seitenverhältnis besser
als 1:5 haben. Die Netzteilung orientierte sich dazu natürlicherweise an den Hauptspan-
nungslinien.

Gleichzeitig war es zweckmäßig eine Netzeinteilung zu verwenden, die die Vorzüge der
Elementgenerierung [AdiI83] für die Scheiben- und die Volumenelemente voll ausnutzt.

Das gesamte Netz teilt sich in zwei Gebiete: den Fernbereich und den Nahbereich. Im
Fernbereich befinden sich nur linear-elastische Elemente. Er wird bei den Rechnungen
bis auf die Kopplungsknoten zum Nahbereich kondensiert. So ist es möglich, auch eine
komplizierte Umgebung des Risses zu berücksichtigen, ohne daß die Rechenzeit bei den
aufwendigen nichtlinearen Iterationen unnötig ansteigt. Alle nichtlinearen Elemente um-
faßt der Nahbereich.

Abbildung 10: Das Netz im Nahbereich der Rißspitze

Die Elementspannungen werden nur für den Nahbereich berechnet und ausgewertet (mit
Ausnahme einiger Kontrollrechnungen).
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Abbildung 11: Das Netz der FE-Rechnung

Das gesamte Elementnetz ist in der Abb. 11 dargestellt. Die Symmetrieebenen werden
genutzt, so daß nur 1/4Modell zu erstellen ist. In der Abb. 11 greift oben die Längskraft als
Streckenlast an. Unten links sind die Gap-Elemente, die das Rißschließen erfassen können,
entlang des Rißufers als Stäbe zu erkennen.

Das Modell umfaßt insgesamt 576 isoparametrische 8-Knoten Elemente, 26 Gap-Elemente
mit 3684 Freiheitsgraden. Eine linear-elastische Rechnung verbraucht ca. 2:06 min. CPU-
Zeit auf einer VAX 6310.

Auf Grund unabänderlicher Eigenheiten des ADINA-Programms muß die x-Achse in Dik-
kenrichtung der Scheiben zeigen. In die Längsrichtung (in Abb. 11 nach oben) weist die
z-Koordinate und in die Querrichtung (nach rechts) die y-Achse.
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3.1 Die Gap-Elemente

Die Gap-Elemente sind spezielle Stabelernente, die durch ein geeignetes Materialgesetz
Kontaktprobleme lösen können. Ihr Einsatz ist praktisch auf Formulierungen mit kleinen
Verschiebungen beschränkt. Das Materialgesetz dieser Elemente ist nichtlinear: im Bereich
der Zugspannungen wird der Elastizitätsmodul gleich Null gesetzt, so daß keine Zugkräfte
aufgenommen werden. Im Druckbereich steht der übliche Elastizitätsmodul zur Verfügung.
Allerdings bestehen dort auch die üblichen Einschränkungen, so darf der Tangentenmodul
mit steigender Dehnung nur abnehmen. Es wäre aber gerade im Interesse der Konvergenz
wünschenswert den Elastizitätsmodul langsam zu steigern. Da dieses aus den o.g. Gründen
nicht erlaubt ist, bleibt als einzig sinnvolles Materialgesetz nur das bilineare, das in der
Abb. 12 gezeigt wird.

CF

f

Abbildung 12: Das Materialgesetz für die Gap-Elemente

Um einen Kontakt der Rißufer (also in der Symmetrieebene) zu simulieren, muß man
eigentlich eine sehr große Steifigkeit c = ~:t des Gap-Elementes vorsehen. Aus den o.g.
Gründen der Konvergenz der Gesamtrechnung muß man davon jedoch Abstand nehmen
und eine kleine Verschiebung der Riß ufer über die Symmetrieebene akzeptieren.

Bewährt hat sich eine fiktive Länge der Stäbe von [* = 0.02 mm in Verbindung mit einem
E-Modul und einer Fläche A, die der angrenzenden Scheibe entspricht. Die Überlappung
beträgt dann max. 10-7 mm über die Symetrieebene hinaus und ist damit bedeutungslos
klein.

Bei der zweidimensionalen Scheibenrechnung ergeben sich zunächst noch keine Besonder-
heiten, aber bei einer Rechnung mit isoparametrischen Volumenelementen ist unbedingt
zu beachten, daß ein konstanter Flächendruck zu konsistenten Knotenkräften führt, die
in den Eckpunkten dem Druck entgegengesetzt sind. Die Gap-Elemente müssen in den
Eckknoten also 'verkehrt' herum und in den Mittelknoten richtig herum installiert werden.
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4 Linear-elastische FE-Scheibenrechnung

4.1 Vergleich mit der analytischen Rechnung

Ein Vergleich der exakten analytischen Lösung mit einer entsprechenden FE-Rechnung
zeigt eine ausgezeichnete Übereinstimmung. Die FE-Rechnung wurde dabei mit Scheiben-
elementen im ebenen Spannungszustand ausgeführt. Für die an die Rißspitze grenzenden
Elemente gilt, daß die Mittelknoten auf ein % -Kantenlänge liegen, um die 1/..;r Span-

nungssingularität besser zu erfassen. In der Abb. 13 sind die Iso-Vergleichsspannungslinien

Abbildung 13: Vergleichs spannung O'vgl

Abbildung 14: Normalspannung in Längsrichtung

entsprechend der analytischen Rechnung (wie in Abb. 3), sowie das Ergebnis aus der FE-
Rechnung (als Schraffur) gleichzeitig dargestellt. Das kleine Rechteck um die Rißspitze
umfaßt den Nahbereich, der später mit nichtlinearen Elementen modelliert wird.
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Die Übereinstimmung kann besonders im Bereich der llißspitze als sehr gut bezeichnet
werden. Nur im rechten Bereich, also zu der freien Außenkante hin, weichen die Span-
nungen voneinander ab. Der Grund liegt darin, daß die analytische Rechnung von einer
unendlich breiten Scheibe ausgeht, während in der FE-Rechnung die Breite auf 2x25mm
begrenzt ist. Dies führt zu einer Erhöhung der Längsspannungen wie es die Abb. 14, in
der die entsprechnenden Isolinien und Schraffuren für die Längsspannung gezeigt werden,
belegt.

Abbildung 15: Normalspannung in Querrichtung

Abbildung 16: Schubspannung (fxy

Der Vergleich der Querspannungen (Abb. 15) und der Schubspannungen (Abb. 16) ist
so gut, daß kein Kommentar notwendig ist. Interessant ist die Querspannung im Bereich
parallel zu den Rißufern. Sie erreicht am Rißufer das gleiche Niveau wie die Nennspannung
und schlägt sich deutlich in der Vergleichsspannung nieder. Bei dünnen Proben kann es
durch diese Druckspannungen auch zum Beulen kommen.



Im Gegensatz zu dem ADINA-Automaten erhält man bei der manuellen Methode deutlich
bessere Werte, wenn die Rißspitze ohne Berücksichtigung der speziellen Singularität auf-
gemessen wird. Der Grund liegt in der völlig deplazierten Spannungs singularität nach
der Rißverlängerung. Es muß auch streng darauf geachtet werden, daß der Riß um ein
ganzes Element vergrößert wird, da sonst die ungleiche Knotenkraftverteilung (1:4:1) eines
isoparametrischen Elementes unter konstanter Last negativ durchschlägt.

4.2 Der Spannungsintensitätsfaktor

Schon auf Seite 7 in GI. 16 ist der Spannungsintensitätsfaktor zu KIl = 720.4 Nmm-3h
berechnet worden. Dieser Wert berücksichtigt bereits die endliche Scheibenbreite.

Ein in ADINAeingbauter Automat [Sus85] bestimmt die Ableitung des elastischen Poten-
tials in Rißrichtung dTI/ da für den Rißspitzenknoten, das entspricht der negativen Ener-
giefreisetzungsrate G und dem J-Integral, solange die plastische Zone sehr klein ist. Bei
dieser Berechnung ist es absolut zwingend, die Rißspitze mit Dreieckselementen aufzu-
messen, deren seitlicher Mittelknoten auf 1/4Seitenlänge liegen und deren kollabierte Seite
nur noch einen Knoten besitzt, damit der Spannnungsansatz in diesen isoparametrischen
Elementen gerade die vorliegende 1/.,;; Singularität aufweist [Bat86]. Andernfalls ist der
Fehler trotz eines sehr feinen Netzes größer als 20%. Mit der GI. 28f läßt sich dann leicht
der Spannungsintensitätsfaktor zu K 12 = 725.2 Nmm -312 berechnen3.

im EDZ: K12 = 1_2, E . dTI
(28)

V t(l - v2) dy

oder im ESZ: K12 = C2. E . dTI
(29)

Y t dy

725.2 Nmm-3h (30)

Dieser Wert wird durch die manuelle Methode, den Rißspitzenknoten um eine Ele-
mentlänge zu lösen mit K13 = 720.2 Nmm-3h, nach (GI. 31ff) bestätigt. Er stimmt gut
mit dem analytischen Spannungsintensitätsfaktor Ki1 (a*) = 724.2 N mm-% überein, bei
dem dann aber in die GI. 15 die mittlere Rißlänge a* = a +1 hda eingesetzt wird.

18 4 LINEAR-ELASTISCHE FE-SCHEIBENRECHNUNG

E . !E Fy2vy

tßa

720.2 Nmm-%

(31)

(32)

(33)

Insgesamt kann man festhalten, daß die Übereinstimmung zwischen der analytischen Rech-
nung und FE-Rechnung sehr gut ist und daß das FE-Modell für die weiteren Berechnungen
verwendet werden kann.

3Der Faktor 2 enthält den fehlenden, symmetrischen Anteil des Modells.

V

2 l
D.'a

K13 = E. lim A !<1vdx
D.a-+Oua 0

=
V
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5 Nichtlineare FE-Scheibenrechnung

Die linear-elastische Rechnung führt schon bei kleinsten äußeren Lasten zu einer unendlich
hohen Spannung in der Rißspitze. Das bedeutet, daß jede Fließspannung sofort überschrit-
ten wird. Offensichtlich versagen Bauteile aber nicht unbedingt, sondern es bildet sich eine
plastische Zone.

Diese plastische Zone bewirkt zunächst eine Ausrundung der Rißspitze und damit eine
endliche Spannungsüberhöhung. Gleichzeitig vermindert sich mit dem Fließbeginn der
Elastizitätsmodul für das Rißspitzenelement ganz erheblich, so daß nur noch ein geringer
Spannungszuwachs erfolgt. Insgesamt entspricht das Verhalten eines einzelnen Elemen-
tes in der Rißspitze einem dehnungsgesteuerten Versuch und zwar aufgrund der großen
elastischen Umgebung und des hohen Spannunggradienten [Red81].

Der Frage, ob ein ebener Dehnungszustand (EDZ) oder ein ebener Spannungszustand
(ESZ) vorliegt, kommt eine besondere Bedeutung zu. An der Oberfläche der Probe und

in großem Abstand von der Rißspitze liegt auf jeden Fall der ESZ vor. An der Rißspitze
in der Probenmitte herrscht bei dicken Proben durch den hohen Spannung- und Deh-
nunggradienten sicherlich der EDZ. Im Übergangsbereich muß eine Mischform, also ein
allgemeiner dreidimensionaler Spannungs- und Dehnungszustand vorliegen.

Aus den Spannungsfunktionen von Westergaard läßt sich die Größe der plastischen Zone für
den EDZ und den ESZ abschätzen. Diese Zone ist im ESZ erheblich größer als im EDZ.
Das sich daraus ergebende Modell der plastischen Zone über der Probendicke wurde von
lrwin als Hundeknochenmodell (Abb. 6)bezeichnet.

5.1 Handhabung der nichtlinearen Rechnung

Die Rechnung ist in doppelter Hinsicht nichtlinear: erstens liegt für das Rißspitzengebiet
ein nichtlineares Materialgesetz vor und zweitens wird das Schließen des Risses durch sog.
Gap-Elemente simuliert. Für die Lösung eines solchen Problems wird die äußere Belastung
schrittweise aufgebracht und in jedem Lastschritt iterativ durch wiederholt es Linearisieren
und Korrigieren ein Gleichgewichtszustand hergestellt.

In dem ADINA-System stehen drei Lösungsalgorithmen für das linearisierte Gleichungs-
system zur Verfügung: ModifiedNewton, Full-Newton-Raphson-Iteration und das Verfahren von
Broyden-Fletscher-Goldfarb-Shannosche(BFGS) [Bat86].

Die Steifigkeitsmatrix wird bei dem modifizierten Verfahren von Newton-Raphson nach
fest vorgegebenen Intervallen der Lastschritte neu berechnet. Dies führt bei sprunghaft
geänderter Steifigkeitsmatrix (z.B. durch den Rißuferkontakt ) zu mangelnder Konvergenz
und damit zum Abbruch der Rechnung.

Das BFGS-Verfahren hat erhebliche Schwierigkeiten, den Vorzeichenwechsel der Belastungs-
zuwächse (t = lOs) zu verarbeiten. Häufig divergiert hier die Rechnung und wird erfolglos
abgebrochen.

Bei der Full-Newton-Raphson-Iteration wird die Steifigkeitsmatrix nach jeder Iteration neu
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berechnet, dies kostet pro Iterationschritt sehr viel Rechenzeit. Bei den hier vorliegenden
Unstetigkeiten in der Steifigkeitsmatrix ist es aber das einzige Verfahren, das zuverlässig
konvergiert.

Bei allen iterativen Methoden muß die Iteration nach Erreichen einer zunächst unbekann-
ten Anzahl von Verbesserungen abgebrochen werden. Als Konvergenzkriterium wird hier
eine Energiebetrachtung verwendet, d.h. das Produkt der nicht ausbalancierten Kräfte
mit den Verschiebungszuwächsen. Die nicht ausgeglichene Energie in der nullten Iteration
des Lastschrittes wird bestimmt und der Iterationsvorgang abgebrochen, wenn die nicht
ausgeglichene Energie der aktuellen Iteration 0,1 % hiervon unterschreitet.

Der Schrittweite, in der die Last aufgebracht wird, kommt eine wesentliche Bedeutung zu:
Wählt man sie zu klein, so kommt die Rechnung nicht voran; wählt man sie zu groß, so
verliert man den Vorteil wieder durch vermehrte Iterationsschritte. Es kann sogar vorkom-
men, daß die gefundene Lösung bei zu großer Schrittweite trotz Konvergenz nicht mehr
korrekt ist. Es hat sich bewährt, die volle Zugbelastung in 20 Einzelschritten aufzubrin-

Abbildung 17: Der zeitliche Verlauf der Belastung

gen, danach die Last in 12 Schritten wieder auf Null abzusenken, dann den ersten Kontakt
der Rißufer mit 12 Einzelschritten zu ertasten, um abschließend mit weiteren 16 Schritten
volle Druckbelastung zu erreichen. Der Verlauf der Belastung wird durch eine Zeitfunk-

tion gesteuert, die in Abb. 17 dargestellt wird. Sie wird mit konstanten Zeitschritten zu
0.25s abgearbeitet. Die Zeit ist hier nur eine zweckmäßige Variable, um eine veränderliche
Lasthöhe zu definieren; sie versteht sich nicht im Sinn einer d'Alernbertschen Trägheitskraft
oder eines rheonomen Materialverhaltens.

Zum Startzeitpunkt t = 5s und zur Zeit t = 13s ist die äußere Last gleich null, bei
t = lOs herrscht die volle Zuglast von 0'0 = 0.5Re = 200 ~ und bei t = 20s diernrn
volle Drucklast 0'0 = -200

~2'
Insgesamt werden 60 Lastschritte für die alternierende

Belastung gerechnet.

Um sicherzustellen, daß die Schrittweite und Toleranz ausreichend klein sind, wurden als
Gegenprobe Rechnungen mit feinerer Teilung gemacht. Die Ergebnisse dieser Rechnungen

unterschieden sich nicht mehr von denen der oben beschriebenen Einteilung - die folglich
geeignet ist. In den einzelnen Lastschritten sind bei dieser Einteilung 2 bis 3 Iterationen
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notwendig. Das Gleichungssystem muß damit insgesamt ca. 150 mallinearisiert und gelöst
werden.

5.2 Variation einzelner Parameter in der nichtlinearen 2D-Rechnung

Die Berechnung von Eigenspannungen an der Rißspitze hängt sicherlich von vielen Para-
metern ab. Es sind hier sowohl rechentechnische Parameter (z.B. Verfestigungsgesetz) wie
auch reale Einflußgrößen (z.B. Rißspitzenradius) zu nennen.

Um den Grad des Einflusses zu bestimmen und damit zu finden, ab wann eine Ungenau-
igkeit tolerierbar ist, wurde eine Reihe von Rechnungen mit dem 2D-Modell durchgeführt.
Die Tabelle 1 gibt einen Überblick, welche Parameterkombinationen gerechnet wurden.

Name Et RB Mat.ges. b/2a r Besonderheit

AO - ESZ - 6. 0.0 linear-elastisch

Al O. ESZ - 6. 0.0 elast./ideal-plastisch

A2 210. ESZ iso.H. 6. 0.0 Et sehr klein

A3 10000. ESZ iso.H. 6. 0.0 bilinear

A4 10000. EDZ iso.H. 6. 0.0 ebener Dehnungszustand

A40 O. EDZ - 6. 0.0 EDZ ideal-plastisch

A5 10000. ESZ kinem.H. 6. 0.0 kinematische Verfestigung

A6 10000. ESZ iso.H. 20. 0.0 Probenbreite 2x80.mm

A60 10000. ESZ kinem.H. 20. 0.0 Probenbreite 2x80.mm

A7 multi. ESZ iso.H. 6. 0.0 multilinearer (7- f Verlauf
A9 10000. ESZ iso.H. 6. 0.08 Kerbradius

A10 10000. ESZ iso.H. 6. 0.0 Update Lagrange Formul.

All 10000. EDZ kinem.H. 6. 0.0 kinern. Verfestigung + EDZ

Die einzelnen Spalten bedeuten:

Name : interne Benennung der Rechnung
Et : Tangentenmodul im plastischen Bereich [m~2] (multi.=multilinear)

RB : Scheibenrandbed.: ebener Dehnungs-jSpannungszustand

Mat.ges. : Verfestigungsgesetz :isotrope j kinematische Verfestigung

b/2a : Breiten/Rißlängen -Verhältnis

r : Kerbradius [mm]

Tabelle I: Variationen der FE-Scheibenrechnungen

Die Rechnungen wurden z.T. mit zwei verschiedenen Netzen ausgeführt. Da hierbei keine
unerwarteten Effekte auftraten, wird darauf nicht näher eingegangen. Eine Fehlerbetrach-
tung beim Übergang zu sehr groben Netzen ist in [Boh90] enthalten.
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Im Folgenden sind die einzelnen Einflußgrößen dargestellt, wobei die Rechnung A3 La.llg.
als Referenzrechnung dient.

5.2.1 Ideal-plastische Rechnung

Unter der Bezeichnung Al wurde eine erste Rechnung mit folgenden Parametern gemacht:
Ebener Spannungszustand (ESZ), elastisch/ideal-plastisches Materialgesetz, Fließgrenze

Re = 400 ~2 , Nennspannung 0'0 = 200 ~2' halbe Rißlänge a = 4 mm und einer Pro-
benbreite b = 50 mm.

In 20 Belastungsschritten (bis zur Zeit t = lOs) wurde die volle Nennbelastung aufgebracht;
vor der Rißspitze hat sich die entsprechende plastische Zone aufgebaut. Der Verlauf der
Beträge der Spannungen wird über dem Ligament in der Abb. 18 oben wiedergegeben.

Das Diagramm zeigt drei dünne Kurven: die oberste Kurve stellt die Normalspannungen
in der Längsrichtung O'z der Probe dar, darunter wird der Verlauf der Vergleichsspannung
o-vgl gezeigt und die unterste Kurve gibt die Spannungen quer zur Probe also parallel
zu den Rißufern O'y wieder. Die Schubspannung o-yz muß hier aus Symmetriegründen
verschwinden.

Mit dickem Stift wurde die Längs- und die Vergleichsspannung hineingezeichnet, wie sie
sich aus der Westergaard-Lösung (GI. 2:ff) für eine Rißlänge a* = a + ~rf1 = 4.585 mm
(GI. 19) ergeben würde. Obwohl die Abschätzung der Größe von der plastischen Zone aus
der Näherungslösung kam, ist die Übereinstimmung mit der FEM-Rechnung sehr gut.

Die Vergleichsspanung wird nach Huber-v.Mises-Henckyoder auch nach der Gestaltänderungs-
energiehypothese bestimmt:

o-vgl = 0-;'+ 0-; + 0-; - (o-xO'y + o-yo-z + o-zo-x) + 3(o-;,y + o-;z + o-;x) (34)

Bei Scheibenelementen verschwinden die Schubspannungen O'xy und O'xz natürlich immer.
Die Spannung in Dickenrichtung o-x ist im ESZ definitionsgemäß gleich null.

Die Ausdehnung der plastischen Zone mit ihrer Begrenzung auf eine Vergleichsspannung
von o-vgl = 400 ~2 ist deutlich zu erkennen. Die Spannung in Längsrichtung o-z nimmt den

Maximalwert des ESZ an o-z = If Re = 461.9 ~2 mit der dazugehörigen Spannung in

Querrichtung o-y= 0.5 o-z= 230.9 ~2' Entlang des Rißufers wird die Vergleichsspannung
nur noch durch die Spannung in Querrichtung o-y beherrscht.

Der Spannungsabfall unmittelbar an der Rißspitze - zum freien Rißufer hin - erfolgt sehr
rapide; es kommt auch zu einigen kleinen Überschwingern in allen Spannungen. Die ab-
solute Ausdehnung dieser Störung läßt sich durch eine feinere Elementierung vermindern,
aber sie reicht immer ein bis zwei Elemente weit.

Die Spannungen werden auch nicht exakt auf dem Ligament ausgegeben, sondern in den
am nächsten gelegenen Integrationspunkten (ca. % Elementbreite vom Ligament ent-
fernt). Dadurch sind noch geringe Längsspannungen am freien Rißufer möglich.

In der Abb. 18 unten wird flächenhaft die Verteilung der Vergleichs spannung mittels eines
Bandplotts aufgezeigt. Bei diesem Bandplott werden alle Gebiete deren Vergleichsspan-
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Abbildung 18: Ideal-plastische Rechnung Al (Zuglast)

nung innerhalb eines lnva.lles von hier l:1a = 25
m~2 liegen in der gleichen Farbe dargestellt.

Als Farben wurden dabei nur schwarz und weiß verwendet, die sich stetig abwechseln.
Oberhalb der Fließspannung Re = 400 ~2 kommt nur noch schwarz zur Anwendung.
Die Legende des Bandplotts befindet sich an der rechten Seite der Zeichnung.

Der Bandplott ist in der verformten Geometrie abgebildet, daher hat sich die Rißspitze
etwas (nach links in der Abb. 18) zur Symmetrielinie hin verschoben. Die Deformationen
sind circa um den Faktor 25 überzeichnet.
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Verglichen mit der Kontur der Isospannungslinien in der linearen Rechnung in Abb. 3 ist
die plastische Zone in dieser Rechnung eher dreieckig, mit einer vorderen Flanke unter
45°. Die maximale Ausdehnung beträgt 1.4 mm, auf dem Ligament erstreckt sich die
plastische Zone 1.05 mm weit und liegt damit in der Abschätzung nach Irwin aus GI. 19
mit Tlt = 1.17mm.

Es fällt auf, daß die Kontur der plastischen Zone im Gegensatz zu den übrigen Span-
nungsbändern sehr eckig ist. Die Spannungsbänder werden aus den Dehnungsansätzen
und dem Stoffgesetz berechnet. Für ein Element, bei dem der eine Teil der Integrati-
onspunkte bereits plastiziert ist und der andere noch nicht, ergibt dieser Ansatz einen
inkompatibelen Spannungsverlauf, der eine Schrankenüberschreitung ausschließlich in den
Integrationspunkten (bzw. auf deren Verbindungslinien) zuläßt4. Dieses Phänomen läßt
sich leicht wie in Abb. 18 durch einen Strak von Hand beheben.

In der plastischen Zone sind einige Elemente zu sehen, deren Vergleichsspannung unter
der Fließgrenze liegt. Der erste Verdacht, daß die endliche Schrittweite der Belastung an
diesem Fehler schuld ist, hat sich nicht bestätigt. Auch mit stark verkleinerten Schrit-
ten bleiben diese Elemente unter dem Limit. Der Effekt beruht auf einer numerischen
Ungenauigkeit - die Vergleichs spannung liegt auch nur wenig (bis zu 2 ~2) unter der
Fließgrenze. Bei der Rechnung A2 mit einem geringfügig positiven Tangentenmodul ver-
schwindet dies ganz.

Im Anschluß an die erste Belastung wird das Modell in 12 Schritten entlastet (t = 138),
bis die äußere Kraft ganz verschwunden ist. In der linear-elastischen Rechnung wären nun
auch alle inneren Spannungen gleich null, aber durch die bleibenden plastischen Dehnun-
gen, die in der plastischen Zone eingeprägt sind, stellt sich nun ein nichttrivialer Span-
nungszustand ein.

Die Abb. 19 zeigt wieder im oberen Teil den Verlauf der Beträge der Spannungen und im
unteren Teil den dazugehörigen Bandplott der Vergleichsspannung. Im Diagramm werden
wieder die absoluten Beträge der Spannungen gezeigt. Das Vorzeichen ist in der klei-
nen Skizze zu sehen. Die obere Spannungskurve gehört zur Längsspannung Uz, darunter
dann die Vergleichsspannung (Jvgl und die Spannung in Querrichtung (Jy. Unmittelbar
an der Rißspitze herrschen Druckspannungen - beim Abstand von T = 0.6 mm erfolgt
der Nulldurchgang. Der Rand der ehemaligen plastischen Zone hat sich als Zugspan-
nungsmaximum eingeprägt. Insgesamt stimmen die Spannungsverläufe qualitativ mit den
Erwartungen nach Abb. 8 überein.

Die flächige Verteilung der Vergleichsspannung wird in dem Bandplott der Abb. 19 darge-
stellt. In einiger Entfernung von der Rißspitze sind alle Spannungen verschwindend klein.
Unmittelbar vor der Rißspitze liegt ein Gebiet mit hohen Druckspannungen und davor ein
kleiner Bereich mit Zugspannungen.

Die Zusammensetzung der Vergleichsspannung ist aus der Abb. 22 deutlicher zu erkennen.
Hier wird die Vergleichsspannung (Jvg/, die Spannung in Längs- und Querrichtung ((Jz und
(Jy), sowie die Schubspannung (Jyz als Bandplott gezeigt. Im wesentlichen bestimmen die

Längsspannungen mit der Druck- und Zugzone die Vergleichsspannungen.

4Diese Betrachtung gilt streng genommen nur für ortogonale Elemente, deren Hauptspannungen parallel
zu den Elementkanten liegen.
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Abbildung 19: Ideal-plastische Rechnung Al (entlastet)

N ach der Entlastung wird das Modell langsam mit einer Druckspannung beaufschlagt.
Ohne die Gap-Elemente würden sich die Rißufer überschneiden und der Spannungzustand
wäre das vorzeichenverkehrte Gegenstück zur Belastung. Durch das Abstützen der Rißufer
wird die plastische Zone aber sehr stark entlastet. Das Ergebnis bei der vollen Druckspan-
nung von 0'0 = -200 ~2 ist in der Abb. 20 dargestellt. Die Normalspannungen O'z und O'y

sind Druckspannungen und im Diagramm durch die Betragsbildung hochgeklappt. In gu-
ter Näherung kann man sagen, daß dem entlasteten Zustand in Abb. 19 nur eine konstante
Druckspannung in Längsrichtung aufaddiert wurde - so als wäre der Riß nicht vorhanden.
Da die Fließgrenze weiterhin vorhanden ist, dehnt sich die plastische Zone auch ein wenig
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aus. Ein Effekt wie bei der Entlastung (Subtraktion mit doppelter Fließgrenze) ist aber
nicht zu beobachten.
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Abbildung 20: Ideal-plastische Rechnung Al (Drucklast )

Der erste Rißuferkontakt tritt bei einer Nennspannung von 0'0 ~ -0.033Re = -13 m~2
auf. Dieser Wert hängt vom Verhältnis der Probenbreite zur Rißlänge b/2a und dem Span-
nungsverhältnis Re/O'o ab. Je größer die Zuglast war und je größer das Breitenverhältnis
desto mehr Druckspannung ist notwendig, um den Riß zu schließen. Der Kontakt setzt
zuerst in der Probenmitte und dann zur Rißspitze hin ein. Unmittelbar an der Rißspitze
befindet sich ein kleiner Bereich, der sich nie schließt. In der gleichen Weise wie man einen
plastisch gebogenen Balken durch einfaches Zurückbiegen nicht wieder ger ade biegen kann,
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so kann man auch einen Riß mit plastischer Zone durch Druck nicht wieder vollständig
schließen. Die plastische Zone bleibt unwiderruflich eingeprägt.

Untersuchungen an Rissen unter zyklischer Wechsellast [We185] haben gezeigt, daß sich
dort der Riß zuerst an der Rißspitze schließt. Im Eigenspannungszustand werden die Rißu-
fer aufeinandergepreßt. Nach einer einzelnen Überlast liegen auch dort Eigenspannungen
in der Form der Abb. 19 vor.
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Abbildung 21: Lüders-Bänder in der ideal-plastischen Rechnung Al

An der realen Probe ist nach einer Belastung mit plastischen Effekten eine sichtbare
Veränderung der Probenoberfläche, die sog. Lüders-Bänder festzustellen. Dieses sind die
Gebiete, in denen die Gitterebenen durch die Schubspannungen versetzt werden. In der
FEM-Analyse werden dieses Bänder durch die Gebiete mit großer plastischer Schubdeh-
nung repräsentiert. Die Abb. 21 zeigt einen Bandplott mit dem Absolutbetrag der pla-
stischen Schubdehnungen zur Zeit t = lOs (Zug belastung). Ab einer plastischen Schub-
dehnung von lEtzi = 0.0001 wird das Gebiet schwarz markiert. Die "Höhenlinien" dieser
Darstellung können der Legende des Bandplott entnommen werden. Diese Zone erstreckt
sich in eine Länge von r I = 1.0 mm und unter einem Winkel von 45° in die Probe.

Der minimal dargestellte Wert von lEtzi = 0.0001 ist im Vergleich mit der maximal mögli-
chen elastischen Schubdehnung sehr klein:

2(1 + v) Re
EyzImax=

V3 E = 0.0029 (35)

Wenn diese Zone mit dem Lüders-Band auch quantitativ identisch ist, dann wird an der
realen Probe eine Ausdehnung der plastischen Zone von TI = 1. mm gemessen, statt wie
oben beschrieben TI = lAmm. Die anschließende Drucklast verändert die Lüders-Bänder
in der Rechnung nicht mehr.



>< ><

..~ 0 ..~ 0
"0 "0... 0 ><. 0 0I 0 0 I 0

~~~~.,; ';;;.J ~~~~.,; ';;;.J

~1:1re~
,...

"'1>'1 EU;~
,...

"'1>'1
'" "'I'< '" "'I'<

",t:;:;! I I:;! "'~:;! I I:;!

0 0

N N

'" ~~...'0......:
E-<

I .....

'"c::..... 0",...
....1>'1 ....E-<

H..
I'<E-<
'"0000 H 0000
'"I'<0000 ...'" 0000 ...'"0000 0000 .H.'" 00::I I

"'
0",..-4MON t;1 ",""NON

~I I

~~~~O~ ~n~
..

c::0,; .. O~
0 E-<

0 ~0 '"~,... ...!.j ~~...~\0 ~~0°r °r Ii>< '" i>< '"
"'

. 1>'1.
o 0 o 0

0 ": 0
c::

1'<0
....

1'<0
....

I I
~,,; ~,,;

"'.... "'......: I ..: I
~;;j1:1 ~;;j~

;;j0H ;;j0H
....E-< ....E-<

>< ><

..~ 0 ..~
~~~~0 0 I 0 0 0

'" .,; C:;;.J ",'" ~. .,; C:;,j.... 0 "'.... 0

",1:1
0 ,...

"'1>'1 ~1:11'<~
,...

"'",...
'" "'I'< '" "'I'<

~~-j 1[;1
"'~

[;1\ 1[;1

0

r..;

" ~...0::.......
~..., '1'5....

>\
....0

I
'" '"~..... .....

0 0
'1>'1 ..:~.... ..

.... . E-< E-<
g:'j'

H H
I'< P<~t gggg
'"

0000

'"~.
'"

0000 ...'";W 0000 .'" 0000 '",U'I .. I. oH o~~~.....NOM 0:: r4NON- I I

~~~~~~~~~n
~0" 0"

i~
~~~,;~ 00

~~~0 !.j 0

~~~~'""''' ":~ :
~~~r 0 °r I

e5
i>< '"

I i>< '"'"
.

"'
.

'"
0 c 0

~; 0 ": 0 ":
1'<0

....
1'<0

....

~,.;
I

~,.;
I

g~ "'.... "'....
~'

..: I
":;;jl~;;j~

~~;;j0H ;;j0H....E-< ....E-<

28 5 NICHTLINEARE FE-SCHEIBENRECHNUNG

Abbildung 22: Die Spannungen in der ideal-plastischen Rechnung Al (entlastet)
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5.2.2 Isotrope oder kinematische Verfestigung

Zunächst sollen die beiden Verfestigungsarten kurz erläutert werden5.

Erreicht die Vergleichsspannung den Wert der Fließspannung, so steigt bei beiden Ver-
festigungs arten die Vergleichsspannung nur noch proportional zur Vergleichsdehnung mit
dem Tangentenmodul an.

Ö(Jvgl = Et . &vgl (36)

Im zweidimensionalen Fall entspricht die Kurve konstanter Vergleichs spannung (Fließfläche )
einer Ellipse in der Hauptspannungsebene mit der großen Halbachse unter 45°.

- Ausgangsfließ-
fläche tF

.........-.., .
.'

,
. ,

:

"

./
./

/
",/

/,'

Verfestigungsgesetze:

kinematische Verfest.
isotrope Verfestigung--

, ,, ,,

"
.............

Abbildung 23: Vergleich der Fließflächen bei isotroper jkinematischer Verfestigung

Bei der isotropen Verfestigung wird diese Fließfläche nun mit steigender Dehnung
vergrößert; der Mittelpunkt verschiebt sich nicht (Abb. 23). Hingegen wird bei der kine-

matischen Verfestigung die Fließfläche mit dem Einsetzen der plastischen Dehnung nur
verschoben, aber nicht vergrößert. Der Verschiebungsvektor des Mittelpunktes wird dabei
als kinematische Spannung a bezeichnet und bei der Berechnung der Vergleichsspannung
berücksichtigt.

Für einen dehnungsgeregelten Zugversuch (Dehnungsverhältnis R = -1) ist die Konse-
quenz im (J-f. -Diagramm in der Abb. 24 für diese beiden Varianten gegenübergestellt.

Das Vorzeichen der plastischen Dehnung spielt offensichtlich bei der isotropen Verfesti-
gung keine Rolle, das Material verfestigt sich immer weiter. Ein Bauschinger-Effekt wird

überhaupt nicht berücksichtigt und eine zyklische Belastung zieht eine monoton stei-
gende Verfestigung nach sich. Die kinematische Verfestigung ist für zyklische Belastungen

5Eine eingehende Darstellung bezüglich der inneren Mechanismen wird im Kapitel 8 gegeben,
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Verfestigungsgesetz :

kinematische V.
isotrope V.

Abbildung 24: Vergleich isotrope/kinematische Verfestigung

grundsätzlich geeignet, aber ihr fehlt ein Anstieg der Fließgrenze infolge der Kaltverfesti-
gung. Diese bei den Verfestigungsarten stellen die Grenzwerte dar, die mit der Fließbedin-
gung von Huber-v.Mises-Henckymöglich sind. Der allgemeine Fall, daß die Fließfläche sowohl
vergrößert, als auch verschoben wird, läßt sich nicht erfassen.

Die nächste Rechnung (A3) wurde mit den folgenden Parametern ausgeführt: isotrope
Verfestigung, Ebener Spannungzustand (ESZ), bilineares Materialgesetz Et = 10000 ~2'
Fließgrenze Re = 400 ~ , Nennspannun g 0"0 = 200 ~, halbe Rißlän ge a = 4 mm undmm mm
einer Probenbreite b = 50 mm.

Direkt zu vergleichen ist diese Rechnung mit A5 bei der sich nur das Verfestigungsgesetz
unterscheidet; A5 wurde mit kinematischer Verfestigung berechnet.
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Die Abb. 25 zeigt die plastische Zone (von A3) nachdem die volle Zugspannung 0"0 =
200 ~2 aufgebracht wurde. Oben werden in dem Diagramm die Beträge der Spannungen
dargestellt, darunter ist der Bandplott der Vergleichsspannung. Im Gegensatz zur ideal-
plastischen Rechnung (Abb. 18) steigen die Spannungen nicht nur zur plastischen Zone
hin entsprechend der Singularität an, sondern auch innerhalb der plastischen Zone beginnt
wieder ein Spannungsanstieg. Es ist nun leicht vorstellbar, wie der Spannungsverlauf bei
einem multi-linearen Materialgesetz aussieht: jeder Knick im Materialgesetz führt zu einer
Gir landenspi tze.

Die plastische Zone in der Rechnung mit Verfestigung ist auch ein wenig kleiner als m
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Abbildung 26: Isotrope Verfestigung A3 (Drucklast)

der ideal-plastischen Rechnung. Eine einfache Betrachtung des Kräftegleichgewichtes m
Längsrichtung läßt dieses auch erwarten. Die Ausdehnung im Ligament beträgt r f
0.85 mm und die max. Größe r = 1.41 mm liegt unter 45°.

Die Abb. 26 zeigt den Zustand, der sich nach dem Beaufschlagen mit der Druckspannung
von ao = -200 ~2 einstellt. Die Kontur der plastischen Zone hat sich weitgehend ver-
wischt und die Spannungen können aus den o.g. Gründen fast beliebig hoch ansteigen.
Das Ergebnis dieser Rechnung ist als Folge der isotropen Verfestigung fehlerhaft.
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Abbildung 27: Kinematische Verfestigung A5 (entlastet)

In der Rechnung mit kinematischer Verfestigung A5 sieht die Belastung mit der Zugspan-
nung genauso aus wie bei der isotropen Verfestigung. Der Unterschied, ob die Fließfläche
vergrößert (isotrop) oder verschoben (kinematisch) wird, ist bei monotoner Belastung na-
hezu bedeutungslos. Erst bei der anschließenden Entlastung Abb. 27 und bei der Drucklast
Abb. 28 weicht die kinematische Verfestigung von der isotropen ab.

Nach der Entlastung ist die plastische Zone im Ligament TI = O.19mm groß. Der Begriff
'plastische Zone' ist hier stets so zu verstehen, daß das Gebiet angesprochen ist, in dem
das Fließkriterium erfüllt ist. Es spielt dabei keine Rolle, ob die Vergleichsspannung
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Abbildung 28: Kinematische Verfestigung A5 (Drucklast)

über oder unter der Fließgrenze Re ist. Hieraus ergibt sich sofort eine Schwierigkeit bei
der Darstellung der plastischen Zone: Nur das Fließkriterium ist zur Kennzeichnung des
plastischen Gebietes geeignet. Evtl. kann man noch die Differenz der plastischen Dehnung
zwischen zwei Schritten als Kriterium heranziehen.

Die anschließende Druckbelastung bringt quasi nur noch eine Addition von a = -200 ~2
mit einer geringfügigen Vergrößerung der plastischen Zone. Die Vorgänge sind direkt
mit der ideal-plastischen Rechnung vergleichbar. Die plastische Zone hat am Ende einen
Radius von r f = 0.4 mm.
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Abbildung 29: Ideal-plastische EDZ-Rechnung A40 (Zuglast)

5.2.3 EDZ - ESZ

Bei allen Rechnungen mit Scheiben elementen muß man zwischen den beiden Varianten
ebener Dehnungszustand (EDZ) und ebener Spannungszustand (ESZ) wählen. Im Allge-
meinen ist eine eindeutige Zuordnung problemlos möglich. Bei angerissenen Zugproben
liegt aber immer eine Mischform zwischen diesen bei den Extremen vor. Selbst dünne
Proben haben durch den hohen Spannungsgradienten noch eine Dehnungsbehinderung in
der Rißspitze. Der EDZ läßt sich auch in einer dicken Probe nur in der Probenmitte zu-
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Abbildung 30: Ideal-plastische EDZ-Rechnung A40 (entlastet)

verlässig erzwingen und dort auch nur im Bereich mit hohem Spannungsgradienten, also
unmittelbar an der Rißspitze. Schon bei einem mäßigen Abstand von der Rißspitze wird
auch die dicke Probe nur noch der ESZ herrschen.

Die beiden Randbedingungen führen zu sehr unterschiedlichen Werten für die Spannun-
gen und für die Dehnungen. Es gibt drei Rechnungspaare, die den direkten Vergleich
ermöglichen: die beiden ideal-plastischen Rechnungen Al verglichen mit A40, die iso-
trope Verfestigung A3 mit A4 und die kinematische Verfestigung A5 mit All (jeweils ESZ
verglichen mit EDZ).
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Abbildung 31: Ideal-plastische EDZ-Rechnung A40 (Drucklast)

In allen EDZ- Rechnungen ist die plastische Zone im Ligament sehr klein (r j

0.16/0.12/0.16 mm). Dieses liegt an der sehr starken Dehnungsbehinderung: in Dik-
kenrichtung durch die Definition des EDZ, in Querrichtung durch den hohen Span-
nungsgradienten und in Längsrichtung durch die Forderung der Volumenkonstanz bei
plastischem Fließen. Ein Versagen oder auch nur eine Schädigung ist aber unter 'hydro-
statischem Zug' bei einem v.Mises-Fließkriterium nicht möglich.

Die maximale Ausdehnung ist im EDZ mit (Tj = 1.30/1.36/1.30mm) unerwartet groß-

läßt doch das Hundeknochen-Modell eine im Vergleich zum ESZ kleine plastische Zone
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erwarten.

In den Abb. 29 bis 31 sind die Spannungsverläufe und der Bandplot der Vergleichsspannung
für die ideal-plastische Rechnung A40 dargestellt. Die Abb. 29 zeigt die Situation nach
Aufbringen der Zugbelastung, in Abb. 30 ist die Probe wieder entlastet und in Abb. 31
wurde der Riß durch die Druckspannung von 0"0= -200 ~2 wieder zugedrückt.

5.2.4 Die Breite der Probe

Die Bedeutung der Gesamtbreite der Probe kann schon an der kleinen Formzahl Y = 1.015
abgeschätzt werden. Da diese Zahl aber aus einer elastischen Rechnung abgeleitet wurde,
ist es doch sinnvoll, ihren Einfluß auf eine plastische Zone zu verifizieren.

Die Probenbreite b = 160 mm in der Rechnung A6 führt zu genau der gleichen plastischen
Zone wie bei b = 50 mm in A3. Die Spannung in Längsrichtung ist erwartunggemäß im
elastischen Gebiet vor der Rißspitze um etwa 1% kleiner. Alle anderen Spannungen und
Dehnungen sind nahezu gleich groß.

Eine veränderte Probenbreite läßt sich also mit den Mitteln der linear-elastischen Bruch-
mechanik gut abschätzen.

5.2.5 Ausrundung der Rißspitze

Das FE-Modell hat in der Abb. 10 ganz offensichtlich eine unendlich scharfe Rißspitze. In
realen Bauteilen können aber nur endlich kleine Radien vorkommen. Spätestens nach dem
Einsetzen des Fließens rundet sich die Rißspitze aus. Um den Einfluß des Spitzenradius
festzustellen, werden zwei Rechnungen mit dem Rißspitzenradius r = 0.0 mm in A3 und
r = 0.08 mm in A9 miteinander verglichen.

Unter der Voraussetzung, daß die plastische Zone größer als der Spitzenradius ist, unter-
scheiden sich die beiden Konturen der plastischen Zonen und die Eigenspannungen prak-
tisch nicht [Hel72]. Bei sehr kleiner Belastung (damit auch kleiner plastischer Zone) oder
bei großem Spitzenradius liegen quasi linear-elastische Verhältnisse vor (vgl. [Neu85]),
und die Spannungen sind dann natürlich nicht mehr identisch, sondern unmittelbar vom
Radius abhängig (Kerbspannung).

Im elastischen Feld vor der plastischen Zone ist nur die Spannung in Querrichtung der
Probe geringfügig größer als bei dem scharfen Riß. Und die Überschwinger unmittelbar
an der Rißspitze vermindern sich. Es bietet sich damit an, die Rißspitze mit einem sehr
kleinen Rißspitzenradius aufzumessen.

5.2.6 Große Dehnungen und große Verschiebungen

Bei einer nichtlinearen Rechnung taucht sofort die Frage auf, ob die kinematischen Verhält-
nisse nicht derart sind, daß mit großen Verschiebungen und großen Dehnungen gerechnet
werden muß. Eine solche Rechnung erfolgt dann in der UpdateLagrangeschenFormulierung,
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und sie verbraucht erheblich mehr Rechenzeit.

Bei der Rechnung A5 (ESZ) tritt als größte Dehnung in Längsrichtung über alle Zeit-
schritte Ez = 0.0291 am Element 48 (Rißspitze) auf. In den Rechnungen mit EDZ ist
die maximale Dehnung grundsätzlich noch kleiner, z.B. ist Ez ~ 0.0123 in der Rechnung
A40. Bei diesen kleinen Maximaldehnungen kann ohne Einschränkung mit technischen
Spannungen und Dehnungen gerechnet werden.

Direkt neben den Elementen mit den Maximalwerten klingen die Dehnungen schnell ab,
so daß man zu Recht annehmen darf, daß eine kinematisch nichtlineare Rechnung keine
Verbesserung bringt. Als Nagelprobe wurde die Rechnung A10 mit großen Verschiebungen
und Dehnungen durchgeführt. Die Ergebnisse unterscheiden sich praktisch nicht von der
Rechnung A3. Lediglich bei den Überschwingern an der Rißspitze erscheinen andere, aber
keine besseren Zahlenwerte.

Folglich kann auch die 3D-Rechnung ohne Bedenken mit kleinen Verschiebungen und den
technischen Spannungs- Dehnungs- Relationen durchgeführt werden.
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5.2.7 Zusammenfassung der 2D-Rechnungen

Die Berechnungen der Spannungen und Eigenspannungen an der unendlich scharfen Riß-
spitze zeigen, daß die Rechnung numerisch stabil ist. Die lokale Geometrie hat nur einen
geringen Einfluß auf die plastische Zone und die Eigenspannungen, und sie kann ohne
besondere Schwierigkeiten den aktuellen Gegebenheiten angepaßt werden.

An die Netzeinteilung6 in der Rißspitze werden keine besonderen Ansprüche gestellt. Auf
die Anordnung eines %-Mittelknoten sollte man bei plastischen Rechnungen verzichten.
Bei einer unendlich scharfen Rißspitze sind die Ergebnisse unmittelbar an dem Rißspitzen-
element kaum bewert bar, da sie zum Oszillieren neigen. Dieser Fehler ist bei Materialien
mit Verfestigung geringer.
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Abbild ung 32: Die plastischen Zonen in den 2D- Rechnungen (Zuglast)

Die Abb. 32 zeigt die plastischen Zonen nach der Belastung mit einer Zuglast von 0"0 =
200

~2'
Es ist die Abschätzung der plastischen Zone aus der linear-elastischen Rechnung

nach Irwin im ESZ zu sehen; sowie zwei weitere Rechnungen im ESZ mit echten plastischen
Zonen und unterschiedlichen Verfestigungen. Desweiteren ist eine plastische Zone aus einer
Rechnung im EDZ mit Verfestigung eingezeichnet. Das bekannte "Hundeknochenmodell"
hätte eine gegenüber dem ESZ stark verkleinerte plastische Zone erwarten lassen, aber
beide Spannungszustände liefern in der Maximalausdehnung gleich große plastische Zonen.
Lediglich im Ligament ist die plastische Zone im EDZ ganz wesentlich kleiner.

Zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung muß bei monoton steigender Belastung
nicht unterschieden werden, da dann die Abweichung von einer verschobenen zu einer
vergrößerten Fließfläche verschwindend gering ist.

Die Entscheidung, ob ein ebener Dehnungszustand oder ein ebener Spannungszustand
vorliegt, ist an der Rißspitze nicht eindeutig zu fällen. An der Probenoberfläche und
in einiger Entfernung von der Rißspitze ist der ESZ korrekt. Der EDZ trifft aber auf
dicke Proben im Bereich der Rißspitze mit dem hohen Spannungsgradienten zu, und er

6Die üblichen Einschränkungen aller FEM-Netze gelten natürlich weiterhin,
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ist für die Rißinitiierung und den Rißfortschritt entscheidend (Dehnungversprödung). In
der 3D- Modellierung entfällt dieses Problem. Da der größte Spannungsgradient an der
ProbenoberHäche zu erwarten ist, sollte die Elementteilung zur ProbenoberHäche hin feiner
ausfallen.

Die plastischen Zonen durch Eigenspannungen (ohne äußere Belastung) sind in der Abb. 33
dargestellt.
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Abbildung 33: Die plastischen Zonen in den 2D- Rechnungen (entlastet)

Form und Größe hängen ganz erheblich von dem verwendeten Materialgesetz ab. Hierbei
sind die in ADINA implementierten Materialgesetze nur unbefriedigend. Notwendig ist ein
Materialgesetz, das eine Zwischenstufe zwischen isotroper und kinematischer Verfestigung
verwendet und dieses muß für zyklische Belastungen geeignet sein. Besonders deutlich ist
die Differenz zwischen der isotropen (A3) und der kinematischen (A5) Verfestigung.

Da keine der in Abb. 33 gezeigten Kurven "richtiger" als eine andere ist, reichen die
Rechnungen nur zu der Feststellung, daß die Abschätzung der plastischen Zone nach Irwin

in GI. 23 die richtige Größenordnung wiedergibt.

In allen Fällen ergaben sich plausible Zonen mit plastischer Schubdehnung. Die linear-
elastische Theorie (vg1. Abb. 9) sagt auf Grund der Lage der maximalen Schubspannungen
im ESZ das Abgleiten unter 450 zur Probendicke voraus. Beobachtungen zeigen im ESZ
keilförmige und im EDZ halbkreisförmige plastische Zonen [Hel72]. Die Abb. 34 kann
diese Prognose bestätigen, obwohl im ESZ die Schubspannungen in der Dickenrichtung
fehlen. Auffällig ist, daß trotz der sehr geringen Darstellungschwelle von EJ'z > 0.0001 die
Ausdehnung des Gebietes mit nennenswerter plastischer Schubdehnung erheblich kleiner
ist als die plastischen Zone (lt. Fließkriterium) in der jeweiligen Rechnung.

In allen Rechnungen wurde auch die verformte Kontur der Rißufer ausgeplottet. Die
Abb. 35 zeigt diese Kontur bei der vollen Zugspannung für einige ausgewählte Rechnun-
gen. Im Gegensatz zur linear-elastischen Rechnung hat der Riß nach dem Plastizieren
keine exakt elliptische sondern eher eine ovale Form - mit nahezu parallelen Rißufern und
einer stark aufgeweiteten Rißspitze. Die maximale Öffnung des Risses in der Symmetrie-
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Abbildung 34: Die Gleitbänder in den 2D-Rechnungen
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Abbildung 35: Die Rißuferverschiebungen in den 2D-Rechnungen (Zuglast)

ebene beträgt in der linear-elastischen Rechnung 6AO= 2auo/ E. Dieser Wert und einige
Vergleichszahlen sind in der folgenden Tabelle 2 für den belasteten (t = 108) und den
entlastete Zustand (t = 13.8) abgedruckt.

Verglichen mit der linear-elastischen Rechnung ist der Riß in der Probenmitte geringfügig
(ca. 8%) weiter geöffnet. Alle Rechnungen im ebenen Dehnungszustand weisen eine ge-
ringere Rißöffnung auf als die jeweiligen ESZ-Rechnungen. Die Korrektur der Rißlänge
nach Irwin stellt im Bezug auf die Rißuferverschiebung keine Verbesserung dar; der Riß ist
in der entsprechenden Rechnung mit einer Rißlänge a = 4.51 mm zu weit geöffnet.

Wird nach der Zugbelastung die äußere Kraft entfernt, so schließt sich der Riß in der
linear-elastischen Rechnung gerade wieder vollständig. In allen Rechnungen mit plasti-
schen Verformungen wird der Ursprungszustand nicht mehr erreicht. Die plastische Zone
wirkt mit den eingeprägten Dehnungen wie ein Dorn, der die Rißufer auseinander treibt.



Rechnung AO A3 A4 A40 A5

Verfestigung lin.-elast. iso. iso. - kinern.

2D-RB. ESZ ESZ EDZ EDZ ESZ

Zuglast 0.0076 0.0082 0.0072 0.0073 0.0082

entlastet 0.0 0.00055 0.00022 0.00023 0.00039
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Abbildung 36: Die llißuferverschiebungen in den 2D-Rechnungen (entlastet)

Tabelle 2: CMOD in [mm] für verschiedene 2D-Rechnungen

Der Zustand, der sich nach einer Zugbelastung einstellt, wenn keine äußere Last mehr
anliegt, wird in der Abb. 36 gezeigt. In der Probenmitte haben sich die Rißufer schon wie-
der sehr stark angenähert, während sie vor der Rißspitze noch einen deutlichen Abstand
voneinander haben.

Wird danach die Belastungsrichtung umgekehrt und die Proben insgesamt durch eine

Drucklast beaufschlagt, schließt sich der Riß ausgehend von der Probenmitte zu den lliß-
spitzen hin. Der Moment des ersten Rißuferkontaktes ist numerisch sehr brisant. Ohne
besondere Maßnahmen konvergiert die Rechnung nicht mehr, da die unausgeglichenen
Kräfte zwischen dem Kontaktproblem und der plastischen Zone von Iteration zu Itera-
tion hin und her pendeln. Nur bei Verwendung sehr kleiner Belastungsschritte und der
Full-Newton-Iteration konvergiert dieser Rißuferkontakt. Nach dem Kontakt wird die
plastische Zone so stark entlastet, so daß keine nennenswerten weiteren plastischen De-
formationen mehr auftreten. Der übliche Ansatz [Mem90, Beg89, Schw80, Elb70], bei
Dauerfestigkeitsproblemen mit einer effektiven Spannungsintensitätsänderung f1J(ef f zu

rechnen, wird hier bestätigt.
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6 Das 3D-Modell

Das dreidimensionale Modell ist prinzipiell genauso aufgebaut, wie das Modell für die
2D-Scheibenrechnung: die Probe ist in ein Fernfeld und ein Nahfeld eingeteilt. Das Fern-
feld wird bis auf die Kontaktknoten zum Nahfeld kondensiert; es vergrößert damit das
Gleichungssystem nicht mehr.

Abbildung 37: Das gesamte 3D-Modell

Während das Fernfeld aus 2D-Elementen besteht, wird das Nahfeld durch isoparame-
trische Volumenelemente gebildet. An den Übergangsknoten werden alle Freiheitsgrade,
die para.llel zur Probenebene liegen, fest gekoppelt (constraints). Der Freiheitsgrad in
Dickenrichtung ist im Gegensatz hierzu noch frei. Die Kontrolle des Gradienten in Dik-
kenrichtung ergab akzeptabel kleine Spannungsveränderungen. Für alle Elemente ist das
Seitenverhältnis besser als 1:5.

Die Abb. 37 zeigt eine Sicht parallel zur Dickenrichtung auf die gesamte Probe mit Nah-
und Fernfeld. In der Abb. 38 ist aus der gleichen Perspektive der Nahbereich gezeigt. Da
die einzelnen Elementlagen eine identische Kontur haben, verdecken sie sich und erscheinen
wie Scheibenelemente.

Die Abmessungen des Nahfeldes sind im Vergleich zur 2D-Rechnung größer geworden, da
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Riß

Abbildung 38: Das Nahfeld im 3D-Modells

nun nicht nur die plastische Zone hineinpassen muß, sondern auch noch der Bereich in dem
die Spannungen und Dehnungen in der Dickenrichtung abklingen. Aus diesem Grund ist
auch die Kontur des Nahfeldes verändert worden, so daß es zwar möglichst klein ist -

aber doch noch den Bereich mit echt-räumlichen Spannungen abdeckt. Für die numeri-
sche Integration nach der Gauss-Quadratur werden entsprechend 2x2x2 Integrationspunkte
verwendet.

Die Symmetrie ermöglicht es jetzt, nur noch lJs des Modell zu berechnen. Die äußere Last
greift wieder (in der Abb. 37) als Streckenlast der Stärke 0'0 .d an der oberen Kante an.

Abbildung 39: Perspektivische Ansicht des Nahfeldes und des Übergangbereiches

Die perspektivische Abb. 39 gibt einen räumlichen Eindruck vom Modell im Bereich des
Nahfeldes. Insbesondere der Übergang von den Volumenelementen zu den Scheibenele-
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menten ist gut zu erkennen. Die Dicke der Elementlagen nimmt zur freien Oberflä.che hin
ab.

Die freien Rißufer sind mit Gap-Elementen bestückt, um den Rißuferkontakt zu erfassen.
Diese Elemente sind in der Abb. 39 und 40 als kurze Stä.be im Rißufer zu erkennen. Für die
Gap-Elemente ergibt sich in der Kombination mit isoparametrischen Volumenelementen
noch eine besondere Schwierigkeit: konstanter Druck in einer kantenparallelen Richtung
führt bei einem isoparametrischen 20-Knoten Element zu einer Knotenkraftverteilung im
Verhältnis -1/4/-1 j d.h. an den Eckknoten ist die equivalente Knotenkraft dem Druck
entgegengesetzt und die Gap-Elemente müßten 'verkehrt' herum angebracht werden. Ab-
hilfe wird durch den Verzicht auf die Mittelknoten der Elementkanten geschaffen, da dann
die Geometrie ebenso wie der Verschiebungsansatz ohne den mittleren Knoten formuliert
wird und die Eckknoten je ein Viertel der 'vorzeichenrichtigen' Kraft aufnehmen müssen.

Abbildung 40: Die Rißspitze

In der Abb. 40 sind die Elemente und Knoten zu sehen, die unmittelbar an der Rißspitze
angreifen. Offensichtlich ist die Rißspitze entsprechend der Erkennisse aus dem 2D-Modell
ein klein wenig ausgerundet. Dieses hat keinen wesentlichen Einfluß auf die plastische Zone,
stabilisiert aber die Spannungen unmittelbar an der Rißspitze.

Die Belastung wird ähnlich wie bei den 2D- Rechnungen in gleichmäßigen Zeitschritten zu
0.25s aufgebracht und wieder entfernt (Abb. 41). In 20 Lastschritten wird die Zuglast
bis zum Maximum gesteigert, anschließend in einem Schritt ein wenig vermindert und
darauf bis zum 32. Schritt auf Null reduziert. Zur Zeit t = 138 herrschen damit im
Modell nur noch die Eigenspannungen. Die Drucklast wird darauf zunächst mit 12 kleinen
Lastinkrementen, um den Rißuferkontakt zu ertasten, und dann in 16 größeren Schritten
aufgebracht.

Die Rechnung erfolgt ebenfalls in der Full Newton-Raphson-Iteration, mit einer Linearisierung
der Steifigkeitsmatrix nach jedem Iterationsschritt.
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Abbildung 41: Zeitfunktion für das 3D-Modell (0"0max =200 ~2)

Das Modell umfaßt insgesamt 405 Volumen-, 330 Scheiben- und 46 Gap-Elemente mit

7800 Freiheitsgraden. Für eine linear-elastische Rechnung werden etwa 56 CPD-Minuten

auf einer VAX 6310 benötigt. Bei den nichtlinearen Rechnungen verbrauchte jeder Zeit-

schritt mit seinen 2-3 Iterationen ca. 160 CPD-Minuten. Die Rechenzeit wird dabei zu

80% zum Lösen des Gleichungssystems benutzt und 15% entfallen auf das Errechnen der

Elementspannungen.
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7 Das zyklische, anisotrope Materialgesetz

Im Kapitel 5 wurde anhand der Abb. 33 und 24 erläutert, warum keines der in ADINA
verfügbaren Materialgesetze für zyklische Belastungen geeignet ist. Benötigt wird ein
Material, das sich in Abhängigkeit von der plastischen Dehnung verfestigt, aber es soll sich
bei einer zyklischen Belastung mit konstantem Niveau nicht fortwährend verfestigen. Der
Bauschinger-Effekt soll berücksichtigt werden, sowie die von Bergmann [Ber83] formulierten
drei Arten des Werkstoffgedächtnisses. Ein solches Materialgesetz wird im Folgenden
formuliert und die Spannungen an der llißspitze werden damit errechnet.

Zunächst sollen die sehr komplexen Eigenschaften des Materials noch einmal präziser
unterschieden werden. Es gibt intern drei mögliche Zustände:

. Linear-elastisches Verhalten. Es tritt auf, wenn das Fließkriterium nicht erfüllt
ist (F < 0).

. kinematische Verfestigung herrscht, wenn das Fließkriterium erfüllt ist (F = 0) und
wenn die aktuelle plastische Vergleichsdehnung kleiner ist als irgendeine plastische
Vergleichsdehnung je zuvor war (i Etr,I ~ maxEtr,I) . In diesem Fall ändert sich die
Fließspannung (Radius des Fließzylinders) nicht dO"y= 0 und es ist möglich, zyklische
Beanspruchungen zu rechnen, ohne daß die Fließspannung ständig ansteigt. Die
kinematische Spannung a wird nach der Regel von Prager berechnet (daij = c dEij);
der Fließzylinder verschiebt sich also proportional zu den plastischen Dehnungen.

Bei einer Wechselbeanspruchung bewegt sich das Material nun in einer geschlossenen
Hysterese. Die kleinere Vergleichsspannung beim Fießbeginn nach einem Vorzeichen-
wechsel der Belastung, entspricht dem zuerst von Bauschinger [Bau81] beschriebenen
Werkstoffverhalten [Dah74, Rob69].

. anisotrope Verfestigung liegt vor, wenn das Fließkriterium erfüllt ist (F = 0) und
die plastische Vergleichsdehnung das Maximum über alle Zeiten angenommen hat

(\;;'1 > maxEtr,I)' Die Fließspannung ist nun eine Funktion der plastischen Vergleichs-
dehnung und ändert sich mit O"y= f( Etr,l)' Die sonst in ADINA übliche inkrementelle
Abhängigkeit ~ay = Et . ~E wird nicht angewendet, da sich solch ein Material zy-

klisch immer weiter verfestigen würde. Die kinematische Spannung aij wird weiter
mitgeführt und entsprechend korrigiert. Die anisotrope Verfestigung unterscheidet
sich somit nur durch die Erweiterung day f:. 0 von der kinematischen Verfestigung.
Das Materialverhalten entspricht nun der Kaltverfestigung.

Mit dieser Einteilung ist es möglich, zyklische Beanspruchungen zu berechnen. Die zy-
klische Spannungs- Dehnungskurve ist aber im allg. auch von der aktuellen Zykluszahl7
abhängig. Sie muß daher mehrfach, für jede Zykluszahl genau einmal, aufgemessen wer-
den. Erst bei sehr hoher Zykluszahl wird das stabilisierte Spannungs-Dehnungs- Verhalten
erreicht.

7Die Zählweise der Zyklen erfolgt so, daß die Spanne von einem Umkehrpunkt der Belastungsrichtung

zum nächsten als ein Zyklus bezeichnet wird. Man mag einwenden, daß dies nur ein halber Zyklus sei, da
man erst nach zwei dieser Zyklen wieder am Ausgangspunkt ankommt. Aber diese Zählweise vermeidet
gebrochene Zykluszahlen und wird daher bevorzugt.
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Der Kurvenverlauf wird in einer Datei abgelegt, deren Name und exakter Aufbau im An-
hang B wiedergegeben wird. Die zyklische Spannungs-Dehnungskurve kann mit sehr vielen
Stützstellen als Polygonzug aufgemessen werden. Für den kinematischen Tangentenmodul
steht eine Steigung zur Verfügung. Die Beschränkung auf ein bilineares Verhalten im Be-
reich der konstanten Lastzyklen scheint zunächst eine erhebliche Einschränkung zu sein.
Da aber zumeist nur der Spannungszustand in den Lastspitzen von Interesse ist und ein
gleichmäßiger (exponentieller) Spannungsanstieg erheblich aufwendiger zu berechnen ist,
kann man mit diesem Ansatz ohne Verlust an Genauigkeit auskommen.

t

E

Abbildung 42: zyklisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm

In der Abb. 42 ist ein Beispiel für den zeitlichen Spannungsverlauf eingetragen. Es ist fett
der Verlauf der stabilisierten zyklischen Spannungs-Dehnungskurve eingezeichnet. Auf
eine Abhängigkeit dieser Kurve von der Zykluszahl wurde hier zunächst verzichtet.

Das Beispiel zeigt eine Wechselbelastung an einer angerissenen Zugprobe:
Für ein Materialelement nahe der Rißspitze steigt die Vergleichsspannung ausgehend vom
Nullpunkt durch eine außen an der Probe angelegte Spannung sehr schnell an, überschrei-
tet beim Punkt A die Fließspannung und folgt der Spannungs-Dehnungskurve bis zum
Punkt B. Wird nun die äußere Zuglast von der Probe genommen, entlastet das Material-
element zunächst elastisch und gerät dann beim Punkt C wieder in den plastischen Bereich,
dieses mal in den plastischen Druckbereich. Selbst wenn die äußere Last gleich Null ist,
plastiziert das Materialelement noch (Punkt D)j in der Probe befinden sich Eigenspan-
nungen. Die Fließspannung für den Druckbereich O'yDist, als Folge der vorangegangenen
Zugspannung, geringer als die Zug-Fließspannung O'yD < O'yz (vgl. Abb. 42).

Kehrt man nun die äußere Belastungsrichtung um, so wandert die Vergleichsspannung
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weiter auf der Kurve bis zum Punkt E der spiegelsymmetrisch zu B liegt. Der Punkt E
wird dabei genau erreicht, wenn die Spannungsamplitude der äußeren Last gleich groß war,
wenn kein llißuferkontakt stattfindet und wenn die Spannung-Dehnungskurve unabhängig
von der Zykluszahl ist. Folgt nun wieder eine Zuglast, so wird über den Punkt F wieder der
Punkt G=B ereicht. Anschließend kann diese Hysterese beliebig oft durchlaufen werden.
Die Spannungen werden sich dabei nur durch innere Spannungsumlagerungen geringfügig
ändern.

Sollte die Lastamplitude der äußeren Last dann noch einmal angehoben werden, wird
die Vergleichsspannung über B (oder E) hinaus bis zu einem höheren Niveau H auf der
zyklischen Spannungs-Dehnungskurve anwachsen. Von hier aus ist dann wieder eine ge-
schlossene Hysterese auf einem höheren Niveau möglich.

Nutzt man auch noch die Möglichkeit die Spannungs-Dehnungs-Kurve von Zyklus zu Zy-
klus zu ändern, wird sich eine Kurve ergeben, wie sie in Abb. 43 dargestellt ist.
Mit fettem Stift sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven für den ersten, zweiten und dritten
Zyklus eingezeichnet.

Abbildung 43: zyklisches Spannungs-Dehnungs Diagramm

Auch hier steigt die Spannung vom Nullpunkt über A bis zum Punkt B an. Danach ändert
sich die Belastungsrichtung und die Vergleichsspannung wandert über C, D zu Punkt E.
Liegt ein zyklisch entfestigendes Material vor, so ist der Punkt E schon ein wenig auf der
zyklischen Spannungs-Dehnungskurve des 2. Zyklus heraufgeschoben.

Folgt anschließend wieder eine Zuglast, schließt sich die Hystereseschleife nicht mehr wie
in Abb. 42, sondern über den Punkt F gelangt man zu einem neuen Punkt G, der auf der
Spannungs-Dehnungskurve des 3. Zyklus liegt. Dabei wird der Punkt G die gleiche pla-
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stische Vergleichs dehnung wie der Punkt Bund E haben. Grundsätzlich ist eine Rißspitze
mit einer dehnungsgeregelten Last beaufschlagt.

Die Frage, ob der Punkt G überhaupt erreicht wird, hängt ganz wesentlich von der plasti-
schen Zone ab. Durch Spannungsumlagerungen kann es zu einer relativen Entlastung in
einzelnen Bereichen kommen. Die Spannung würde dann vor dem Punkt G stehenbleiben.
Allgemein kann man sagen, daß die Hysterese um so größer ist, je näher der betrachtete
Punkt an der Rißspitze ist und um so mehr er auf der Vorderflanke der plastischen Zone
liegt, also in dem in der Abb. 34 dargestellten Gebiet.

7.1 Aufruffolge des Materialgesetzes

Das Materialgesetz in dem Unterprogramm CUSER3 wird von ADINA in 4 verschiedenen
Modi aufgerufen. Die Steuerung dieser Modi erfolgt, wie in der Abb. 44 zu sehen ist, über
die Variable KEY:

Bei KEY=l wird das Materialgesetz initiiert, d.h. es werden alle Startwerte in die bei den
Arbeitsfelder ARRAYund IARRAY eingetragen. Ist KEY=2 dann werden die tatsächlichen
Spannungen in den Elementen berechnet, die sich nach einem Lastschritt unter Berücksich-
tigung aller nicht linearen Effekte ergeben. Bei KEY=3 wird die Materialsteifigkeitsmatrix
zum Lösen des globalen Gleichungssystems linearisiert. Ein Ausdruck der Elementspan-
nungen erfolgt jeweils bei einem Aufruf mit KEY=4.

Notwendigerweise wird das Materialgesetz zunächst einmal mit KEY=l aufgerufen, um die
lokalen Variablen zu initiieren. Danach folgt für jeden Lastschritt die Sequenz: KEY=
3 ,2,3,2, . .. ,3,2,4,3 - linearisieren - korrigieren - . . .- ausdrucken. Die Häufigkeit der
KEY=3,2 Wiederholungen hängt von der Anzahl der Iterationen ab, die notwendig sind,
um das Gleichgewicht an den globalen Knoten wieder herzustellen.

Das die linearisierte plastische Materialsteifigkeitsmatrix beim Lösen des globalen Glei-
chungssystems verloren geht und die Sequenz daher mit KEY=3 startet, ist mit Rücksicht
auf den Speicherplatz akzeptabel. Leider wird das Materialgesetz in ADINA noch weit
häufiger aufgerufen.

7.2 Parameterübergabe und Initiierung des Materialgesetzes

Dem Unterprogramm CUSER3 werden via ADINA-IN oder durch das ADINA-Eingabefile
feste 8 Parameter im Vektor CIl (8) (Constants Temperatur Independent), 4 Parameter
im Vektor SCP(4) (Solution Control Parameter), sowie 5 Parameter in CTD(S) (Constants
Temperatur Dependent) übergeben. Letztere sind für konstante Temperatur ebenfalls
Konstanten.

Die Belegung aller Variablen ist im Anhang A aufgelistet.

Die ersten Elemente des Feldes CIl enthalten den Elastizitätsmodul, die Querkontrakti-
onszahl und den kinematischen Tangentenmodul.
Von dem Inhalt der Variablen CTI (4) hängt eine Fallunterscheidung ab:
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AUSDRUCKEN
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SPANNUNGEN
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Abbildung 44: Flußdiagramm der Hauptzweige

. Ist CTI(4) ~ 0 , dann werden alle weiteren Materialdaten via einer Datei eingelesen,
die im Anhang B beschrieben ist. CTI(4) bis CTI(8) sind dann bedeutungslos.

. Ist CTI(4) > 0, dann wird dieser Wert als Anfangs-Fließspannung angesehen und
die folgenden beiden Zahlenpaare bestimmen die Eckpunkte eines trilinearen Span-
nungsverlaufs der anisotropen Fließspannung.

Die SCP aktivieren nur echte Kontrollfunktionen und können normalerweise gleich Null
gesetzt werden. (Damit ergibt sich auch die kürzeste Rechenzeit.) Werden für SCP Werte
angeben, so wird damit ein besonderer Integrationspunkt ausgewählt, für den sehr viele
Zwischenergebnisse auf dem Kanal 111 abgelegt werden.
Die temperaturabhängigen Konstanten CTDwerden nicht gebraucht.

Neben diesen Übergabeparametern werden jedem Integrationspunkt zwei interne Arbeits-
felder ARRAY(65) und IARRAY(2) zur permanenten Speicherung von Zwischenergebnissen
zur Verfügung gestellt. Bei Iterationen werden diese Felder immer mit den gleichen Start-
werten gefüllt an CUSER3 übergeben.
Der Inhalt dieser Felder ist ebenfalls im Anhang A wiedergegeben.

Die Initiierung des Materials, angezeigt durch KEY=l, wird für jedes Element gen au einmal
mit dem ersten Integrationspunkt durchlaufen. Alle Kennwerte werden dabei so einge-
stellt, als wäre ein linear-elastischer Rechnenschritt vorangegangen.
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Beim ersten Element jeder Elementgruppe wird zusätzlich ein Feld namens DE(6,6) an-
gelegt, das die linear-elastische Steifigkeitsmatrix enthält. Es dient nur der Vereinfachung
und Beschleunigung der folgenden Algorithmen.

7.3 Linearisieren der Materialsteifigkeitsmatrix

Drei wesentliche Eigenschaften kennzeichnen das Materialverhalten bei elastisch-plasti-
schen Rechnungen:

. das Fließkriterium8 das festlegt, ob plastisches Fließen stattfindet;

. das Fließgesetz9 oder Fließregel, das beschreibt wie Fließen funktioniert;

. das Verfestigungsgesetz, das die Veränderung des Fließkriteriums infolge des Fließens
festlegt.

Zahlreiche Autoren geben eine gute Einführung in dieses Gebiet: (Bat86, Bet85, Bur92,
Goe85, Ism79, Reck67, UhI85].

7.3.1 Das linear-elastische Material

Falls das Fließkriterium nicht erfüllt ist (F < 0), wird die Steifigkeitsmatrix nach dem
linear-elastischen Gesetz gebildet. In diesem Fall entspricht das Material einem ganz
normalen Hookeschen Stoff. Die Materialsteifigkeitsmatrix lautet:

Die Spannungszuwächse sind dann für die finiten Lastschritte:

da- = De . dc (38)

Es bietet sich an, alle Elemente dieser elastischen Materialsteifigkeitsmatrix ne in einem
Feld DE(6,6) permanent zu speichern, da sie häufig benutzt werden.

8Das Fließkriterium (oder die Fließbedingung) ist erfüllt, wenn es gleich Null ist; Zustä.nde in denen
das Fließkriterium größer als Null ist, sind unzulässig. Bei Werten unter Null wird das linear-elastische
Hooke-sche Gesetz herangezogen.

9 Fließgesetz
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7.3.2 Die nicht lineare Rechnung

Das Fließkriterium:

Für das Fließkriterium F gibt es auf der Grundlage der Vergleichsspannung nach Huber-

v.Mises-Hencky[Mis28] eine Reihe gleichwertiger AnsätzelO. Gewählt wird:

F (O'
(} (P ) - ~ s..

's" _0'2
" - 2 tJ tJ y (39)

Hierin ist die kinematische, deviatorische Spannung 8ij enthalten.

1
8ij = O'ij- (}ij - 3"OijO'mm (40)

Die kinematische Spannung (}ij beschreibt die Verschiebung der Fließfläche F = O.

Allgemein ist das Fließkriterium auch von der Temperatur und Verformungsgeschwin-
digkeit abhängig [Dah80] und es ist orthotrop; diese Abhängigkeiten werden hier nicht
berücksichtigt.

Die Formulierung nach Mroz [Mro67] mit gestaffelten Fließkriterien wird nicht verwendet,
da diese viel Rechenaufwand benötigt, um die Verschiebung der einzelnen Fließflächen
zu bestimmen [Ott87]. In einem Vergleich verschiedener Werkstoffgesetze bestätigt Nyman
[Nym87], daß die kombinierte anisotrope (kinematische + isotrope) Verfestigung für zy-
klische Belastungen gute Ergebnisse liefert. Er hat das Werkstoffgesetz von Mroz mit der
kinematischen und mit der isotropen Verfestigung verglichen, sowie Kleinproben geprüft.

Die Verfestigung nach Mroz hat auch zur Konsequenz, daß die zyklische Spannungs-
Dehnungs-Kurve genau der verdoppelten statischen Kurve entsprechen muß. Eine
Eigenart die nur für Materialien ohne ausgeprägte Streckgrenze annehmbar ist und als
Masing-Hypothese [Mas26] bezeichnet wird. In der hier dargestellten Formulierung
sind hingegen die statische und die zyklische Spannungs-Dehnungs-Kurve voneinander
unabhängig.

Das Fließgesetz:

Die Dehnungen setzen sich aus einem elastischen und einem plastischen Anteil zusammen,
nur die elastischen Dehnungen rufen Spannungen lt. GI. 38 hervor.

{ ,. _ { e
+

{ P
tJ - ij ij (41)

Die plastischen Dehnungen d{i~ müssen parallel zu der Normalen auf der Fließfläche F = 0
sein (assoziiertes Fließgesetz oder Normalenregel):

ßF
dEi?~= dA'-tJ ß O'ij

(42)

IOIn diesem Kapitel wird hauptsächlich die Tensorschreibweise benutzt. Zur Unterscheidung werden die
Variablen in dünner Schrift und ohne - gesetzt: (Tij, (ij, D;'jkl statt iT, l, DiJ
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Das Fließkriterium (2):

In dem Fließkriterium (GI. 39) wird der hydrostatische Druck als nicht schädigend ange-
nommen. Eine Annahme, die sich bei den üblichen Konstruktionen bewährt hat, die aber
im Rißspitzenbereich bei hohen plastischen Dehnungen weniger gut zutrifft. Da lt. GI. 42
die plastischen Dehnungen parallel zu dem Fließkriteriumgradient ist und das Fließkri-
terium nicht von O'mm abhängt, folgt daraus, daß auch die plastische Volumendehnung
fJ:.m verschwindet. Diese Volumenkonstanz entspricht zunächst auch allen Beobachtun-
gen, aber vor der Rißspitze bilden sich Mikrorisse, die bei großen plastischen Dehnungen
mit erfaßt werden müssen, um brauchbare Ergebnisse zu erzielen.

Bewährt hat sich in diesem Sinn das Materialmodell von Needleman und Tvergaard [Nee87,

Tve91, Mee90, Shi84] mit dem Fließkriterium F*:

F *
3 SijSij f * ( h

O'mm ( f * »)= - - - 1 + ql 2. cos - - ql2 0'2 20'y y
(43)

Wobei f* eine Funktion der Hohlräume im Material und ql eine Grenze für den Volumen-
anteil der Voids [Sun88] ist.

Verglichen mit dem v.Mises-Kriterium in GI. 39 ist der letzte Term hinzugekommen, der zu
Beginn der Rechnung über f* = 0 noch verschwindet und erst bei hohem hydrostatischen
Zug wirksam wird. Die Verbesserung dieses Materialgesetzes schlägt sich aber erst bei
hohen Dehnungen f P > 10% nieder [Sun88]. Bis dahin sind die Abweichungen zu dem
einfacheren v.Mises-Kriterium gering. Derart hohe Dehnungen treten erst beim Vollpla-
stizieren kurz vor dem Durchriß auf. Da das v.Mises-Kriterium zu sehr viel einfacheren
Gleichungen und Ableitungen führt, wird es mit Rücksicht auf die Rechenzeit in dieser
Arbeit verwendet.

7.3.3 Isotrope Verfestigung

Während des Fließens muß das totale Differential des Fließkriteriums F verschwinden,
damit F = 0 erfüllt ist:

öF öF öF P
~ dO'ij + ~ daij + !}p dfij = 0U O"J U a'J u fij

(44)

Die Bezeichnung isotrop ist hier so zu verstehen, daß sich im Fall der isotropen Verfestigung
die kinematische Spannung aij zwar nicht ändert - aber vorhanden istll. Die GI. 44
reduziert sich damit auf:

öF öF p
~ dO'ij + !}"p dfij = 0
U 0") U fij

Die Gleichungen 38 und 41 können zusammenfaßt

(45)

dO'kl = Dtjkl' dffj

D~okl
. (dfo 0 - df.~ )

') 'J ')

(46)

(47)

llDer Spannungszustand ist damit natürlich immer noch anisotrop (vgl. [BaI65]), aber die weiteren

Änderungen sind isotrop.
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und in GI. 45 eingesetzt werden:

8 F e ( d P) 8 F
d

p_
8 Dijkl dEij - Eij + _

8
p Eij = 0

0' kl Eij
(48)

Aus der Fließregel (GI. 42) folgt dann für den Skalar dA:

aF De
d \ - 8ü'i:i ijkl dA = aF aF aF e aF . Eij

a;rr &
U'J"

- 8ü'i:i D ijkl &U,j
'J

(49)

Somit ergibt sich der elastisch-plastische Steifigkeitstensor D~Jkl für die isotrope Verfesti-
gung zu:

(
De ~.2...L Dtf.

)
e mnkl 8 Umn 8 Uop IJOP ep

dO'kl = Dijk1 + 8F 8F 8F e 8F . dEij = Dijk1 . dEij
-;:;-:p---D.. -
8 (,j & U,j 8 Ukt IJkl 8 U,j

(50)

bzw. in der Matrizenschreibweise:

dÖ" = (
De _ Deq(Deqf

)
mit den Abk""

pT q + qTD' d' ~ D'P
"

d -

urzungen P
.

q
E

, q.

(51)

T _ _ (8F 8F 8F 28F 28F 28F )p - 8 -p , 8 -P' 8 -P' 8 -P' 8 -P' 8 -P
EI E2 E3 E4 ES E6

(52)

(8F 8F 8F 8F 8F 8F )- -p, -p, -p, -p, -p,-p8 E11 8 E22 8 E33 8 E12 8 E23 8 E31
(53)

(8F 8F 8F 28F 28F 28F )8Ö"1'8Ö"2'8Ö"3' 8Ö"4' 8Ö"s' 8Ö"6
(54)

( 8F 8F 8F 28F 28F 28F )80'11 ' 80'22' 80'33' 80'12' 80'23' 80'31
(55)

Die Produkte in GI. 51 mit der linear-elastischen Steifigkeitsmatrix lassen sich für den
Zähler und den 2.Term im Nenner noch zu einem einfachen Vektor bzw. Skalar zusam-
menfassen:

E
(1 + v)(1 - 2v)

(1 - V)ql + vq2 + vq3

vql + (1 - V)q2 + vq3

vQl + vQ2+ (1 - V)Q3
1-2v
~Q4
1-2v
~Qs
1-2v
~Q6

(56)
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qTDeq _ E(1-v )_
(

2 2 2
)

(1 + v)(1 - 2v)
ql + q2 + q3 +

+
2Ev

(1 + v)(1
_

2v)
(qlq2 + q2q3 + q3ql) +

E
+ (

2 + 2 2
)?( 1

-I- 11 \
q4 qs + q6 (57)

In der GI. 50 sind noch die beiden Ableitungen des Fließkriteriums nach der plastischen

Dehnung bzw. nach den Spannungen enthalten.

Das Spannungs-Dehnungs-Verhalten wird üblicherweise in einem (1'-f Diagramm darge-
stellt. Dabei wird an einen Zugstab gedacht, der eindimensionale Zugspannungen in sei-
ner Längsachse aufweist und sich in drei Dimensionen dehnt. Der Tangentenmodul Et ist
damit definiert:

d(1'x = Et . dfx

Der untere Index x steht für die Stablängsrichtung x.

(58)

Will man diese Eigenschaften auf einen allgemeinen 3D Fall ausdehnen, so daß das o.G.
ein Sonderfall daraus ist, dann interpretiert man das Spannungs-Dehnungs-Diagramm als
eine Auftragung der 2. Invarianten der Spannung über der 2. Invarianten der Dehnung;
bzw. der Fließ- oder Vergleichsspannung über der Vergleichsdehnung. Der Übergang von
der Vergleichsspannung (1'vgl zur Fließspannung (1'y wird dabei durch das Fließkriterium
F = 0 hergestellt.

(1'y = (1'vgl= !(fvgl) (59)

Der elastische Anteil an den Dehnungen ist ohne Bedeutung und kann herausgezogen wer-
den. Im Fall eines konstanten Tangentenmoduls ergibt sich ein effektiver Tangentenmodul
nach GI. 61 aus der Anpassung an den üblichen Zugversuch in GI. 58.

d(1'y(f~l) = Eeff
df~l

Eeff =
E . Et

E- Et
Die plastische Vergleichsdehnung f~l ist dabei als

(60)

mit (61 )

P _ /2 P P
fvg1 - V:3 fij . fij

~ (-p.
+ -:;l)-P + -:;l)-P + 0 5(-P-P + -:;l)-P + -P-P ))V :3 ~fi ~ f2f2 f3f3 . f4f4 fSfS f6f6

(64)

Damit läßt sich nun die partielle Ableitung, die in GI. 50 benötigt wird, herleiten:

o F _ o(~ Sij . Sij - (1';) _ 0(1';
o fP. - 0 f.P - 0 f .1>.

D D D

4 O(1'y(fP) 1
P- --.(1' . '-'f..- 3 Y 0 f P f P IJ

(65)

(66)
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bzw. es berechnet sich p in GI. 52 mit der GI. 60:

4
f)ay ay

P=3" f)(p(p

P
(11

P
(22

p
(33

p
(12

P
(23

P
(31

2
f) ay ay

=3"f)(P(P

2 -P(1

2 -P(2

2 -p
(3

-p
E4

-PES

-P(6

= 1 E eff a y
3 -EP

2 -PEI

2 -PE2

2 -P
E3

-P(4

-P(S

-P(6

(67)

p

Eine Schwierigkeit besteht noch darin, daß der Term ~ beim Fließbeginn noch nicht
definiert ist (§). Ersatzweise wird dort (( p

< 0.00001) mit der elastischen Dehnung und
Vergleichsdehnung gerechnet:

f)F
4 f)ay((P) 1

a. . .(..
f) P - 3 Y f) P

-/2
I)

Ei)
'

E
- ('" E"3 I) I)

(68)

Die zweite partielle Ableitung in GI. 50 läßt sich ebenfalls noch konkreter schreiben:

f) ~ij [~ Sij . Sij - a;]

= 3(aij -1 t5ijamm - (aij -1 t5ijamm))

(69)

(70)

Da aij stets proportional zu Ei} ist und die plastische Volumendehnung (rhm = 0 ist, kann

der letzte Term ~ t5ijamm entfallen.

f)F

f) a.. = 3( aij - aij - 1 t5ijamm) = 3 Si )
'

I)
(71)

Aus der GI. 42 wird damit die bekannte Levy-voMises-Fließregel [Bet85]:

f)F
d(~. = dA' - = 3dAsij

') f) aij
(72)

In der Matrixschreibweise wird q in GI. 54 mit der GI. 71 zu:

q=3

S11

S22

S33

2S12

2S23

2S3l

=3

(al-Öl-am)

(a2 - Ö2 - am)

(a3 - Ö3 - am)

2(a4 - (4)

2(as - ös)

2(a6 - (6)

1
am = 3" aii (73)

Das Produkt im ersten Term des Nenners in GI. 51 ist damit:
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auy Uy
pT q = 4

a f P f P

-Pf1

-Pf2
-Pf3
-Pf4

-Pfs
-Pf6

(0-1 - Öl - Um)

(0-2 - Ö2 - Um)

(0-3 - Ö3 - Um)

(0-4 - (4)

(o-s - ös)

(0-6 - (6)

(74)

7.3.4 Anisotrope Verfestigung

Während des Fließens gilt wie schon zu GI. 44 gesagt dF = O. Im Gegensatz zur isotro-

pen Verfestigung (GI. 45) kann jetzt die kinematische Spannung nicht mehr als konstant
angesehen werden.

aF aF aF P-a .. dUij + -a .. daij + -a P dEij = 0
ul) al) Eij

(75)

Nimmt man entsprechend der Pragerschen Fließregel an, daß sich der Mittelpunkt der
Fließfläche - die kinematische Spannung aij - in Richtung der aktuellen plastischen Deh-
nung verschiebt, dann gilt (vgl. GI. 42):

aF
daij = CdE.P = cdA. - (76)I) aUij

Der Proportionalitätsfaktor12 c enthält den Bauschinger-Effekt [Bau81].

Ebenso wie bei der isotropen Verfestigung von GI. 46 bis GI. 51, läßt sich auch hier der
elastisch-plastische Materialsteifigkeitstensor aus GI. 75 und GI. 76 herleiten.

a F e ( P ) ( aF aF )
p

-a .. Dijkl dEij - dEij + c-a .. + -a P dEij = 0
ul) al) Eij

(77)

_ oF
D.e' klOUkl I)

.dE"dA =
2..L 2L oF 2L _ 2..L D~. 2L

I)

COOlij OU;j + O{lj OUij OUkl l)kloUij

(

De --2.L.2L. D~.

)
mnkloumn oUop IJOP

ddUkl = D{jkl + oF oF
+

oF oF _ oF D.e. oF
. Eij

ca Oli) a Ui) a {f; OUij a Ukl IJkl
oU'J

(78)

(79)

Offensichtlich ist relativ zur isotropen Verfestigung (GI. 50) nur der Term cl::) ::;) hin-
zugekommen. Um diesen Skalar zu berechnen, benötigt man die Ableitung des Fließkri-
teriums nach der kinematischen Spannung. Mit der GI. 39 und 40 berechnet sich diese
Ableitung zu:

aF a
a aij

= a aij a
Sij . Sij - u;]

= -3Sij

(80)

(81)

12In [Goe85] wird für ST45/60 c = 2970 m~2 angegeben. Ein Wert den Dahl in [Dah74] bestätigt.
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und daraus folgt :::j:~ = -3Sij .3Sij mit F = 0 = ~ SijSij - 0'; während des Fließens:

{JF 2
{JF _

= -6cO'yc-
{JO'..{JQij IJ

(82)

In der Matrizenschreibweise ergibt sich damit für die Spannungszuwächse:

du = (
De _ Deq(Deq)T

)
df =

Dep . df
-6cO'; + pT q + qTDeq (83)

Die elastisch-plastische Materialsteitigkeitsmatrix in GI. 83 ist nun mit Gleichung 56, 74
und 57 leicht zu berechnen.

Nunmehr sind in dieser allgemeinen Form von GI. 83 alle internen Materialtypen enthalten:

. lineare-elastische Rechnung :::} der zweite Term in GI. 83 entfällt.

. ideal-plastischeRechnung :::} c = 0 und Ipl = 0

. isotrope Verfestigung :::} c = 0

. kinematische Verfestigung :::} Ipl = 0

. anisotrope Verfestigung :::} alle Terme besetzt.

Die einzige Spezialisierung steckt in dem Fließkriterium (GI. 39) selbst: die Form der
Fließoberfläche ändert sich nicht. Sie bleibt immer ein Zylinder, der parallel zur ersten
Raumdiagonalen im Hauptspannungsraum liegt. Der Radius (Fließspannung) und die
Position (kinematische Spannung) sind aber veränderlich.

Die Abb. 45 gibt noch einen Überblick über den Entscheidungsablauf und über die Glei-
chungen beim Linearisieren der Materialsteitigkeitsmatrix.

7.4 Die Materialkonstanten

In der GI. 83 sind nunmehr zwei Konstanten enthalten, die das Verhältnis der Fließspan-
nung zur Dehnung steuern:

. Der kinematische Proportionalitätsfaktor c und

. Die Ableitung der Fließspannung nach den plastischen Dehnungen ~<7!1 , die den{p

Vektor p in GI. 74 skaliert.

Beide werden in Anlehnung an den Zugversuch bestimmt. Dabei läßt sich wie auf Seite
57 (GI. 60) dargestellt schreiben 13.

dO'y=E;ff.dfP (84)

13Der obere Index 011 bei dem Tangentenmodul steht für effektiv, also bezieht er sich auf die plastische
Vergleichsdehnung. Während sich der Tangentenmodul ansonsten auf die gesamte (elastische plus plasti-
sche) Dehnung bezieht. Der untere Index z.B. bei Ek steht für den kinematischen, Ei für den isotropen

und Ea steht für den anisotropen Tangentenmodul.
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LINEARISIEREN

..:.. 8F _ 4 8uy([P)
p-'ä"?" - -3"

. (Ty. 8[p
')

1 .
f"

V~ ""..
'3

3 C'} C'}

A 8Fq= 8Uij

Deq=

X = -6ca; + pT q + qTDeq
Dep = De - X-I. Deq(Deq)T

8 F _ 4 8 U ([ P)
[p

"P' - -- . (T. y
..!.1..

[ij 3 Y 8
[ p . [p

nach GI. 73

nach GI. 57

nach GI. 83

Abbildung 45: Flußdiagramm zum Linearisieren der Materialsteifigkeitsmatrix

61
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Im Zugversuch selbst kann natürlich nur die gesamte, also anisotrope Verfestigung, be-
stimmt werden. Diese setzt sich additiv aus der kinematischen plus der isotropen Verfe-
stigung zusammen.

Folgt auf eine Belastungsphase eine Lastumkehr , so daß Fließen in der alternierenden
Richtung (Zug/Druck) auftritt, ist an der entsprechend kleineren Fließspannung in dieser
Gegenrichtung der kinematische Spannungsanteil abzulesen; dies entspricht dem Bauschin-

ger-Effekt 14.

Bei der Umrechnung von den einzelnen Steifigkeitsanteilen findet im Gegensatz zu GI. 61
eine Wechselwirkung statt:

Soll in einer anisotropen Rechnung der effektive Tangentenmodul E;ff für den isotropen
Anteil berechnet werden, so muß der Einfluß des kinematischen Tangentenmoduls berück-
sichtigt werden. GI. 61 wird ersetzt durch:

E~ff =
E. Ei _ {)(1y

t --E - Ea {)EP
(85)

Der Tangentenmodul E;ff entspricht dann der Ableitung der Fließspannung nach der

plastischen Vergleichsdehnung ~:~ , die in GI. 67 für p benötigt wird.

Für den rein kinematischen Tangentenmodul bedeutet dieses in GI. 76:

c = ~ Eeff _ 2
E. Ek

3 k -- 3E-E a
(86)

Der Faktor ~ entsteht durch den Einfluß der Querkontraktion auf a und damit auf die
Vergleichsspannung.

Entnimmt man den effektiven, anisotropen Tangentenmodul z.B. der Dissertation von
Klee[KIen], so berechnet sich der anisotrope Tangentenmodul nach GI. 87 unter Berück-
sichtigung der wahren Spannungen (1' (GI. 87) und der wahren Dehnungen 15 E' (GI. 88).
Anschließend sind ~(7y und c über die GI. 85 und GI. 86 zu berechnen.

fP

E .Eeff
Ea = a

ff = Ek + Ei (87)E+E~
I

E = ef - 1 (88)
(1 = (1'(1 - ! E)2 (89)

Im allgemeinen Fall sind alle Tangentenmodule über der plastischen Vergleichs dehnung
nicht konstant sondern veränderlich. In dieser Arbeit ist Ea = Ea( E) eine Polygonkurve
aus Messungen und Ek eine von der Vergleichsdehnung unabhängige Konstante.

14Während der Bauschinger-Effekt nach [Back72] in einen temporären und einen bleibenden Anteil auf-
geteilt wird, soll in dieser Arbeit unter BauschingerEffekt nur der bleibende Anteil verstanden werden. Der
temporäre Anteil ist mit einem linearen Ansatz des Tangenmoduls nach Prager nicht zu erfassen.

15Die wahre Dehnung wird auch logarithmische Dehnung, natürliche Dehnung oder Umformgrad genannt.
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7.5 Die Elementspannungen

Jeder Zeitschritt beginnt damit, daß die Steifigkeitsmatrix bezüglich des letzten, erfolgrei-
chen Schrittes linearisiert wird und das lineare Gleichungssystem gelöst wird. Nunmehr
müssen die Spannungen an den einzelnen Elementen überprüft und ggf. korrigiert wer-
den. Anschließend wird das Gleichungssystem sooft mit den nicht ausgewogenen Kräften
belastet, bis eine gegebene Iterationsgrenze unterschritten wird. Für infinitesimal kleine
Lastschritte könnte diese Korrektur komplett entfallen.

Die Konstruktion der Materialsteifigkeitsmatix wurde im vorausgegangenen Kapitel dar-
gestellt, das Lösen des linearisierten Gleichungssystems wird von ADINA intern organisiert.
Im Folgenden wird gezeigt, wie aus den berechneten und damit vorgegebenen Dehnungen
die zugehörigen tatsächlichen Spannungen ermittelt werden.

Da in diesem Kapitel die Zustandsgrößen der verschiedenen Zeitschritte sorgfältig ausein-
andergehalten werden müssen, wird ein Zeitindex links oben eingeführt (z.B.: tF). Die
Zeit des vergangenen (stabilen) Schrittes wird mit t bezeichnet, der aktuell zu errech-
nende Schritt mit t + dt oder kurz: T. Für Iterationen etc. innerhalb der Zeitschritte
wird das Symbol r benutzt. Die Relation t :S r :S T ist dabei nicht im Sinn einer zeitlichen
Entwicklung, sondern einer iterativen Verbesserung zu verstehen.

7.5.1 Selektion des Types der Rechnung

Schon bei der Berechnung der Materialsteifigkeitsmatrix wurde abgelegt in welchem Zu-
stand der letzte Schritt ausgeführt wurde. Die Variable IARRAY(l) zeigt den Zustand an:
( -1 = linear-elastisch, 0 = kinematisch, + 1 = anisotrop).

Nachdem die Materialsteifigkeitsmatrix (GI. 83) restauriert 16 wurde, wird eine erste N ähe-
rung für da- gemacht:

d - tn.ep d -u=.u . f

'Ta-= ta-
+ da-

(90)

(91)

Für die kommenden Fallunterscheidungen wird ein Zeiger benötigt:

sds = ts . De . dE (92)

Der skalar Zeiger sds gibt an, ob eine Umkehr der Belastung erfolgt ist. sds ist kleiner
als Null, solange eine Entlastung des jeweiligen Elementes stattfindet. Es wird hierzu
das Skalarprodukt aus der kinematischen, deviatorischen Spannung ts mit der Spannung,
die die gegebenen Dehnungenzuwächse df an der linear-elastischen Materialsteifigkeitsma-
trix Deerzeugen würden, errechnet. Dieses Kriterium versagt weder bei ideal-plastischem
Material, noch wenn der elastische Bereich in einem Schritt durchquert wird.

Die mittlere Spannung (hydrostatischer Druck) wird benötigt

1 ( 'T- + 'T- + 'T- )Um =:3 U1 U2 U3 (93)

16Die Materialsteifigkeitsmatrix wird leider beim Lösen des globalen Gleichungssystems gelöscht
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und damit kann die erste, vorläufige Annahme für die kinematischen, deviatorischen Span-
nungen ausgeführt werden

TSi = T(ji - ti}i - Um

TSi = T(ji - ti}i

i=I,2,3
i = 4,5,6

(94)

(95)

Das Fließkriterium (Zeitzuordnung beachten) lautet damit:

TF (TU h tf P ) - ~ TS' .TS" _ tu2

"
- 2 IJ IJ Y (96)

Nunmehr folgt ein Block in dem entschieden werden muß, von welcher Art dieser Last-
schritt war, da bisher nur eine Theorie für den reinen elastischen und eine Theorie für
den plastischen Belastungsschritt vorhanden ist. Es liegt aber in der Natur der finiten
Rechnung, daß auch die Belastung in finiten Schritten aufgebracht wird und damit al-
ler Wahrscheinlichkeit nach der Übergang vom elastischen zum plastischen Bereich nicht
gen au auf einer Schrittgrenze liegt.

Abbildung 46: Mögliche Pfade im Hauptspannungsraum

Überschreitet man aktuell diese Grenze, muß der Lastschritt intern in einen elastischen
und einen plastischen Teilschritt zerlegt werden.

Die folgenden Konfigurationen sind dabei denkbar (vgl. Abb. 46):

a.) Innerhalb des elastischen Bereichs: so muß trARRAY(I)= -1 gewesen sein und TF < 0
In diesem Fall sind nur noch alle Werte zu aktualisieren:

T(j = T(j Ta = ti} etc. (97)

und die Rechnung für diesen Lastschritt ist vollständig beendet. Die gewöhnliche
linear-elastische Theorie wird angewandt.
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b.) Ein rein plastischer Schritt: schon der letzte Lastschritt war plastisch trARRA Y(1) 2: 0
und nun ist der Spannungszuwachs du auswärts der Fließfläche gerichtet sds 2: 0
(GI. 92). Später ist noch zu untersuchen, ob anisotrope bzw. kinematische Verfe-
stigung vorliegt. Alle Rechnungen erfolgen mit der plastischen Theorie, wie sie im
Kapitel 7.3.4 und im Folgenden beschrieben wird.

c.) Die Rückkehr aus dem plastischen zum elastischen Bereich (Entlastung); trARRAY(l) 2:
o und sds < o. Da GI. 91 in jedem Fall ausgeführt wurde, ist zunächst die Spannung
wieder auf den Originalwert bei Betreten des Unterprogramms zu bringen, dann
muß IARRAY(l) = -1 gesetzt werden und danach müssen die Gleichungen GI. 90 bis
GI. 96 mit 1YP = tne neu berechnet werden; so als hätte der Schritt infinitesimal
innerhalb des elastischen Bereichs begonnen.

Die Möglichkeit, daß der elastische Bereich vollständig durchquert und die Fließfläche
wieder erreicht wird, kann mit der folgenden Prüfung abgefangen werden.

d.) Das Verlassen des elastischen Gebietes in den plastischen Bereich hinein trARRAY(l) =
-1 und TF 2: 0 . Dieses Mal ist weit mehr zu tun, da der elastische Anteil abgespalten
werden muß (nächstes Kapitel) und erst dann für die verbliebene Dehnung wie im
Fall b.) verfahren werden kann.

e.) Das Entlasten aus dem plastischen Gebiet heraus - durch den elastischen Bereich
hindurch - wieder ins Plastische. Rechnung zunächst wie unter c) dann d) und b).
Diese Möglichkeit mutet zunächst etwas exotisch an, da scheinbar die Schrittweite
der Belastung sehr groß ist. Für das Element unmittelbar an der Rißspitze wird
dieser Fall aber bei einer Verminderung der äußeren Kraft sofort eintreten.

Die Abb. 47 gibt einen Einblick über die Entscheidungen und Pfade in diesem Programm-
teil.

7.5.2 Abspalten des elastischen Anteils eines Lastschrittes

Da der letzte Lastschritt im elastischen Bereich endete, muß tF < 0 sein und die vorläufige
Berechnung für TF nach GI. 96 hat einen Wert größer als Null ergeben. Der Spannungs-
zuwachs aus der GI. 90 wird nun derart mit einem Skalar t (mit 0 < t < 1 ) multipliziert,
daß TF = 0 wird (vgl. GI. 98 und Abb. 48). Für diese Spannungszuwächse du lassen
sich dann die entsprechenden elastischen Dehnungen dc ermitteln und von df abziehen.
Danach kann so weitergerechnet werden, als hätte der Lastschritt schon im plastischen
Bereich begonnen.

Ta = ta + t . da (98)

(99)TF (Ta h tf ) - ~ TS' .(t ) TS' .(t ) - ta2 1- 0, , - 2 tJ tJ Y -
Mit der entsprechend modifizierten kinematischen Spannung:

t1 t t ( 1
)aij - - Oij amm - (Xij + t. dO"ij - - oijdO"mm

3 3
ts . . + t . ( b. . )y y

(100)

(101)
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SPANNUNGEN

zyklus = zyklus+1
{Ju.

= 0{JE'd(Ti = DePdEj

sds = ~Sid(Ti
(Ti = (Ti+ d(Ti

nach GI. 94

ja

hard = lin.-elast.
(Ti =

r(Ti - d(Ti
Dep

= De

d(Ti = DedEj
(Ti = (Ti + d(Ti

Si = nach GI. 94

dA = X. qDedE
EI' = EI'+ qdA

u= nach GI. 111
(Ti = (Ti + u . d(Ti

dEi = -u . dEi

nach GI. 117

LINEARISIEREN

ja

{Ju. - 0
{JE' -
hard = kinern.

ma"'E P = E P

hard = anisotrop

nach GI. 120

RETURN

Abbildung 47: Flußdiagramm zur Berechnung der tatsächlichen Spannungen
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Abbildung 48: Abspaltung des elastischen Anteils

Die GI. 99 und GI. 101 kann mit den Hilfsskalaren a, ß und I nach t aufgelöst werden:

= _ ~:1 r(~)
2

_ 1. + ~ C1~

a V a a 3a

= _ ~:1 r(~)
2 _ ~ tF

a V a 3a

7.5 Die Elementspannungen

(102)

(103)

a = bij bij

ß -t s ..b..
- tJ tJ

'V -
tS " ts' .

I - tJ tJ

= (dC1ij - ! oijdC1mm)( dC1ij - ! oijdC1mm)

= dC1ijdC1ij - ! oijdC1~m

= eC1ij - i Oi/C1mm - taij)(dC1ij - i oijdC1mm)

( t 1 l: t t )( t 1 l: t t )= C1ij - :3 Uij C1mm - Qij C1ij - :3 Uij C1mm - Qij

t t t t 2 t t 1 l: t 2
= C1ij C1ij + Qij Qij - C1ij Qij - :3 Uij C1mm

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

Da immer tF :S 0 ist, kommt für 0 < t < 1 nur die Addition der Wurzel in GI. 102 in
Betracht. In dem Grenzfall tF = 0 wird t erwartungsgemäß t = 0 , d.h. der elastische
Anteil entfällt. Die obere Grenze ergibt sich, wenn das Fließkriterium nach dem Lastschritt
gerade TF = 0 erreichen würde. Es läßt sich gen au die gleiche Rechnung ausgehend von
Tjj = Tjj + u . djj aufstellen - woraus folgt, daß (1 + u) = t :S 1. bleiben muß.

Die elastischen Spannungsinkremente lassen sich also nach GI. 109 berechnen und es ver-
bleiben die Dehnungszuwächse nach GI. 112 für den folgenden plastischen Anteil des Last-
schrittes.

Tjj = tjj + t . djj = Tjj + udjj (109)

mit t = -
t

b
skl

b
bkl + ./ (t~k1ikl )

2
- 3

b2
b

' '

tF ; O:S t :S 1 (110)
I}'} V I} I}

'}
I}

oder u = -
T

b
S,k,l

b
b.kl + (T

b
Sk,l

b
bkl )

2
- 3b

2
b

"

TF = t - 1 (111)I) I)
'J IJ I) ')
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(1 - t) . M = -ud{ (112)

Damit ist der elastische Anteil in diesem Lastschritt abgearbeitet. Nun muß noch die
elastisch-plastische Steifigkeitsmatrix, die zu dem Punkt TF(T(J, h, tf) gehört, berechnet
werden und die GI. 90 und GI. 91 müssen ausgeführt werden, um den gleichen Zustand zu
erreichen, als hätte der Lastschritt bereits plastisch begonnen.

7.5.3 Die plastischen Dehnungs- und Spannungszuwächse

Mit Hilfe der GI. 78 und M aus GI. 11217 läßt sich der Skalarfaktor dA berechnen:

tqTDe
dA = d{

-6 c fa~ + fpTfq
+

fqTDefq (113)

danach kann mit Hilfe der GI. 42 und GI. 76 der plastische Dehnungszuwachs in GI. 115
und die Änderung der kinematischen Spannung in GI. 117 errechnet werden, wobei paus
GI. 52 , q aus GI. 54 und c aus GI. 86 genommen wird.

ßF
dA-

ß (Jij

dA tq

(114)

(115)

(116)

dö = c.

c. df'~
'J

Mi
Mf
d -p

f3

! d -p
2 f4

! d -p
2 f5
! d -P
2 f6

2 E.Ek
= 3" E - Ea

.

2Mi
2Mf
2M:
d -Pf4

d -Pf5

MG

(117)

Es sei noch einmal ausdrücklich darauf hingewiesen18, daß Qij proportional zu fij ist, aber
ö nicht proportional zu (p.

Nun kann die plastische Vergleichs dehnung Tf P nach GI. 62 berechnet werden. Liegt diese
plastische Vergleichs dehnung über der jemals aufgetretenen maximalen Vergleichs dehnung
maxf P , dann liegt anisotropes Verhalten vor und die Fließspannung muß lt. GI. 60 auf Tay

erhöht werden. Andernfalls wird die Ableitung der Fließspannung nach der plastischen
Vergleichsdehnung ~:~ gleich Null gesetzt und dadurch mit kinematischer Verfestigung
weitergerechnet .

Der Zeiger IARRAY(1) und ggf. die neue maximale Vergleichsdehnung maxf P wird gesetzt,

alle Variablen werden noch aktualisiert und für die nächste Iteration oder den nächsten

J7Wurde die GI. 112 nicht a.usgeführt, so ist t = 0 zu setzen
1By gl. die Diskussion in [UhI85] bzgl. dieses" Widerspruchs"
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Lastschritt abgelegt:

tfp
+ dfP

tö + dö

(118)

(119)

7.5.4 Abschließende Fehlerkorrektur - Radial return

In den vorangegangenen Schritten wurde des öfteren mit finiten Schritten gerechnet und
so nur eine Näherung der gewünschten Differentialgleichungen erzielt. Zum Abschluß jedes
Schrittes, der in den nichtlinearen Bereich hineinreicht, muß eine Korrektur durchgeführt
werden, damit das Fließkriterium TF = 0 auch wirklich erfüllt ist. Dies geschieht, indem

auf dem kürzesten Weg - radial - zur Fließfläche zurückgekehrt wird:

Ta- = Ta- + ( T~;n _ 1)
TS = Ta-+ ( 3

T(J'y
- 1

)
TS

tcTvgl J2
TSijTSij

(120)

Da diese Korrektur effektiv im ersten Schritt berechnet werden kann, entfallen alle Ein-
schachtelungen, wie sie bei anderen Korrekturverfahren auftreten [Red81].

Abschließend wird auch noch die kinematische, deviatorische Spannung auf ihren Endwert
gesetzt:

TSi =
TSi =

T- Ti'>,.
- (J'(J'i - u;~ m

T - Ti'>"(J'i - u;~

i=1,2,3

i = 4,5,6

(121)

(122)

Dieser Korrekturschritt erfolgt in jedem Fall nach einer plastischen Rechnung, auch wenn
das Fließkriterium TF < 0 nach der Erhöhung der Fließspannung von hy auf T(J'yeigentlich
nicht mehr erfüllt ist.
Wenn diese Korrektur mehr als 10% der Fließspannung ausmacht, erfolgt eine Warnung
und man sollte die Schrittweite verringern.

Nunmehr sind alle Bedingungen erfüllt und die nächste Iteration oder der nächste Last-
schritt kann mit der Berechnung der Materialsteifigkeitsmatrix beginnen.
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7.6 Ausdruck der Ergebnisse

8 345.47 o. 1018.95 605.67 605.67 -4.28 -4.28 0.00

0.0149737 413.42 0.018066 -0.006909 -0.006909 0.001070 0.001070 0.000000

#### ANISOTROPE v. 0.014946 -0.007473 -0.007473 0.001121 0.001121 0.000000
1018.9991 609.9275 601.3618

NEL: 5 EGR: 1 #TIME= 20.00
IPT YLD F STRESS-XX STRESS-YY STRESS-ZZ STRESS-XY STRESS-YZ STRESS-ZX

EPV SVGL E-XX E-YY E-ZZ GAMMA-XY GAMMA-YZ GAMMA-ZX

EP-XX EP-YY EP-ZZ GAMMAP-XY GAMMAP-YZ GAMMAP-ZX
SI s2 S3

1 338.24 o. 317.16 -136.05 -136.05 -26.37 -26.37 0.00

0.0263268 457.79 0.028299 -0.014106 -0.014106 -0.000511 -0.000511 0.000000

#### ANISOTROPE v. 0.026326 -0.013163 -0.013163 -0.000173 -0.000173 0.000000

318.6929 -110.4716 -163.1548

2 338.91 o. 935.97 481.63 481.63 -7.52 -7.52 0.00
0.0252688 454.71 0.028299 -0.012341 -0.012341 -0.000460 -0.000460 0.000000

#### ANISOTROPE v. 0.025267 -0.012633 -0.012633 -0.000368 -0.000368 0.000000
936.0923 489.0800 474.0488

[m,
5

(2)
EGR: 1(37 #TIME= 20.00(")

A) !PT YLD F STRESS-XX STRESS-YY STRESS-ZZ STRESS-XY STRESS-YZ STRESS-ZX

EPV SVGL E-XX E-YY E-ZZ GAMMA-XY GAMMA-YZ GAMMA-ZX

EP-XX EP-YY EP-ZZ GAMMAP-XY GAMMAP-YZ GAMMAP-ZX

SI S2 s3

ir;7 338.24(b) o
.('}7 317.16(S) -136.05 -136.05 -26.37 -26.37

0.00(8)

0.0263268(9) 457.79(<10)
(.1~1

-0.014106 -0.000511 -0.000511 o.oooooJ:-1-1)0.028299 -0.014106

#### ANISOTROPE V.~~) 0.02632J~~-0.013163 -0.000173
(,,3)

-0.013163 -0.000173 0.000000

(..j/j.) (<1...)

318.6929 -110.4716 -163.1548

Abbildung 49: Ausdruck der Elementspannungen und -dehnungen

Beim Aufruf des Materialgesetzes mit KEY=4 werden die errechneten Spannungen und
Dehnungen auf dem Kanal 6 ausgedruckt.

Jede neue Seite und jede neue Elementgruppe wird von ADINA mit dem üblichen Reader
versehen. Danach übernimmt das Unterprogramm CUSER3 (Materialgesetz) den Ausdruck
für jeden einzelnen Integrationspunkt.

Die Abb. 49 zeigt einen Ausschnitt aus einem Print für Elemente mit 2x2x2 Integrations-
punkten. In der Abb. 50 sind die einzelnen Posten noch einmal deutlich herausgestellt.

Abbildung 50: Der Ergebnis-Ausdruck im Detail



7.6 Ausdruck der Ergebnisse 71

Pro Element wird ein fünfzeiliger Kopf (1) ausgedruckt. Er enthält die Elementnummer
(2), die Elementgruppe (3) und den Zeitpunkt (4), für den die Ergebnisse gelten.

Es folgen für jeden Integrationspunkt bis zu vier Zeilen:

In der ersten Zeile stehen die Nummer des Integrationspunktes (5), die Fließ spannung Gy
(6) und der Wert des Fließkriteriums F (7), gefolgt von den drei Normal- und drei Schub-
spannungen (8) in globalen Koordinaten. Die Fließspannung versteht sich als isotrope
Fließspannung, d.h. der Radius des Fließzylinders. Der Wert des Fließkriteriums kann
kleiner als Null sein, dann sind die Spannungszuwächse gerade elastisch, oder es kann gleich
Null sein, dann ist das Material plastisch. Werte größer als Null können definitionsgemäß
nicht eintreten 19.

In der zweiten Zeile pro Integrationspunkt stehen die plastische Vergleichsdehnung E
p (9)

und die Vergleichsspannung Gvgl (10), ohne die Berücksichtigung von a, gefolgt von den
sechs Dehnungen (11).

Die dritte Zeile gibt ggf. einen kurzen Text (12) wieder und listet danach die plastischen
Anteile (13) der sechs Dehnungen auf.

Als Text kommt einer der folgenden kurzen Hinweise in Frage:

kein Text: so sind die Spannungzuwächse linear-elastisch

steht für eine rein kinematische Verfestigung (Ei = 0)

steht für rein isotrope Verfestigung (Ek = 0)

steht für anisotrope Verfestigung oder

falls das Fließkriterium durch diesen Lastschritt von F=O in
den negativen Bereich abfällt (linear-elastische Entlastung).
Der Zykluszähler wird dabei inkrementiert.

++++ KINEMAT. VERFEST.

ISOTROPE VERFEST.

ANISOTROPE V.

----
####

**
ENTLASTUNG **

Eine vierte Zeile pro Integrationspunkt erscheint nur, wenn als Solution-Control-Pammeter
SCP(3)=2 in der Eingabedatei von ADINA-IN für das USER-DEFINED MATERIALangegeben
wurde. Sie enthält dann die drei Hauptspannungen des Integrationspunktes <71,<72,G3
berechnet nach dem Verfahren von Fran<;oisViete aus den Jahr 1615 [Pre89] .

19Da diese Bedingung nicht zwingend als Programmzeile eingebaut ist, wäre F > 0 grundsätzlich zwar

möglich - aber eben ein Zeichen einer schweren Verwirrung innerhalb des Materialgesetzes.
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8 Ergebnisse der 3D-Rechnung

Nachdem die Berechnung durchgeführt wurde, muß eine sehr große Datenmenge gesich-
tet und auf ihre Plausibilität hin geprüft werden. Dann wird eine kleine Auswahl der
Ergebnisse getroffen, die sinnvoll (graphisch) dargestellt werden.

~
I

,

-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

Vergleichs- Dehnung

'f, I
-0.04 -O.C2 0.00 0.02 0.04

vergleicha- Dehnung

Abbildung 51: Spannungs-Dehnungskurve für ST 52-3

Zunächst soll das Spannungs-Dehnungsdiagramm gezeigt werden, wie es sich mit den
Daten für ST 52-3 unter einer W€chselbeanspruchung ergibt: In der Abb. 51 sind zwei
Diagramme zu sehen. Die Eingangswerte für die Materialdatei wurden den Diagrammen
von Klee [Kle73] entnommen. Das linke Bild zeigt die Längsspannung über der Dehnung
für die erste Beanspruchung eines dehnungskontrollierten Zugversuches. Die Spannung
steigt auf der Hookeschen Geraden bis zur Fließspannung Re linear an. Danach verhält
sich das Material ideal-plastisch bis es die Lüders-Dehnung erreicht. Anschließend folgt es
dem aufgemessenen Polygonzug bis die Zugbelastung ihr Maximum angenommen hat. Die
Entlastung verläuft zunächst linear-elastisch bis zur Fließgrenze im Druckbereich. Diese
Fließgrenze ist als Folge des Bauschinger-Effektes niedriger als das Gegenstück im Zugbereich.

Nachdem nun das Fließen unter Druck eingesetzt hat, folgt die Spannungs- Dehnungskurve
einem Tangentenmodul Ek, der als Eingabewerte über ADINA- IN in der Variablen CTI (3)
auf Ek = 4460 ~2 eingestellt worden ist.

Das rechte Diagramm setzt die Belastung fort. Über den Umkehrpunkt im Druckbereich,
der die gleiche plastische Vergleichsdehnung wie jener unter Zug besitzt, geht es wieder
zunächst elastisch und dann mit dem kinematischen Tangentenmodul in Richtung Zug-
maximum. Diese Hystereseschleife ließe sich beliebig oft identisch durchlaufen, wenn nicht
für die verschiedenen Zyklen verschiedene Spannungs-Dehnungskurven vorgegeben wären.



73

So wird ein Zugmaximum angesteuert, das zu der gleichen plastischen Vergleichsdehnung
gehört wie das im ersten Zugmaximum, aber eben die (hier) höhere Vergleichsspannung
des dritten Zyklus aufweist.

.;, /3. Zyklus
./

A 1. Zyklus
.7" .../---

'"a ~
~
~

"»-
In",
10.

"
0.c.()

..,

"....

'"..
" '">

'

~,
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04

Vergleichs- Dehnung

Abbildung 52: Spannungs-Dehnungskurve ST 52-3 unter Mehrstufenlast

Wird der Versuch durch eine mehrstufige Belastung fortgesetzt, dann verläßt das Mate-
rial die Gerade der kinematischen Verfestigung (bei A in Abb. 52) und folgt wieder der
Spannungs-Dehnungslinie des entsprechenden Zyklus. Von nun an hat die vorangegangene
kleinere Hystereseschleife keinerlei Wirkung mehr. Bei einer Mehrstufenlast bestimmt also
nur die größte Belastung den Bereich, in dem mit kinematischer Verfestigung gerechnet
wird. Eine Hystereseschleife mit kleinerer Last wird also komplett kinematisch gerechnet.
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8.1 Die Spannungen an der Rißspitze

Die Abb. 53 vermittelt einen Eindruck von den Verformungen des Modells unter Zuglast.
Dargestellt ist der mit Volumenelementen nachgebildete Nahbereich der Zugprobe. Man
blickt von oben auf die Probenoberflächej rechts ist der Verlauf des llisses angezeichnet.
Die llichtung der Längskraft F ist durch Kraftpfeile veranschaulicht. In dem Modell gibt
es drei Symmetrieebenen, die in dieser Zeichnung unten, vorn und in einigem Abstand
rechts zu finden sind.

ADX1IA-'LO'!' W1l4:IO. ..0.3. 16 ':OLY lnz
» 1In.r. < cuax., CJ:4S sC._4460 . '.'.9Z

A. .II.CI"
)JHJI), DI:J'OPJ.(J:I) XVMI1I _3.393
LO.M STEP

'---'
XVMAX 2.'63

'I'IKE-10.OO Q.01165 YVJUW -0,355'
'lVMAX 1. !HIS

X_(

x

Probenoberfiäche

F

/

Probenrnitte

/
-=-'

F

Abbildung 53: Das verformte FEM-Modell

Es ist deutlich zu sehen, wie das Material vor der llißspitze an der Oberfläche einsinkt.
Direkt daneben hat es entlang der Rlßufer noch die Ausgangshöhe, da hier keine Längs-
zugspannung sondern Druckspannung in der Querrichtung wirkt.

Von der längslaufenden Symmetrieebene bis ca. zur doppelten Rlßlänge reicht die Breite
in der Abb. 54. Sie zeigt damit auch den Übergang von den Volumenelementen im Nah-
bereich zu den einfachen Scheibenelementen im Fernbereich unter der Nennspannung von

0'0 ~ 200 ~2' Die Iso-Längsspannungslinien des Bandplottes haben einen Abstand von

50
~2'

Innerhalb des Nahbereiches sind Spannungen in einer Ebene dargestellt, die um
O.4d außerhalb der Probenmitte liegt. Der Netzübergang wird durch die beiden Pfeile
und durch die beiden Eckknoten des Nahbereichs gekennzeichnet. Zwischen diesen Punk-
ten folgt er dem Elementgitter. Die Abbildung verdeutlicht, daß der Wechsel zwischen
den beiden Elementtypen sehr harmonisch verläuft. Auf der Übergangslinie variiert die
Längsspannung um maximal 0'z = :f:5 ~2 über der Dicke.

In der folgenden Abb. 55 wird die Vergleichsspannung im Nahbereich als Bandplott gezeigt.
Der Ausschnitt hat die gleiche Größe wie in den Abb. 18ff. Die Isospannungsbänder
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ADINA-PLO'l' VERSION 4.0.3, 20 MARCH 1992
>B< ein orde.ntlichen Modell 19.3.92 A.Buech

ADINA DHl'ORKKD XVKIN --4.188
LOAD STEP I, J XVKAX Ö. 360
TIKK-IO.OO 0.007530 YVKIN 0.000

YVMAX 6.4H

Abbildung 54: Längsspannungen im weiteren Umfeld des Risses

ADINA-PLOT VERSION 4.0.3, 3 JULY 1992
>

]I;. < 3D-GAP, CUSER ST52.DAT E_:r::-4550. , 20.6.92 A.Bu8Ch

ADINA ORH:INAL XVMIN -1.000

'
I XVMAX 2.000

\J.1321 YVMIN 0.000
YVMAX :2.000

Abbildung 55: Vergleichsspannung unter Zuglast (Probenmitte)
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kennzeichnen auch hier die Bereiche, in denen die Vergleichsspannung um 25
m~' differiert.
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ADINA ORIGINAL

'---'0.1321

XVMIN -1. 000
XVMAX 2.000
YVMIN 0.000
YVMAX 2.000

z

Ly

Abbildung 56: Längsspannung unter Zuglast (Probenmitte)

Oberhalb der Fließspannung von Re = 400 ~2 ist das Gebiet schwarz markiert.

Die Kontur der plastischen Zone ist aus den gleichen, harmlosen Gründen wie bei den
zweidimensionalen Rechnungen etwas eckig. Dieser Effekt verschwindet schon wenn man
in gleicher Weise die Längsspannungen a z selbst ausplottet. Die Abb. 56 zeigt diese
Spannungen als Bandplott und wie bei Höhenlinien üblich, sind auch hier die enger bei-
einander liegenden Bänder ein Zeichen für einen hohen Gradienten.

Die Darstellung in jeweils einer Ebene erweist sich bei den Volumenelementen als un-
zureichend, da gerade die Veränd'erung über der Dicke interessant ist. Daher wird die
Vergleichsspannung in der Abb. 57 noch einmal perspektivisch gezeigt. Im oberen Teil

der Abbildung schaut man auf die Probenmitte und das Ligament, während unten die
abgesenkte Oberfläche der Probe zu sehen ist. Die Teilung der Bandplotts entspricht der
Abb. 55. Offensichtlich ist die Ausdehnung der plastischen Zone im Ligament an der
Probenoberfläche geringer als im Probeninneren.

Diese Feststellung steht zunächst im Widerspruch zu dem Modell, das aus der linear-
elastischen, zweidimensionalen Rechnung entstanden ist. Demnach hätte die plastische
Zone die Form eines Hundeknochens haben sollen. Die Modellvorstellung weist jedoch
einen wesentlichen Fehler auf: Die plastische Zone wird für den EDZ und den ESZ getrennt
berechnet und dabei werden beide Modelle mit der gleichen Kraft belastet. Im EDZ
verformt sich die Probe jedoch viel weniger als im ESZ. Die Verträglichkeit zwischen den
inneren Lagen eines Volumenmodells und der Probenoberfläche erzwingt aber eine nahezu
gleiche Dehnung und nicht eine gleiche Kraft. Dadurch wird die Oberflächenschicht stark
entlastet und die Probenmitte muß diesen Anteil mit übernehmen.

Die naheliegende Konsequenz, beide Scheibenmodelle mit den gleichen Verformungen zu
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ADru,..,LO't vo.uo. ".0,3, 12.711.. 1992
,. I: < )D-GU' . cvln '':SJ.DU 8_11:-01510. , 20...t2 !:I.co"

ADnu.~aruJ.
= -~:~:: ko.;nll
~ "i:~:io l'

Probenmitte

Probenoberilä.che

Abbildung 57; Vergleichs spannung unter Zuglast

~~-~~~~~:J:~'~;2.~l,J~.~::~. ,20.'.11 A..Jluub
ADDIA OIlIG.I1U.LJCVMU _:t.n'

'ö'":1"2n ~ ~t~:~rMAX ..UU

Probenoberiläche

Abbildung 58: Längsspannung unter Zuglast

"TIME!O,OO
~ 0100.0

315.0

350.0
UI'"!.AT

''I'UII-SI
'rUm 10.00
.1

'Ov.O

belasten, führt auch nicht zu einer Verbesserung, da dann ein Spannungs sprung an der
Berandung auftreten würde. Tatsächlich liegt eine Mischform zwischen ESZ und EDZ vor,
die nicht ohne weiteres getrennt werden kann.

In mehreren Veröffentlichungen [Dah80, Kan85, Bro78] wird darauf hingewiesen, daß ein
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zweidimensionales Rechenmodell für die Vorgänge an der Rißspitz nicht ausreicht. Ebenso
zeigen Schliffbilder, daß die plastische Zone im Ligament und an der Oberfläche eine
sehr kleine Ausdehnung hat [Kan85]. Dieses entspricht genau dem Versagensmodell in
der Abb. 9: Zunächst ist die plastische Zone klein im Vergleich zur Probendicke und
breitet sich damit halbkreisförmig um die Rißspitze aus. Mit zunehmender Ausdehnung
geht die plastische Zone dann zu dem ESZ- Typ über, der Abgleitebenen unter 45° zur
Probenoberfläche besitzt.

- - - - Probenmitte

40%Dicke

- - 80%Dicke
,: - Oberfläche
~

/ ~
~

/
,;
,;

/ ,;
,:

/ ,:,;
I ,:~:_._.-._._._._.-

40:1

Abbildung 59: Die plastische Zone in verschiedenen Ebenen

Die Verteilung der plastischen Zone in vier Ebenen nach der FEM-Rechnung wird in der
Abb. 59 gezeigt. Die Ebenen liegen bei x = 0; OAd; O.8d; d. Auf der Vorderseite gleichen
sich die Konturen, während sie im Ligament an der Oberfläche, die kleinste Erstreckung
hat. Die maximale Ausdehnung der plastischen Zone beträgt TI = 1.7mm und ist damit
größer als in der 2D-Rechnungen.

Entsprechend der Vergleichs spannung wird in der Abb. 62 die wirkende Längsspannung
(Isolinie Gz = 400 ~2) in den vier Ebenen dargestellt. Die Abbildung zeigt, daß die
Längsspannung an der Probenoberfläche in einem zurückgeneigten, schmalen Band wirkt.
Diese Kontur erinnert an die Gleitbänder in der Abb. 34: halbkreisförmig in der Proben-
mitte und unter 45° an der Oberfläche. Ein Nachweis, daß auch bei dem Volumenmodell
diese Gleitbänder zu finden sind, konnte nicht erbracht werden. Die Elementauflösung ist
hier wohl noch nicht ausreichend.

Die Spannungsverteilung der Vergleichs-, Längs- und Querspannungen zeigt die Abb. 60
für die Probenmitte und die Abb. 61 für die freie Oberfäche der Probe. Aufgetragen sind
die Spannungen über dem Ligament in den nächstgelegenen Integrationspunkten (x =
0.08d und x = 0.96d). Ab einem Abstand, der ungefähr die doppelte Länge der plastischen
Zone besitzt, sind die Spannungen an der Oberfläche und im Inneren gleich groß und die
Spannung in der Dickenrichtung Gx verschwindet. Daran kann abgeschätzt werden, wie

klein der Bereich mit dem EDZ ist. Die plastische Zone selber ist in der Probenmitte
wesentlich ausgeprägter als an der Oberfläche. Auch ist im Inneren die hydrostatische
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ADINA-PLOT VERSION 4.0.3, 20 JULY 1992
> L < 3D-GAP, CUSER sT-52.DAT E_X-4550. I 4.7.92 A.8u8Ch

o
o TIME 10.00

o

Probenmitte

o

ö

(TtJgl

oo

-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

ABSTAND ZUR RISSSPITZE

,--,
3.0 3.~ 4.0 4.5

Abbildung 60: Spannungen über dem Ligament (Probenmitte)

ADINA-PLOT VERSION -4.0.3, 20 JULY 1992
> L < 3D-GAP, CUSER ST52.DAT E_K-4550.

, 4.7.92 A.Busch

TIME 10.00

o Probenoberfiäche

-0

"
:;;

z

"
zz .

'"
0

g; ~

~Uz

. ..Qg. ~

,
-2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0,0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

ABSTAND ZUR RISSSPITZE

Abbildung 61: Spannungen über dem Ligament (Oberfläche)

Spannung viel größer. In einem Abstand von ca. r = 0.4 mm vor der RIßspitze zeigen alle

Spannungen im Probeninnern eine Stufe (für die Längsspannung auf einem Niveau von
O"z= 660 m%2)' Der Grund hierfür ist unklar. Folgende Begründungen können durch eine
Gegenprobe ausgeschlossen werden: die grobe Teilung in Dickenrichtung, der Radius in
der Rißspitze und das Materialgesetz.
Insgesamt zeigen die Spannungen einen plausibelen Verlauf.
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Abbildung 62: Die Längsspannungen O'z in verschiedenen Ebenen

ADINA ORIGINAL XVHIN -2.229
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Abbildung 63: Vergleichsspannung (Eigenspannung)
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8.2 Die lastinduzierten Eigenspannungen

Nachdem die Zuglast auf die Probe gewirkt hat, wird die Spannung zurückgenommen, bis
schließlich nur noch Eigenspannungen in dem Modell verbleiben. Die Abb. 63 zeigt die aus
diesen Eigenspannungen resultierende Vergleichsspannung in perspektivischer Ansicht.

Das Gebiet, in dem das Fließkriterium erfüllt ist, zeichnet sich hier nicht durch eine Ver-
gleichsspannung über der statischen Fließgrenze aus und ist damit auch nicht unmittelbar
zu erkennen. Erst in der Abb. 64 ist die plastsiche Zone zu sehen. Die Konturen wurden
direkt durch Abfrage des Fließkriteriums ermittelt. Auffällig ist, daß wider Erwarten die
plastische Zone in allen Schichten gleich groß ist.
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Abbildung 64: Die plastische Zone in verschiedenen Ebenen

Die absolute Erstreckung der plastischen Zone ist mit Tj = 0.28 mm deutlich größer als
alle Ergebnisse der 2D-Rechungen, bei denen Tj < 0.22 mm war (vgl. Abb. 33).

Die Zuverlässigkeit dieses Ergebnisses ist direkt von der Netzteilung abhängig. In dieser
plastischen Zone befinden sich nur noch ca. 30 Volumenelemente. Es wäre wünschenswert
mit einem feineren Netz die Konturen besser aufzulösen, aber die hohe Rechenzeit läßt
derzeit kein feineres Netz zu. Um über die Zuglast bis zu diesem Stadium zu kommen,
sind insgesamt ca. 80 CPU-Stunden notwendig und eine Netzverfeinerung auf die halbe
Kantenlänge würde voraussischtlich die 30-fache Rechenzeit verbrauchen.

An dem 2D-Modell ließ sich ein Vergleich der Kontur der plastischen Zone mit einem
entsprechend grobem und einem um den Faktor 3 feineren Netz durchführen. In diesem
Fall wurde die Kontur aus der groben Teilung durch die feinere bestätigt. Es scheinen sich
somit keine grundsätzlichen Fehler einzuschleichen.
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ADINA-PLOT VERSION 4.0.3, 20 JULY 1992

> L < 3D-GAP, CUSER ST52.DAT E_K-45S0. ,4.7.92 A.BU8Ch
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Abbildung 65: Eigenspannungen über dem Ligament (Probenmitte)

ADINA-PLOT VERSION 4.0.3, 20 JULY 1992
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Abbildung 66: Eigenspannungen über dem Ligament (Oberfläche)

Der Spannungsverlauf ist in den Abb. 65 und 66 für die Probenmitte und -oberfläche
über dem llißspitzenabstand aufgetragen. Wie die Abschätzung aus der linear-elastischen
Überschlagsrechnung in der Abb. 8 vermuten ließ, zeichnet sich der Rand der ehemaligen
plastischen Zone aus der Zuglast als Zugspannungsmaximum ab. Für die Probenoberfläche
(ESZ) ist die Position des Maximums in der Mittelebene (EDZ) maßgebend.
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8.3 Die Spannungen unter Drucklast

Das Probenmodell wird anschließend weiter mit reiner Drucklast beaufschlagt. Der Riß-
uferkontakt stellt sich bei einer geringen äußere Druckspannung von nur 0'0 = 0.02Re=
8 m%2 ein. Durch das Abstützen wird die Rißspitze sehr stark entlastet. Die plastische
Zone nimmt bei der vollen Nennspannung von 0'0 = -200 ~2 ein viel keineres Gebiet ein,
als zuvor bei der gleichen Zugspannung. Es ist also berechtigt anzunehmen, daß nur der
Teil eines Lastspieles bis zum Rißuferkontakt das Material schädigt.

ADIN1\-PLOT Vl'.:RSION 4.0.3, 22 JULY 1992
> L < 3D-GAP, CUSER ST52.DAT E_X-4550.

, 4.7.92 A.8u8Ch

P.DINA ORIGINAL XVMIN -2.229

0:3199 =~ -1:~~~
YVMAX 1.2a10

x

L:y

Probenmitte sv
TIME 20.00

.1 400.0

375.0

Probenoberftäche

1350.0
REPENt'

Abbildung 67: Vergleichs spannung unter Drucklast

Die Abb. 67 zeigt die Vergleichss:pannungsverteilung, wenn die Probe gedrückt wird. In
der Abb. 68 sind die Spannungen über dem Ligament zu sehen. Aus beiden Darstel-
lungen ist zu erkennen, daß die Störung des Spannungsfeldes lokal auf die unmittelbare
Rißspitzenumgebung beschränkt ist. Nur in einem sehr kleinen Bereich können sich die
eingeprägten Dehnungen auswirken.

In der Probenmitte und an der Oberfläche ist für alle Spannungkomponenten der Betrag
und der Verlauf über dem Ligament praktisch identisch.
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ADINA-PLOTVERSION 4.0.3, 22 JULY 1992
> L< 3D-GAP CUSER STS2.DAT E_K-45S0. , 4.7.92 A.Bu8Ch

TIME 20.00

avgl

o
,

o

'-2.~ -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 oJ 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 ].5 4.0 4.5
A\3STAlID ZUR RISSSPITZE

Abbildung 68: Spannungen über dem Ligament unter 0"0= -200 ~2 (Probenmitte)
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8.4 Die Rißuferverschiebung

Mit steigender Zuglast öffnet sich der lliß, bis er unter 0'0 = 200 ~2 die in der Abb. 69
gezeigte Kontur erreicht. Zum direkten Vergleich sind neben der llißuferverschiebung für
die 3D-Rechnung mit den Materialdaten für ST 52-3 auch die bei den 2D-Rechnungen im
ebenen Spannungszustand und im ebenen Dehnungszustand eingetragen.
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3D- FEM ST 52 Probenmitte

2D- FEM ESZ linear-elastisch

2D-FEM EDZ linear-elastisch

20:1

Abbildung 69: llißuferverschiebung unter Zuglast

Ähnlich wie in den zweidimensionalen Rechnungen in der Abb. 35 ist auch hier die Kontur
eher oval als elliptisch. Die 2D-Rechnung im ESZ ergibt nahezu die gleiche Rißkontur
wie die 3D-Rechnung. In der Nähe der llißspitze treten auch geringe Unterschiede zwi-
schen Probenmitte und Oberfläche auf, wobei die llißuferverschiebung unmitterbar vor
der llißspitze im Probeninneren größer ist als auf der Oberfläche.

Rißöffnung
stark überhöht

- 3D-FEM ST 52 Probenoberfläche

3D-FEM ST 52 Probenmitte

2D-FEM ESZ kinern. Verfest. A5

L _._"___
20:1

Abbildung 70: llißuferverschiebung durch Eigenspannungen

Entfernt man anschließend die äußere Belastung schrittweise, nähern sich die Rißufer wie-
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der an, aber auch wenn keine äußere Kraft mehr wirkt, berühren sich die Ufer noch nicht
Abb. 70. Die durch die eingeprägten Dehnungen verursachten Eigenspannungen halten
den Riß offen. Der Abstand der Riß ufer in Symmetrieebene beträgt nur 0.00038 mm. Bei
einer realen Rißoberfläche, die nicht mathematisch glatt ist, werden sich die ersten erha-
benen Körner berühren. Die 2D- Rechnung mit kinematischer Verfestigung im ESZ hat

hier die gleiche Kontur geliefert.

Legt man nun eine geringe äußere Druckspannung von (TO= O.02Re an, kommt es zum
Kontakt, der zuerst in der Symmetrieebene stattfindet. Das Rißschließen tritt also nach
einer einmaligen Belastung nicht von der Rißspitze zur Probenmitte hin auf, wie es bei
fortschreitenden Dauerrissen der Fall ist [WeI85], sondern in der Gegenrichtung von der
Probenmitte zur Rißspitze hin.

Mit steigender Druckspannung schließt sich der Riß immer weiter, bis er bei einer Drucklast
von (To= -200 ~ nur noch die letzten 5% des Risses an der Rißspitze offenläßt. Dermm
Rißuferkontakt läßt sich zuverlässig mit den Gap-Elementen simulieren. Nur das allererste
Abstützen der beiden Rißflächen muß in feiner Schrittweite ausgeführt werden, da sich hier
die Gesamtsteifigkeit sprunghaft ändert. Die Rißspitze wird durch den Rißuferkontakt
sehr stark entlastet, so daß die Abmessungen der plastischen Zone unter voller Drucklast
deutlich geringer sind als unter der gleichen Zuglast.

Es läßt sich feststellen, daß die Rißuferverschiebung des Probenmodells unter Druckspan-
nung in einer Scheibenrechnung fast die gleichen Werte liefert, wenn der ebene Spannungs-
zustand und eine kinematische Verfestigung verwendet werden.
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8.5 Vergleich mit röntgenographischen Messungen

Der Vergleich von der FEM-Rechnung mit der röntgenographischen Messung, die Hellwig
an einer entsprechenden Probe ausgeführt hat, soll zeigen, daß die bei den Methoden nicht
im Widerspruch zueinander stehen.[HeI72]

Die Messungen wurden an einem vergüteten Stahl CK45 mit einer Streckgrenze von

Re = 815 ~2 durchgeführt. Die Geometrie von Probe und Riß entspricht der Abb. 1.
Der Riß wurde durch eine Zugschwellspannung erzeugt. Dabei wurde die Rißbildung durch
einen Sägeschnitt der Länge 2ao = 4 mm initiiert. Anschließend wurden die Ermüdungs-
eigenspannungen durch Anlassen auf 550°C beseitigt. Die thermischen Eigenspannungen
waren mit (Jth ~ 5 ~2 vernachlässigbargering.

TIME 10.00
N
...

o
...

.,; ? röntgen. Messung

@ Meßpunktdurchmesser
ö

N
I

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

LINE COORDINATE, LIGA3

Abbildung 71: Röntgenographische Messung und FEM-Rechnung (CK45),
Längsspannung über dem Rißspitzenabstand (Probenoberfläche )

Die Spannungsmessungen erfolgten nach dem sin2 "p-Verfahren [Mach61] mit Filmregistrie-
rung. Punktweise wurden die Last- und Eigenspannungen in der Probenlängsrichtung in
einem oberflächennahen Bereich mit dem Durchmesser 0.3 mm gemessen. Die Meßwerte
für eine äußere Längsspannung von (Jo = 441 ~2 entsprechend K[ = 1560 Nmm-3f2 sind
in der Abb. 71 eingetragen. Nach eigenen Angaben hat Hellwigum 25% zu kleine Spannun-
gen im Bereich der plastischen Zone gemessen. Diese Abweichung wurde in der Abb. 71 als

Fehlerband eingetragen. Sie wird darauf zurückgeführt, daß die röntgenographische Mes-
sung nur Oberflächenkristallite erreicht, die durch das Fehlen von Nachbarkörnern eine
Sonderstellung einnehmen [Yu 77]. Ferner erfaßt der Meßpunkt mit seinem Durchmesser
von 0.3 mm mehrere Körner und auch Korngrenzen. So wird mit keiner seiner Messungen
die volle Fließspannung von Re = 815 ~2 erreicht.

In der Abb. 71 ist neben den Messungen auch das Ergebnis aus der FEM-Rechnung als
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ausgezogene Kurve eingezeichnet. Die Rechnung erfolgte mit Volumenelementen und dem
beschriebenen Materialgesetz. Die Spannungs-Dehnungskurve wurde mit sechs Polygonen
aufgemessen und der Belastungsvorgang in 32 Schritten simuliert. Die in der Abbildung
gezeigten oberflächennahen Längsspannungen stimmen in Anbetracht der Fehlerbänder
gut mit HellwigsMessungen überein.

0"0 = 98. 295. 441 N, , mm:l

--0
NI
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

LINE COORDINATE, LIGA3

Abbildung 72: Längsspannungen im Vergleich (CK45)

Der Spannungsverlauf ist nicht nur für eine Längspannung 0"0= 441 ~2 von Hellwiggemes-

sen worden , sondern auch für die Zustände 0"0= 295 ~ und 0"0 = 98~. Die Abb. 72mm mm
zeigt diese Meßergebnisse zusammen mit den entsprechenden Längsspannungen aus der
FEM-Rechnung. Die Übereinstimmung ist auch für diese Belastungszustände gut.

N ach den Lastspannungen sind von Hellwigauch die lastinduzierten Eigenspannungen in-
folge der oben beschriebenen Last von 0"0 = 441 ~2 gemessen worden. Die Abb. 73
vergleicht diese Messung mit den gerechneten Längsspannungen. Als kleine vertikale Mar-
kierung ist die Ausdehnung der plastischen Zone unter Zuglast, sowie die Fließspannung

Re angedeutet. Daß der Meßwert am rißspitzennahen Punkt unter der Rechnung liegt,
läßt sich durch den hohen Spannungsgradienten und den großen Durchmesser der Messung
erklären. Der Spannungsverlauf weicht nur beim zweiten Meßpunkt von der Rechnung ab.

Ein Vergleich mit dem erwarteten Spannungsverlauf nach Abb. 8 billigt beide Spannungs-
verläufe.



8.5 Vergleich mit röntgenographischen Messungen 89

TIME 13.00

~ - Re,

~L, , , ,
0.0 0.5' 1.0 1.5 2.0 2.5

LINE COORDINATE, LIGA3

I
3.0

I
3.5

Abbildung 73: Gemessene und gerechnete Eigenspannungen
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9 Zusammenfassung und Ausblick

. Der Spannungskonzentrationsfaktor kann mit Hilfe der Finiten-Elemente leicht be-
rechnet werden. Die Spannungssingularität bereitet dabei keine besondere Schwie-
rigkeit. Wenn kein vorgefertigter Automat zur Verfügung steht, so kann man den
Spannungsintensitätsfaktor durch Rißverlängerung um ein ganzes Element bestim-
men.

. Die Rißuferverschiebung wird unter Zuglast nach der linear-elastischen Rechnung als
Ellipse angenommen. Diese Annahme trifft bei plastischen Zonen nur noch nähe-
rungsweise zu. Die Form eines Mittelrisses gleicht eher einem Oval als einer Ellipse.
Das Abschätzen der Rißöffnung durch eine Verlängerung des Risses bis zum Wieder-
herstellen des Gleichgewichtes, scheint kein geeignetes Mittel zu sein.

. Die Rißuferverschiebung ist nur geringfügig vom Verfestigungsgesetz abhängig.

. Nach einer einmaligen Zugbelastung schließt sich ein Mittelriß zuerst in der
längslaufenden Symmetrieebene und von dort aus zu den Rißspitzen. Hierin
unterscheidet sich der Riß unter statischer Last von einem Riß unter Einstufen-
Schwingbeanspruchung, der sich von der Rißspitze her schließt.

. Wird das Probenmodell im Anschluß an eine Zuglast gedrückt, so kann das Rißsch-
ließen durch Gap-Elemente simuliert werden. Der Moment des ersten Rißuferkontak-
tes sollte dabei in kleiner Schrittweite berechnet werden. Die Rechenzeit verlängert
sich insgesamt durch diese nichtlinearen Elemente kaum, da das System aufgrund
des plastischen Materialgesetzes in jedem Fall iterativ gelöst wird.

. Die Spannungs- und Eigenspannungsverteilung in der plastischen Zone ist berechen-
bar. Das Ergebnis hängt ganz erheblich von dem gewählten Verfestigungsverhalten
des Materialgesetzes ab. Notwendigerweise muß die Spannungs-Dehnungskurve sehr
gen au aufgemessen werden.

. Das Hundeknochenmodell beschreibt die plastische Zone nicht zutreffend. Der we-

sentliche Grund liegt in der geringeren Verschiebung im ebenen Dehnungszustand im
Vergleich zum ebenen Spannungszustand. Als Folge bilden sich Schubspannungen
aus, die die ProbenoberRäche stark entlasten. Hingegen trifft die Modellvorstellung
von kreisförmigen Gleitbändern im EDZ (bei kleinen plastischen Zonen oder dicken
Proben) ebenso zu, wie das Abgleiten unter 45° zur ProbenoberRäche und parallel
zum Ligament im ESZ.

. Vom Moment des Rißuferkontaktes an bis zur maximalen Drucklast wird das Mate-
rial in der Rißspitze kaum mehr geschädigt und die plastische Zone vergrößert sich
nur wenig.

. Der Versuch, für ein Element (bzw. einen Integrationspunkt ) in unmittelbarer Nähe
der Rißspitze ein Spannungs-Dehnungsdiagramm zu erstellen, wurde fallen gelassen.
Das Netz ist nicht fein genug, um dieses Diagramm als zuverlässige Grundlage für
ein lokales Bruchkriterium verwenden zu können.

. Die notwendige Rechenzeit für die Simulation eines vollen Lastzyklus ist derzeit
(1992) noch zu hoch, um die FE-Methode allgemein anzuwenden. Die Entwicklung
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schnellerer Rechner wird aber in absehbarer Zeit diese Hürde nehmen. Auf einer VAX
6310, einem eher langsamen Rechner (3.8 Specmac's), sind für die Be- und Entla-
stung ca. 3 CPU -Tage notwendig. Andererseits darf man von schnelleren Rechnern
auch keine Wunder erwarten: Ein Modell mit Elementen, deren Kantenlänge halb
so groß ist, besitzt 23 mal soviele Freiheitsgrade. Wenn es gelingt die Bandbreite des
Gleichungssystems nur quadratisch steigen zu lassen, dann ist insgesamt für diese
Netzverfeinerung der 25-fache Rechenaufwand notwendig.

. Trotz der wesentlich höheren Rechenzeit sind dreidimensionale Rechnungen den zwei-
dimensionalen vorzuziehen. Nur mit einem Volumenmodell wird der Spannungszu-
stand richtig erfaßt. Eine 3D-Rechnung mit grober Elementauflösung liefert bessere
Ergebnisse als ein sehr feines 2D-Modell.

. Das hier gezeigte und verwendete Materialgesetz kommt dem tatsächlichen Materi-
alverhalten sehr nahe. Eine Verbesserung ließe sich erreichen, indem der konstante
Tangentenmodul im kinematischen Bereich durch eine Exponentialfunktion ersetzt
wird.
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10 Anhang A: Variablenbelegung in CUSER3. FOR

Die einzelnen Parameter der Subroutine CUSER3.FOR(V 1.01) enthalten folgende Werte:

CIl (1) = E Elastizitätsmodul
CIl (2) = v Querkontraktionszahl

CIl (3) = El kinematischerTangentenmodul(1x= El . fx

CIl (4) = hy Fließspannung (Startwert )

CIl (5) = ETl eff. anisotroper Tangentenmodul für f/:gl < fi
CIl (6) = fi plastische Vergleichsdehnung fr
CTI (7) = ET2 eff. anisotroper Tangentenmodul für fr < f/:gl < f{'

CIl (8) = f~ plastische Vergleichsdehnung f{'
CIl (4) bis CIl (8) werden möglichst von der Materialdatei auf Kanal 113 überschrieben

SCP(!) = I1 Elementnummer für den Kontrollausdruck auf Kanal 111

SCP (2) = 12 Integrationspunkt für den Kontrollausdruck
SCP(3) = Drucke Iterationen falls SCP(3) > 0

= Drucke Hauptspannungen (Zeitintensiv) falls ISCP(4)1 > 2
SCP(4) = 13 Anzahl der ausfallenden Kontrollausdrucke nach Key=4

ARRAY(1) = bis kinematischer Spannungsvektor (Ver-

ARRAY(6) = ai schiebung der Fließfläche)

ARRAY(7) = bis plastischer Dehnungsvektor

ARRAY(12) = Er

ARRAY( 13) = bis kinematischer, deviatorischer Spannungsvektor

ARRAY(18) = Si Si = (1i - Qi - Pm

ARRAY(19) = t(1y aktuelle Fließspannung

ARRAY(20) = E%ff effektiver kinematischer Tangentenmodul

ARRAY(21) = maxf~gl maximale Vergleichsdehnung

ARRAY(22) = tf~1 aktuelle Vergleichsdehnung

ARRAY(23) = :t
(1: Ableitung der isotropen Fließspannung nach der plastischen

fvgl Vergleichsdehnung

IARRAY(1) = Flag welcher interne Materialtyp aktiv ist

= -l=lin.elast. / O=anisotrop/ +1=kinem.
IARRAY(2) = Zykluszähler: IARRAY(2)= Zyklus minus 1

Zusätzlich werden einige Werte intern in der CUSER3 gespeichert:

DE(6,6) enthält die linear-elastischen Steifigkeitsmatrix Dtjkl'
EI = c speichert den effektiven Tangenmodul für den Anteil der kinematische Verfestigung
lt. GI. 86.
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11 Anhang B: Material-Datei

Vom Unterprogramm CUSER3 aus wird eine Datei gelesen, die die Daten für das zyklische
Materialgesetz enthält. Die Datei wird auf dem Kanal 113 erwartet.

Diese Datei enthält maximal 20 Datensätze von dem folgenden Typ:

. Eine Zeile beginnt in der l.Spalte mit der Zeichenfolge: "ZYKLUS=" gefolgt von einer
Real-Zahl die den Lastwechsel angibt, auf den sich die folgenden Werte beziehen.

. maximal 256 Zahlenpaare mit der technischen, plastischen Vergleichsdehnung und
der dazugehörigen technischen Fließspannung. Beide werden in einem Rekord mit
dem *-Format als Real-Zahl eingelesen.

. Beliebig viel Kommentarzeilen beginnend mit "C".

. Leerzeilen sind zu vermeiden.

. Der Datensatz endet mit dem Dateiende oder einer neuen "ZYKLUS=" -Zeile.

. Die Rekordlänge darf 80 Zeichen nicht überschreiten.

Die einzelnen Datensätze sind in aufsteigender Zyklusfolge einzugeben. Die Grenze mit
256 Zahlenpaaren bezieht sich auf alle Zyklen zusammen!

Die Werte für die technische plastische Vergleichsdehnung und die technische Fließspan-
nung können direkt dem Zugversuch entnommen werden, wenn die Spannung über der pla-

stischen Dehnung aufgetragen wurde. Andernfalls muß man mit f P = (;-(J / E umrechnen20
oder die markierte Zeile im Unterprogramm INIAIMfreikommen tieren.

In der Rechnung wird stets der Materialdatensatz verwendet, dessen Zyklusangabe kleiner-
gleich dem aktuellen Zyklus ist. Der aktuelle Zyklus ist beim Programmstart eins. Bei
jeder 'Entlastung' aus dem plastischen Gebiet wird der Zykluszähler des Integrationspunk-
tes um eins erhöht. Es ist also möglich, daß in einem Modell Elemente mit verschiedenen
Zyklen nebeneinander liegen.

Die Daten werden in dem internen Feld SE abgelegt. Die Dimension beträgt SE(4, 128).
Je vier Werte entsprechen einem Zahlenpaar i der Eingabedatei.

. SE( 1, i) = technische, plastische Vergleichsdehnung aus der Materialdatei

. SE(2, i) = technische Fließspannung (Radius des Fließzylinders ) zu SE(1 , i)

. SE(3, i) = effektiven, isotropen Tangentenmodullt. GI. 85

. SE(4,i) = effektiven, kinematischen Tangentenmodullt. GI. 86

20 Ggf. graphisch indem die Dehnung von der verlängerten Hookeschen Geraden gemessen wird.
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Für die in terne Verwaltung wird ein zweites Feld N ames ISE verwendet. Auch mit diesem
Feld kommt der normale Benutzer nie in Berührung. Das Integer-Feld hat die Dimension
ISE(0:61). Es enthält folgende Informationen für max. 20 Datensätze (i=1,20):

. ISE(3i-2) Die um eins verminderte Zykluszahl des i-ten Datensatzes

. ISE(3i-1) Die Nummer des ersten Dehnungs-Spannungs-Zahlenpaares in Feld SE,
das zum i-ten Datensatz gehört.

. ISE(3i) Die Nummer des letzten Dehnungs-Spannungs-Zahlenpaares in Feld SE, das
zum i-ten Datensatz gehört.

Die Werte ISE(O) und ISE(61) dienen nur einem vereinfachten Algorithmus; SIe sind
belanglos aber notwendig.

Eine Beispieldatei für einen anisotropen Tangentenmodul von Ea = 2000m~2 : Falls die
Variable CTI (3) in der Materialdefinition auf CTI (3) =0 gesetzt wird, handelt es sich
um ein isotropes Material mit einem Tan gentenmodul von 2000 ~ - ist andernfallsmm
CTI(3)=2000 ~ , so war es ein rein kinematisches Material. In beiden Fällen beträ gtmm
der effektive, anisotrope Tangentenmodul E~ff = 10500 m~2

Beispieldatei:

ZYKLUS= 1.0
0.00 400.0

0.01 505.0

0.02 610.0

0.05 925.0

0.1 1450.0

C
C E_A(EPSILON) = 2000. N/mm**2
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12 Anhang C: Alternative Steifigkeitsmatrix

Eine weitere Möglichkeit die plastische Steifigkeitsmatrix herzuleiten, wird in [Ott87] S.31f
dargestellt. Statt der GI. 45 wird der Umstand genutzt, daß nur der Anteil des Spannungs-
zuwachses dO"ijsenkrecht zur Fließfläche zum Fließen beiträgt:

äF _ äF p_
8 dO"ij- C_

8
d(ij

O"ij O"ij
(C 1)

Auf dem gleichen Weg - wie bei der isotropen Verfestigung - führt das zu den Bestim-
mungsgleichungen für A und dO"kl:

8F De
dA 8<7., d=

C 8 F 8 F
+

8 F D e 8 F
. (ij

{Jat; 8ud (JUkl aul)

(C 2)

und

(
De~~De

)
e 8<7;j 8<7., . ..dO"kl = D - C~ ~ + ~De~

d(.}
8<7.j 8<7,j 8<7., 8<7'J

(C 3)

mit
80"y2_C = 3'
8 (p z.B.: C _ 2 E. Et

- 3' E
- H '- Et - (C 4)

Praktisch ist die GI. C 3 ist mit der anisotropen Materialsteifigkeitsmatrix in GI. 79
identisch. Der Term C ::j ::j enthält nun aber untrennbar die kinematische und die

isotrope Verfestigung.
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13 Anhang D: FORTRAN-Süurce des Materialgesetzes

FILE: CUSER3.FOR

---------------------

1 1 SUBROUTINE CUSER3
+
+
+

(NG,NEL,IPT,STRESS,EPS,STRAIN,DEPS,DEPST,
THSTRl,THSTR2,KTR,INTER,SCP,ARRAY,IARRAY,D,
ALFA,CTD,ALFAA,CTDD,CTI,TMPl,TMP2,TlME,DT,

PHIST,PRST,PHISTl,DPSP,INTEG,ISUBM,INDNL,KEY)

2 465 SUBROUTINE ABHPTS(STRESS, SI,S2,S3)

3 510 SUBROUTINE ABDEP( ARRAY,IARRAY,D,D~, EP, S,

+ EPS,Q,DEQ,X, LWRITE)

4 626 SUBROUTINE ABF(STRESS ,ARRAY, F)

5 665 SUBROUTINE ABRADI(ARRAY,STRESS,LWRITE,ng,nel,ipt,time)

6 722
7 742

DOUBLE PRECISION FUNCTION TENSUM (A,B)
subroutine MATTEST

8 770 SUBROUTINE AISOM(EPV, SE, ISE,IA2, YLD, EK, DSDE )

9 810 SUBROUTINE INIAIM(CTI, SE,ISE)

10 9:1.5 SUBROUTINE SHWAIM(SE,ISE)

~----------------

1 1 SUBROUTINE CUSER3 (NG,NEL,IPT,STRESS,EPS,STRAIN,DEPS,DEPST,
2 2 + THSTRl,THSTR2,KTR, INTER,SCP,ARRAY, IARRAY,D,
3 3 + ALFA,CTD,ALFAA,CTDD,CTI,TMPl,TMP2,TIME,DT,
4 4 + PHIST,PRST,PHIST1,DPSP,INTEG,ISUBM,INDNL,KEY)
5 5:C ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
6 6:C
7 7:C AXEL BUSCH 15.1. / 5.5. I 18.6.92
8 8:C
9 9:C ELASTISCH-plastisches Materialgesetz (ADINA)
10 10:C ***********************************************
11 l1:C
12 12:C ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
13 13:C
14 14:C DIESES UNTERPROGRAMM IST EIN MATERIALGESETZ FUER ADINA
15 15:C DIE PARAMETER-UEBERGABE IST IM ANHANG G DES ADINA-MANUELS BESCHRIEBEN
16 16:C
17 17:C CTI(I) = E = ELASTIZITAETS-MODUL 210000. N/MM*2
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