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Einleitung, Zusammenfassung und Dankwort

Die Methode der"Finiten Elemente"™ stellt nunmehr eine
nicht mehr wegzudenkende Methode der Konstruktionsberech-
nung dar. Die dem Ingenieur sehr anschauliche Aufteilung
in endliche Bereiche einer Konstruktion ist zunichst noch
nicht mit einem mechanischen Prinzip verbunden. So ist die
Deformationsmethode und die Kraftmethode in dualer Weise
anwendbar. Auch die Kombination beider Methoden,wie sie

in der Methode der Ubertragungsmatrizen verwendet wird,
ist heute gebr#iuchlich. Ublicherweise wihlt man fiir den
Verlauf der Verformungs- bzw. KraftgrtéBen méglichst ein-
fache Ans&dtze, die {iber die Formulierung als Variations-
problem dann zu Steifigkeits- oder Flexibilit&dtsmatrizen
fiilhren, die angenidherte Lbsung ergeben. Die Deformations-
methode und die Ubertragungsmatrizenmethode haben, das

hat die Entwicklung der letzten 10 Jahre gezeigt, die ele-
gante Programmierung fiir sich und es soll daher im fol-
genden nur mit diesen gearbeitet werden. Wiahrend in den
letzten Jahren durch eine Anzahl von Verdéffentlichungen
diese Methoden sehr in den Vordergrund gerlickt sind, schei-
nen Methoden, die auf Losungen der Differentialgleichun-
gen beruhen, etwas - und wie der Autor meint - ungerecht-
fertigt stark zuriickgedringt worden zu sein. Man soll
nicht vergessen, daB8 der Hauptgrund fiir die Einfiihrung der
Finiten Elemente lediglich in ihrer sehr guten Anpassung
an geometrisch komplizierte Geometrien beruhte. Sehr oft
hat man es aber mit Konstruktionen zu tun, die nur teil-
weise die iiblichen Finiten Elemente rechtfertigen. Zu-
ndchst soll nun im wesentlichen von Differentialgleichun-
gen ausgegangen werden. Es lassen sich fiir die einzelnen
Dgl. Steifigkeitsmatrizen und Ubertragungsmatrizen ablei-
ten. Man erhidlt einen ganzen Katalog von Elementen, die
geschlossene Ldsungen darstellen.

Interessant ist es, da8 man eine Taylorreihen-Entwicklung
angeben kann, die Jjeweils fiir alle Fédlle der Dgl. 2. bzw.



4, Ordnung gelten. Eine solche Entwicklung ermdglicht es
dann, ein Matrizeneigenwertproblem explizit anzugeben,

ohne die manchmal numerisch unbefriedigende Restdeterminan-
ten-Methode verwenden zu miissen. Weiterhin zeigt eine Li-
teraturdurchsicht, daB die entsprechenden Elementsteifig-
keitsmatrizen, welche man mit Hilfe des Variationsproblems
erhdlt, sehr 8hnlich bzw. identisch sind mit denen der
Taylorreihenentwicklung.

Um praktisch mit dem dargestellten Elementkatalog arbeiten
zu konnen, sind noch einige schiffbautypische Transforma-
tionen und Vermaschungen dargestellt. Die dargestellten
Rechenbeispiele sollen das wirkungsvolle und dabei sehr
zeit- und aufwandsparende Verfahren erlidutern.

AbschlieBend werden noch eine Reihe von praktischen Bei-
spielen mit halbanalytischen Ansdtzen gezeigt, die fir
Scheiben- und Volumenelemente eine sehr wirkungsvolle Be-
rechnung ermdglichen.

Ziel der vorgelegten Arbeit ist es, zu sagen, daB8 man unter
Vermeidung einer willkiirlichen Vorgabe irgend eines Ansat-
zes fir das Verschiebungsfeld unter Verwendung der Diffe-
rentialgleichungen sich eine wirkungsvolle Berechnungsme-
thode mit sehr hoher Genauigkeit aufbauen kann. AuBerdem
kann man mit der gewdhlten Darstellung die methodischen
Zusammenhinge bei physikalisch unterschiedlichen Proble-
men deutlich herausarbeiten und eine Reihe von Qualitédten
verdeutlichen. SchlieBlich wird anhand der Beispiele deut-
lich, daB der Rechenzeitbedarf beim Einsatz von analytischen
bzw. halbanalytischen Finiten Elementen sehr viel geringer
ist als iiblich. Bei der Konstruktionsoptimierung spielt

die Rechenzeit eine bedeutende Rolle, so daf, verwendet

man die vorgeschlagenen Elemente, ein echter Fortschritt
auf diesem Gebiet erwartet werden kann.




Die Ideen, die zu der vorgelegten Arbeit filhrten, erhielt
der Autor durch seine Tdtigkeit als Obering. am Lehrstuhl
fiir Konstruktion und Statik der Schiffe (Prof. H. Peters-
hagen), spiter durch seine nebenberufliche T&atigkeit im Son-
derforschungsbereich 98, sowie durch seine zus#tzliche Lehr-
tdtigkeit am Institut fiir Schiffbau. Besonders durch die
letztere Aufgabe war es mdglich, die Betreuung einer Reihe
von Diplomarbeiten durchzufilhren. Besonders hervorzuheben
sind dabei die Diplomanden W. Fricke und H. Kr&ger, die
durch ihre vorbildlichen Arbeiten ganz wesentlich dazu bei-
getragen haben, mit einer Reihe von Beispielen die gute
Verwendbarkeit analytischer und halbanalytischer Elemente

zu zeigen.

Die Arbeit konnte entstehen, weil das Verstdndnis meiner
Frau Mechthild es ermdéglichte, viele Abende mit der Durch-
fiihrung von Berechnungen und der Abfassung des Manuskripts
zu verbringen.



2.1

Definition der Elemente

Unter eindimensionalen Elementen sollen Elemente bezeich-
net werden, die sich in einer lokalen Koordinate beschrei-
ben lassen. Dabei ist an Bauteile gedacht, die sich durch
die bekannten linearen Differentialgleichungen beschreiben
lassen. In Abb., 2.1 sind einige im Schiffbau iiblichen Re-
chenmodelle dargestellt. Es liegt nun nahe, zun#chst eine
Ubersetzung der alle diesen Elementen zugrundeliegenden
Differentialgleichung in eine Ubertragungsmatrix bzw. Stei-
figkeitsmatrix vorzunehmen, denn wie bereits ahgedeutet, hingt
die Entscheidung ob Ubertragungsmatrix oder Steifigkeitsma-
trix-Konzept oder auch eine Kombination aus beiden von dem
Jeweiligen praktischen Problem ab. Es handelt sich im we-
sentlichen um die gewdhnliche Dgl. 2. Ordnung und 4. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten.

Stabelemente

Zunichst betrachten wir die lineare gewdhnliche Dgl. 2.
Ordnung

" Q 2

y o+ (T) y = konst. (2.1)
Die Ldsungen lauten bekanntlich

. % X
= A,slna-l—+ Azccsal

Y;o = Honst (é)z

wenn 1 die Berechnungslénge sein soll und D und a noch
niher zu bestimmende phy. Konstante.(D siehe Seite 5)

(2.2)

e




Die Ubertragungsmatrix fiir die homogene Differentialglei-
chung erhdlt man dann mit

y | sin a T cos a T A, -
Dy’ D%cosa-’:--b%sfnaif— A, -3
X . !
{2 ] .'c(x)HA]
x ¢ D = phys. Konstante

Zustandsvektor an der Stelle O bzw. 1

Fhfeolal ) sleoli)
(+], - [cw][c)] fs]

u] - [ (]| c(o)]q

L. (2.5)
€os Q 5—(;—5”‘1@.
[ul« | pa
-D-[-sma cos Q

Die zugehdrige Steifigkeitsmatrix erhdlt man durch Umsortie-
rung und Einfilhrung eines positiven Vorzeichens fiir alle
Schnittgré8en zu |

Dy,| a| ctga - o Y,
Dy }‘DT R :ma (2.6)
Y sin a clg a Yi

P} = (] {w)

in Taylorreihen entwickelt

a '
(k] -2 Bl SR T | (2.7)
“1 1 (o}
T+ & E {~ 3



Die Taylorreihendarstellung erlaubt nun eine Aufteilung
mit

o

- _21‘1 22'
{k] [kt]*'[kz] T 4 YR |2 (2.8)

Fir die Ldsung der Dgl.
2
n ,
y - (%)y = Kkonst.
ergeben sich die entsprechenden Ausdrucke mit den hyperboli-
schen Funktionen zu

! .

[u] - |-2h e pa 2t (2.9)
|
[

und die Steifigkeitsmatrix

-1

[k] - D an_ Ctg:" a sinha (2.10)
sinh a ctgha

Die Reihenentwicklung ergibt dann den gleichen Ausdruck
wie Gl. 2.8

L6 5

Nach diesen rein formalen Umrechnungen lassen sich fiir die
Jjeweiligen Elemente die physikalischen Konstanten a bzw. D
aus den Jeweiligen Differentialgleichungen bestimmen.

s at. s
Y




Balkenelemente

Neben der Dgl. 2. Ordnung spielt die Dgl. 4. Ordnung eine
bedeutende Rolle. Sie lautet

y + ( -‘li)z y - ('(’—)‘y - Konst (2.12)
Je nachdem, welchen Wertebereich Q' bzw. b‘ einnehmen, (Tab.2.1)
ergeben sich verschiedene L&sungen der Dgl. In Abb. 2.2
sind die GUltigkeitsbereiche eingetragen. Es ergeben sich
9 unterschiedliche L8sungen, die in Anhang 1 zusammengestellt
sind. Die Ubertragungs- bzw. Steifigkeitsmatrizen erh#lt
man mit Hilfe der bekannten Formeln (Anhang 1). Dabei ist
als Zustandsvektor die Ldsung selbst sowie ihre Ableitungen
verwendet worden. Aus praktischen Griinden wurde als vierte
ZustandsgroBe eine Kombination aus der dritten und ersten
Ableitung gewonnen.

D
z} = physikalische Konstante, = Elementlinge
Q

r 3 s 3 , <
y y. Dy:
) ! " 2
y Y; D(y'+(3) y).
sy, L B >
| . y
j j
Dyt (})y) yi D(y"(})'y)
‘ i (2.13)

2
Das Vorzeichen von (%}) wird entsprechend der Ldsung

der Dgl. eingesetzt.



Entwickelt man die Steifigkeitsmatrizen in Taylorreihen, so
erhdlt man nach lingerer Zwischenrechnung die in Tabelle 2.2
dargestellten Steifigkeitsmatrizen.

2 4
D Da Db
Die Teilmatrizen entpuppen sich z.B. fﬁr;ein Balkenelement
mit D= E3J =t bt - LW ¢
E3J EJ
2u
[*ﬂ] = [kg] lineare Steifigkeitsmatrix des Balkens
[k;]E [kal geometrische Steifigkeitsmatrix des Balkens
[lx] = [k ] Mdssenmatrix des Balkens

(2.15)

Es liegt nun nahe, eine Sammlung von Differentialgleichungen
fiir diverse Probleme zusammenzustellen. Die Ubersetzung in

ein diskretes Rechenmodell erfolgt dann in einfacher Zuweisung
der physikalischen Konstanten zu den mathematischen Koeffi-
zienten a2 bzw. bh. Ob man die geschlossene L&sung oder die
Taylorreihen verwendet, hdngt von der ZweckmiBigkeit bei

der praktischen L&sung von Problemen ab.

Im Elementkatalog sind eine Reihe von Elementen, ohne den
Anspruch auf Vollstindigkeit zu erheben, zusammengestellt.

Es sind in der Spezialliteratur noch eine Vielzahl von An-
wendungen der gewthnlichen Differentialgleichungen ange-
geben, die von Fall zu Fall ebenfalls mit Hilfe der vorge-
schlagenen Elementmethode berechnet werden konnen.




Die rechten Seiten der Differentialgleichungen kinnen
natiirlich Funktionen von x sein.

Es lassen sich entsprechende L&sungen meist leicht angeben.
Da man aber die geometrischen GréBen in Jjedem Element als
konstant annimmt, ist die Bestimmung von Lastspalten bei
der Ubertragungsmatrizenmethode bzw. die der rechten Sei-
ten der Gleichungssysteme bei der Deformationsmethode fir
konstante rechte Seiten der Dgl. am wichtigsten.

Die Lastspalten fiir die Dgl. 2. Ordnung ergeben sich z.B.
zu

Fall 1 Fall 2

2

(@) (1-cosa) (2) (cosha-1)

D( )Z asina D(-};)za sinh a

L
a

Tab. 2.3

Einzellasten bzw. Einzelmomente lassen sich auf einfache
Art und Weise als Knotenlasen direkt angeben, entweder
im Lastvektor (Deformationsmethode) oder in der Lastspal-
te der entsprechenden Punktmatrix.
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Die rechten Seiten der Gleichungssysteme bei Verwendung
der Deformationsmethode erhilt man, indem man &dquivalente
KnotengroBen, die z.B. Knotenkridfte oder Momente sein kén-~
nen, bestimmt. Diese Knotenkrdfte sind definiert als die-
Jenigen Krdfte und Momente, die mit den Knotenverschiebun~
gen die gleiche Arbeit leisten wie die Arbeit der Feldla-
sten mit den Verformungen des ganzen Elementes.

Es ergibt sich also bei konstanten Feldlasten

A [

=
Knoten Feld

() () - /‘ypdx

o

(2.16)

Die Verformung des Elementes wird mit der Jeweiligen L&~
sung der Dgl. beschrieben.

y = [C] {A] p = Konst (2.17)

Die Knotenverschiebungen erhilt man mit

~
]

?(2.18)




Da die Verlaufsmatrix fiir p sehr einfach gebaut ist, er-
hdlt man

-7

(p) - (8] (2] - const
{z] / [c] ax (2.19)

Die Matrizen [B] bzw. [Z] ergeben sich fir die Dgl. 2.
Ordnung fir beide Fille zu

l .
-~ - 0
(2] |7 (e (5] - !
- é-sh1a sina  cosa
(2.20)
fir Fall 1 und fir Fall 2
[
-é—(cosha-i) 0 1
| — sinh a hmn a cos aJ (2.21)

Die entsprechenden Matrizen fur die Dgl. 4. Ordnung sind
im Anhang 2 zusammengefafBt.

Die Dgl. 4. Ordnung kann Jje nach Vorzeichen von az und
b‘ auf ein oder auch zweiparametrige Eigenwertaufgaben,
wie sie bei Stabilitdts-~ und Schwingungsproblemen auftre-

ten, fiilhren. Interessant ist der prinzipielle Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten.



-12 -

Die Differentialgleichung

yw+(—?‘-)zy"+ (—%—)‘y = 0 (2.22)

2

fihrt auf die einparametrige Eigenwertaufgabe fiir a“. Geht

man von der Lodsung

y = A sin ml—“-x
aus, so erhdlt man
(55) - (3 (5E) + () - o (2.2

und nach Umformung

(8) = (5E) + (=e)
b b mT
Diese Funktion ist in Abb. 2.3 dargestellt und man erkennt

die bekannte Girlandenkurve, der somit eine ganz allgemei-
ne Bedeutung zukommt.

Handelt es sich um eine 2parametrige Eigenwertaufgabe, dann
erhidlt man

2 2 4
($) (%) + (&) - (=)
bzw. (2.24)

2

(8) ¢ (#m) =

fiirm = 1, m = 2 erhdlt man die sog. Dunkerley'schen
Geraden (Abb. 2.4).




2.3
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Plattenelemente

Grundlage der Plattenelemente ist die partielle Differen-
tialgleichung 4. Ordnung.

4 2 2
dw dw Iw 4
3z ¢ tA, Ix® t A3zt ~ AW = 0 (2.25)

4 4
dw d w

+A +A
Ix' M AxAd 2
Diese Dgl. 1dB8t sich mit Hilfe einer Fourierschen Reihe in

ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 4.
Ordnung darstellen.

w(x,y) = Lw, (x)sin 2 (2.26)

Man erhdlt dann

w 2, — & —2
w, (x) +(t A, -("—B"—) )wn(x)+(("?“) Azt(%'l)A‘rAs)wn (x) =0

‘ (2.27)
Man erkennt, daB man die Ldsungen der unter 2.2. angegebenen
Dgl. direkt verwenden kann. Im Elementkatalog sind eine Rei-
he von Plattenelementen angegeben, die eine sehr schnelle
Plattenberechnung ermdglichen.

An dem Reihenansatz Gl.(2.26) kann man erkennen, daB sich
die vorgeschlagenen Elemente fiir Probleme mit an 2 Seiten
aufgelagerten Réndern eignen. Eingespannte Rénder sind mit
verschiedenen Methoden (siehe 2.6) zu verwirklichen.



2.4
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Scheibenelemente

Bekanntlich gilt fir die Scheiben die Bipotentialgleichung
AAF=0. Shimizu /34/ verwendet diese auch und leitet eine
Flexibilitdtsmatrix fiir einen Elementstreifen ab. Diese Ma-
trix ist leider nicht symmetrisch. Nach dem Dargestellten
148t sich ohne weiteres die Spannungsverteilung ermitteln.
Man muB8 die Randbedingungen allerdings in der Form einer
Spannungsfunktion definieren kénnen. Fir die simultane Ver-
wendung mit einer Plattenbiegesteifigkeit eignet sich die-
se aber nicht. Im folgenden werden halbanalytische Verschie-
bungsansitze verwendet. Man muB allerdings zur Aufstellung
der Steifigkeitsmatrix nunmehr doch das bekannte Integral

T
(W] - [ () [e](8] av (2.28)
welches man aus einem Energieansatz erhdlt, verwenden.

Als Ansatz fir das Verschiebungsfeld kdnnen lineare quadra-
tische oder kubische Ansitze infrage kommen. Abb. 2.5

u = [F] sin z {uk] (2.29)

N
B
woo= [F]cosﬂal

u = g u (2.30)
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Die Dehnungsmatrix erhidlt man wie {iblich mit

(e} = (a]{u], | (2.31)
{e] - 18] {u.)

n n

oder in sinus- und cosinusbehaftete Therme aufgeteilt

eingesetzt

[B] - [E] sin '-‘B—ﬁz*[ﬁj cos%z (2.32)

n n n

mit dem Stoffgesetz

c P v 0 (2.33)
(E]= 7= |, | 0
0o o 3

erhdlt man mit Beriicksichtigung der Orthogonalitdt der tri-
gonometrischen Funktionen die Steifigkeitsmatrix zu

(], - 2] (] (610,40 B[] (€103 0x esw
-[k]n+[k]n

Die Spannungsmatrix zur Bestimmung der Spannungen aus den
Verschiebungen erh#lt man dann zu

o, = [elfe)
{cr}n - [e][s] {“*]n (2.35)
L), - Is] {w],

oder aufgeteilt in Binus- und Cosinusanteile
[S]n=[5]n sinD—BE-zi-[g] cos "—BEz (2.36)
n

Die Steifigkeits- und Spannungsmatrizen sind in Anhang 3
zusammengestellt.
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2.5 Volumenelemente

Volumenelemente lassen sich erzeugen, indem man zweidimen-
sionale Scheibenelemente erweitert, indem man die dritte Di-
mension analytisch beschreibt /13/. Diese analytische Be-

schreibung kann man wieder mit Fourierreihen durchfithren.
Filr ein dreieckiges Element (Abb.2.6)

kann man dann den Ansatz fiir das Verschiebungsfeld mit

Ll;‘
u= Z[L‘ L2 Ls]SinD_Tr..z u‘].b
n B
umJn
v;)
V = Z [ L, L, L,] sin D-B-"; 2 {v,- (2.37)
n Vm"
w, )
W:};_[L' L, LB]cos—-B—z w,
Win |
annehmen. Wobei "
- 2.38
Leomgs |t berr ey ) niim (2.38)

die bekannten Fli#chenkoordinaten darstellen, die sich be-~
sonders leicht integrieren lassen mit

P it iy
]L, L, L, dA = Frfrmr2)! 2A (2.39)
A
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Die Dehnungsmatrix lautet dann

1 |
[—aLa .o | |
'-a—x—Sln BZI 0 I 0
n . |
0 [ aLzsnnmrz | 0
‘ nT . n¥W
0 ' 0 -L; —sin 52
o | BB (2.40)
il" |
no |2l gonm, 3L oot
3y sin 52 : o sin —=- 2 : 0
| ' .
AL o N, | AL T
0 iLchosBz:ay cosB'z
| .
LU} 3Li (o5 AT
L, 5~ C0s T2 : Q l I s 5
| |
- | | ]

Teilt man die Dehnungsmatrix in Sinus- und Cosinusanteile
auf, so erhdlt man wieder

[ ] [ ]s'" _z“[ ] ‘°5_-2 (2.41)

Die Steifigkeitsmatrix erhdlt man wieder unter Berlicksichti-
gung der Orthogonalitdt der trigonometrischen Funktionen zu

] - //[ (e, ]; [e][8;] dxdya:
g_t[/[s,.]:[s][s,.] dxdy+ ]/(e ] [e)[8;] axdy
- [;aj ot [;ij]n (2.42)

Filr das Stoffgesetz sind nunmehr alle 6 Spannungskomponenten
zu bericksichtigen mit



2.6
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P - I 1 ¢
Cx 1-v v v : Cxﬁ
o, VR B v : y
G; £ v Vv {-v : ¢,
. —_— — 3 (2.43)
T r (1+v)(1-2v) T2y r
xy : : 0 0 Ixy
1-2v
Tyx } 0 = 0 Iyz
1-2v
sz l 0 0 T ‘ZX
L ) L | 4 N\ J

Im Anhang 4 sind die Steifigkeits- und Spannungsmatrizen zu-
sammengestellt.

Rotations~- und Sektorelemente

Eine weitere Klasse von halbanalytischen Elementen sind

die Rotations- und Sektorelemente. Es liegt fiir solche Ele-
mente eine umfangreiche Literatur vor, so daB eine kur:ze
Beschreibung ausreicht. Es wird im iibrigen auf den Uber-
sichtsaufsatz von Buck /23/ hingewiesen, in dem uber die
wichtigsten Elemente berichtet wird, Ein Rotationselement
entsteht, indem man;die bekannten Stab-, Scheibenelemente
um eine Achse rotieren 1l48t. Abb. 2.7

Man erhdlt so Membranschalen und Volumenelemente. Die Kno-~
tenfreiheitsgrade sind nunmehr v in z2-Richtung und u,
in r -Richtung. Eine weitere Mdglichkeit besteht, eine
Kreisringplatte aus einem rotierenden Balken zu erzeu-

gen /3/.

Die Balkenfreiheitsgrade lauten dann w und dw/dv . Die Sek-
torelemente entstehen, indem man den Winkel 6 mit & und
kleiner als 360° widhlt. Fir die Verschiebungsverliufe sind
nunmehr wieder die Fourierreihen zu verwenden, so erhdlt man
z.B. fir die Platte Abb. 2.8

A L LS
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W = [F] sin %kg-{uk}
mit [F]r- [ (-3Re 2R
(R-2R*+ RY) I, (2.40)

3R?- 2R3

3 2
(R™- R%) L,
- J

Man erkennt, daf8 fiir die Verlaufsmatrix wieder die Hermit-
polynome des Balkens dienen. Integration der Steifigkeits-
matrix ist wieder filir jJede harmonische Fourierkomponente ge-
trennt mdglich. Die Berechnung einer ganzen Konstruktion ge-
schieht wieder wie {iblich ohne Besonderheiten.
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2.7 Eingespannte Rinder

Die halbanalytischen Elemente wurden unter Verwendung einer

sinus~Reihe ermittelt, die sich besonders eignet zur Berech-
nung von frei drehbar aufgelagerten Rindern, oder frei ver-

schiebbaren Kanten.

Um nun eingespannte Rénder zu beriicksichtigen, sind drei ver-
schiedene Methoden denkbar:

1. Superpositionsmethode
2. Eigenformmethode
3. Differenzenmethode

Wihrend die Superpositionsmethode sich ganz allgemein auf
inhomogene Probleme anwenden l#8t, kann man die Eigenform-
methode besonders bei homogenen Problemen verwenden. Die
Differenzenmethode eignet sich fir beide Formen von Pro-
blemen. Um einen Einblick in diese drei Methoden zu erhal-
ten, werden die folgenden Erliuterungen nur so ausfiihrlich
wie zum Verstdndnis notwendig durchgefiihrt. Zum Teil sind
es neuartige Anwendungsmdglichkeiten, die es Wert sind,
grindlicher durchdacht zu werden, als in diesem Rahmen
méglich.




2.7.1 Superpositionsmethode

Von GHALI und TARDOS /41/ wird dazu folgender Vorschlag ge-
macht: Man nimmt ein fest eingespanntes System zundichst als
frei aufgelagert an und bestimmt die Verformungen, die an
dessen Enden durch die Feldbelastung hervorgerufen werden.
In einem zweiten Schritt 148t man an diesen Enden dann Rand-
krédfte angreifen, welche ihrerseits Verformungen erzeugen,
die gleich und entgegengesetzt den ersteren sind. Addiert
man die Ergebnisse beider Lastfidlle, so hat man dadurch den
Zustand 'feste Einsapnnung' simuliert. Voraussetzung fir
diese Vorgehensweise ist die Gliltigkeit des Superpositions-
prinzips.

Im Folgenden soll der geschilderte Gedankengang auf die hier
behandelten halbanalytischen Scheibenelemente angewendet ,
werden, immer in Anlehnung an die oben zitierte Literaturstel-
le, in der eine entsprechende Herleitung fiir halbanalytische
Plattenelemente angegeben ist. Es wird die Deformationsmetho-
de verwendet.

Gesucht ist der Ersatzlastvektor {j?}n » der unter den oben
genannten Bedingungen die Feldbelastung sowie die Belastung
durch die Riuckstellkridfte beinhaltet.

Man geht aus von dem Verformungsansatz
(*: GrdBe bezieht sich auf ein Element)

o
w*(x,z)- ; fn(x)-Yn(z) = ; [w(x)”uk}n- Yn (z)
mit  Yn(z) = sin - ~ oder Yn(z) = cos %z
[wu(x)] Verlaufsmatrix fiir die Verformung in x-Richtung

»
{uk] Knotenlinienverschiebungen fiir Reihenglied n
n



Als erstes werden die Verformungen an denjenigen Elementrin-
dern definiert, an denen spidter die zu superponierenden
Krédfte angreifen sollen. Diese Definition*erfolgt in Abhin-
gigkeit von den Elementverformungen {LLK} :

n

{“k]n = [C]: ' {“k]: (2.46)
mit {“k]* gesuch?e Randverformungen
- ’ -
. | ]"[H] 0 (2.47)
le]
0 .
L * [H]".J
[H]n und [C}n sind

in /40/ ausfihrlich diskutiert.

Als nichstes werden die Riickstellkr#fte definiert, welche die
¥erformungen, die durch die Feldbelastung entstehen, wieder

riickgéngig machen sollen:
»

{Fa}n ’[G]: "{Gk}* (2.48)

{F&} dquivalente Knotenlast der Riickstellbelastung
" fir das Reihenglied n
[G] Verlaufsmatrix

»*
{Gk] Knotenpunktbelastung in Richtung der Verformung
a

*
Mittels der Freiheitsgradzuordnung werden {Fa]n und {ock}n
in die entsprechenden Vektoren fiir das Gesamtsystem iberfiihrt:

{“k} = [C]n’ {“k}n (2.49)

(%) - (6] - {GRL (2.50)

VP P
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weiter gilt allgemein:

{F}n - [sx] [“Jn (2.51)
mit [SK] der Systemsteifigkeitsmatrix aufgeldst nach {un} :
() = [s] (), (2.5

eingesetzt in 2.49 ergibt fir die Randverformungen durch die
Riickstellbelastung: '

| {“Ka}n = [C]

und fir die Verformung durch die Feldbelastung:

y [SK] {Fe],, (2.53)

n n

{“K,}n - [c]- [SK]:'{&}n | (2.54)
o) =[] < [sx] - [o] - (@),
() = [e],- [sx], [o], (2.55)

[6] = Z(c], [sx], [6],
(=g} = 1[0l

aufgélast nach { A, }“ :
{GK}“ = [f] [mge} (2.56)

Die Verformungen {“"a}’ hervorgerufen durch die Rickstell-
krdfte, sollen gleich und entgegengesetzt den Verformungen
sein, die durch die Feldbelastung (Index O) entstehen:

EFRERN LI (2.57)
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eingesetzt in
-1

{ax] =-[f] {“K,} (2.58)

o

man erhilt dann:

(% } = T (c] [sx] (F] (2.59)

n n

eingesetzt in:

(00 - 1( 1 L 0e) [sx] {R) (au60)

Die aus beiden Belastungen resultierenden Verformungen wer-
den superponiert; der resultierende Verschiebungsvektor {uK}
ergibt sich zu:

[uk} = [SK] { } [Fo}
{ k] ,,+{Fa],,)

2.50 eingesetzt in 2.61

{uK} - [SK]: ({Fa}n"' [GJ,,{GKL)

n

n

(2.61)

Der Ersatzvektor wird damit:

[F) = {®) + (6], {au),

h n

Es ergibt sich schlieBlich der endgiltige Lastvektor zu

(F} = (%) - [6] [1]7 S lc] [sx) () %2

n n n n h

In Tabelle 2.3 ist ein FluBdiagramm einer solchen Berech-
nung dargestellt.
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2.7.2 Eigenformmethode

Die Eigenformmethode stammt von Chéﬁg /3/ und ist von die-
sem mit Erfolg auf Plattenprobleme angewendet worden. Der
Ansatz fir das Verschiebungsfeld wird in einer Richtung
durch die Jeweilige Eigenform des Balkens unter Beachtung
der gewlinschten Randbedingungen und in der anderen Rich-
tung durch die Hermitpolynome des Balkens gebildet.

Leider ist es nicht mdglich, die Funktionen der Eigenfor-
men zur Umformung der partiellen Dgl. in die gewdhnliche
Dgl. 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu verwen-
den.

Daher muB man mit Hilfe der Energiemethode die Integration
der Steifigkeitsmatrix durchfilhren. Es liegt aufder Hand,
daf8 solche Elemente Niherungsldsungen darstellen, deren
Genauigkeit sorgféltig Uberpriift werden muB8. Dieses Vorge-
hen ist fir Beulprobleme und Schwingungsprobleme geeig-
net, flr inhomogene Probleme ist dieses Vorgehen dagegen
nicht geeignet.
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2.7.3 Differenzenverfahren

Die MBglichkeit, mit Hilfe der Differenzenrechnung feste
Einspannungen zu berlicksichtigen, s0ll am Beispiel der
Plattenelemente erliutert werden. Gegeben sei eine an 2

Seiten eingespannte und an 2 Seiten frei aufgelegte Plat-
te. Abb. 2.9.

eingespannt

At o

Abb. 2.9

Die Dgl. der Platte in y-Richtung in Differenzen lautet /23/

d4W 2 ( dek-t -2 dek + dzwkn)
dx' A dx*® dx? dx?

+A—z;(wk_2- bw,_, + ka-4wk-l+wk+2). = (2.63)

d.h., man muB die beiden sogenannten Differenzensterne
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(2.63)

und

{ -4 |6]-4 1

fir jeden Punkt in z-Richtung anschreiben. Man erh#lt eine
Differenzen-Matrizen-Differentialgleichung

[1]{w] s [a){w)" + 8] {w] = & (P] (2.64)

Fiir die Randbedingungen gilt 2=0, w "= 0
und z=8,6 w- 0 , also Symmetrie- und Antimetriebedingung.

Abb. 2.10
Die Matrizen [A] und [B] lauten

-2 7 -4
[A]s { -2 1 .52?. bzw_[g]. 4 g -4 .é (2.65)
1 -2 { -4 5
. L ]

Die L8sungen der allg. gewdhnlichen Differentialgleichung
sind nun wieder verwendbar.

Die Koeffizienten (a/l)z bzw. (b/l)‘ sind nunmehr
lediglich als die Matrizen [A] bzw. [B] zu interpretie-
ren. Verwendet man die exakte Ldsung, dann treten in den
trigonometrischen Funktionen als Argument arithmetische
Ausdriicke der Matrizen [B] und [A] auf.
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Diese sind mit Hilfe der Matrizentaylorreihen zu entwik-
keln, Die Steifigkeitsmatrix in gekiirzter Potenzreihenent-
wicklung lautet dann wie dargestellt.(Tabelle 2.5 - 2.7)

Das zu 18sende Gesamtgleichungssystem, welches man durch
Superponierung erhdlt, hat eine gréBere Bandbreite als

bei freier Einsapnnung, (8tatt &4, 12 Koeffizienten) und
ist ein gréBeres (statt 14, 42 Gleichungen). Der Speicher-
platzbedarf steigt also rasch an. (Abb. 2.11)

Es ist sicher ein weites Feld, die fiir den Jeweiligen Opti-
mierungsprozef3 geeignete Methode zu ermitteln. Man kann,

das hat dieser Abschnitt gezeigt, wohl keine allgemein

als am glinstigsten bezeichnete Methode angeben. Die schnell-
sten Berechnungsverfahren werden die sein, die am stark-
sten am Problem orientiert werden koénnen.
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Gleichungssystem fur

6 Elemente frei aufgelagert
¥4 x4 = 56 Speicherplatze

Eleichungssystem fiir 6 Elemente
eine Seite fest andere Seite
frei aufgelagert

42 x 12 = 504 Speicherplatze

Abb. 2.1
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n: Zihler fiir die Anzahl
der Reihengliederx

Aufstellen der Systemsteifigheitsmatrix [SK],,

[SK],, invertieren und [SKI! speichern
|
[Qn und [6], bilden und speichern

E‘fJn = [CJn [-SKJ;‘ [Gjn

Hinauaddieren von [fla 2u den Anteilen der vorherigen Shritte » [Abilden

Aufstellen des Teldlastvelttors {To), und speichern dieses Velttors
l

Bilden des Ausdrucks ((J.[50. (%o}, und

Aufsummieren auf die knteile aus den vorherigen Shritten ~ %([CJ.[SKJ: F3|

. a ' .
- J° n<l n ne: Reihengliederanzahl
nein ‘

Matrix 0£] invertieren ~ fﬁ =

Aufsicllen des Ersatelastvektors: {F) ={F:} - (6], ()< a1, . {%.},
] .

Gleichungssystem nach den Verformungen auflssen: [uch = 807" (5,
I ,
Aufsummieren der Verformungen {uxin

Ja

g n(}n
nein
Tabelle 2.4




12 6l |-12 6l
e 6l 12 6!
12 6l 12 6l
41 -6l 2t®
41° -61 2"
412 -6l 21*
12 -6l
12 -6l
symmetrisch 12 , -6l
41t
41°
4®
— Tabelle 2.5 -
72 3 0|6l 3L 072 3 0|6 31 0
-T2 3%, 3 -6l A -36 72 -36; 3L -6l 3l
72,0 3 -6l'0 -36 721 0 3l -6l
-8 4* 06l -3 0|2 -* O
812 4%|-3 6l -3 |-1® 2t -1?
810 -3t 6L, 0 -1* 27
-72 3% 0 |6l -3t 0
-72 3G |-3% 6l -3
symmetrisch 72| 0 -3t el
-8 4% 0
-8l 412

Tabelle 2.6
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Vergleiche mit in der Literatur angegebenen Elementen

Von Cheung/1/, /2/, /3/ sind Platten und Scheibenelemente
mit halbanalytischen Anslitzen angegeben worden, praktische
Berechnungen von Plattentragwerken sowie die Bestimmung der
Eigenfrequenzen weisen diese Elemente als recht gut brauch-
bar aus. ’

Von Yoshida und Oka /4/ und von Yoshida /5/ werden weite-
re praktische Plattenprobleme sowie einige kritische Beul-
werte fir schiffbauliche Probleme angegeben. SchlieBlich
werden ebenfalls fiir 8rtliche Beulprobleme halbanalytische
Finite Elemente von Przeminiecki /6/ angegeben.

Diese Elemente sind mit Hilfe des Prinzips vom Minimum der
potentiellen Energie abgeleitet. Die geometrischen und
Massenmatrizen sind identisch mit denen aus der Taylorreihen-
entwicklung.

Die linearen Teilsteifigkeitsmatrizen unterscheiden sich
in den Koeffizienten k,, und k;4: . Fiir diese Koeffi-
zienten gilt k|, = - k', , auBerdem sind diese Teil-
koeffizienten unabhingig von der Elementlinge (Abb. 3.1
und Abb. 3.2).

Fiir aufgelegte Platten ergeben sich die gleichen Ergebnis-
se

fiir einen freien Rand ergeben sich Unterschiede.
Nur fiir v=0 gibt es iilbereinstimmende Ergebnisse. Fiir v#0

konnen beide L¥sungen nicht richtige Ergebnisse liefern, da
die Randbedingungen am freien Rand nicht erfiillt werden.

i s

T
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36 (3+15») L -3¢ 31
2 412 - -
(L) b D . 3 (3.1)
b L 30 36 -(3+15v)1

symmetrisch
Y | 41

Teilsteifigkeitsmatrix nach Przeminiecki

36 31 -36 31
. 418 -31 36
JL.(E) b D
b \b/ L 30 36 31 (3.2)

symmetrisch
y ' I 412 J

Teilsteifigkeitsmatrix aus Taylorreihenentwicklung '

% ktz + k’4 - o
/4
Y
éy/
2;;‘ Abb, 3.2
. & Systemsteifigkeitsmatrix
//// by + Kp0

N

N
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Weiter wird von Kawai /11/ ein Finites Balkenelement unter
Verwendung der gemischten St. Vernant'schen und Wilbkraft-
torsion angegeben.

Fiir den Verlauf der Verschiebungsfelder werden die Hermiti-
schen Polynome 2. bzw. 4. Ordnung verwendet. Auch dieses
Element ist identisch mit der hier vorgestellten Taylorrei-
henentwicklung.

Auch die von Barsoum und Gallagher /7/ vorgeschlagenen Ele-
mente zur Berechnung von Kipp- und Drillknicken sind unter
Zuhilfenahme der Hermitischen Polynome unter Verwendung

des Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie entwik-
kelt und entsprechen den vom Autor mit Taylorreihen dar-
gestellten Elementen.

Interessant ist es, daB8 man auch sog. nichtkonservatives
Stabilitdtsversagen mit Finiten Elementen behandeln kann,
wie Barsoum gezeigt hat /9/. Bis auf die nichtkonservative
geometrische Steifigkeitsmatrix entsprechen die Ausdriicke
fir die lineare, geometrische und Massenmatrix der Taylor-
reihendarstellung.




[

Abb.3.1 Rechenmodell

———
K + k% = 0
%
Q/A/ N
>
Q@V
2 Q@0
j ,/
%>
W%
770)
N%

Abb.3.2  Systemsteifigkeitsmatrix
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Genauigkeit

Umn die Giite der Taylorreihenentwicklungen zu Uberpriifen,
wird fir ein Zweielementmodell die Gleichgewichtsglei-
chungen fiir den mittigen Knoten entwickelt /2/. Die Frei-
werte an den Knoten t-{ ©bzw. i+! werden in Taylorreihen
an der Stelle | entwickelt.

Mit Abb.4.1erh¥lt man fiir Probleme die mit der Dgl. 2.
Ordnung bearbeitet werden

D = const
Abb. 4.1 b L -1 i
=1 i i+t (“.1)
o, (Led) L %)y o [ygQn 0
Tl R) v (eran)(e )y ar (15 8) v -
Nach der Entwicklung von y. bzw. y. ., erhdlt man die
Dgl. am Ort i mit
‘ Q, \ i a, ¢ lz { I'ﬂ.l m 1"’“3 W
y. *(T) ’a?yi+(T) YT T e it Tew % o 0 (4:2)

Fuhrt man den Grenzilbergang mit oc-1 bzw., |~ 0 durch,
dann verbleibt die Dgl.

v, % ( 9l-l‘)zy -0 (4.3)

3
Eine schnelle Konvergenz mit | ist zu erwarten, wenn « =1
ist. Ist x#¥1 , so ist die Konvergenz nicht so schnell zu
erwarten.

Numerische Uberpriifung tut not. Bei genauer werdender Ein-
teilung wird a( verniinftigerweise allerdings auch gegen 1
streben, so daB die Konvergenz auch bel nicht Hquidistanter
Einteilung zu erwarten ist.

YA r
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Fiir die Dgl. 4. Ordnung ergibt sich dann dié Gleichung
fur die Verschiebung y. (3. Gleichung Abb. 4.2).

Kovit KO+ (K04 4@)y (K24 WD)y e 1Dy, ¢ kDY, = 0 (43)
Die Steifigkeitskoeffizienten k;;  bzw. fur das 2. Ele-
ment k.-j erhdlt man aus der Taylorreihenc%arstellung.
Entwickelt man nun die Funktionen y,., , Y, bzw.

Yirt » ¥y, amOrti so erhflt man nach léngerer Zwi-
schenrechnung

2
& (1-x)- g (1) B (&) L (1+e)

[}
<
——
,..I;T
S
]
~<
‘o"lw
—
|
L =
N
T
]
K
Nne?
+
—g
=
!

« 40 \ ol o« 60 \ ol
54 [ by \' ! 3 13 7 b\ (@)’
'420(0:?) 24 (1 “)*'4_23(07?—) 26_ (H“)}
v 12 (lz 2 4 2 4
+ yi - m(l«-o&)-f %—-’-(1-“)+ 1—}56—(9-1"- &L;-(i-a’)- E_L?(a_;,) (al) (1-042)

)
o () () S (B) (1))

7
i (&) (1) G () (1)) om0
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Setzt man o = { und sortiert um, dann erh#lt man

v " 4 "

e (%) - () y - & () |
2 4 4 !

(s (2 e g () )y (3 () (%) o) 0

das heilt, es ist mit einer Konvergenz von mindestens \*
zu rechnen. In Abb, 4.3 und Abb. 4.4 ist eine Fehlerbe-~
trachtung dargestellt /13/.

Die Konvergenz (Steigung der Geraden in doppellogarithmi-
scher Darstellung) ist gréSer als > . Absolut nehmen die
Fehler sehr schnell ab. Es geniigt im allgemeinen, bei Ei-
genwertuntersuchungen, wie Beulen, Knicken oder bestimmen
von Eigenfrequenzen, die Eigenfrequenzen zwischen 2 Kno-

ten durch 2 Elemente anzundhern. Zwischen 2 Wendepunkten

sollten wenigstens 3 Elemente angeordnet werden.

Die Genauigkeit der halbanalytischen Scheiben- und Volumen-
elemente 148t sich mit geschlossenen Lbsungen Uberpriifen.

In Abb. 4.5 bis 4.8 sind die Fehleruntersuchungen fir Schei-
ben zusammengestellt. Man kann sehr deutlich sehen, daB8 mit
héherwertigem Ansatz nicht nur die absoluten Fehler kleiner
werden, sondern auch die Konvergenz ganz wesentlich ver-
bessert wird.

Da das Kraftgleichgewicht an den Elementriéndern nicht er-
fii1l1t wird, kann man mit dem einfachen Ansatz SCHEI 2 nur
ungenaue Ergebnisse erwarten. Abb. 4.9 zeigt den deutlichen
Genauigkeitsanstieg bei Verwendung hdherer Ansitze. In

Abb. 4,10 ist noch einmal verdeutlicht, daB bei einem ho-
hen Spannungsgradienten erst der Ansatz mit SCHEI 4 be-
friedigt.
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Transformationen, Verkniipfungen

Die Eigenschaften der Elemente wurden der Zweckmifigkeit
halber in elementeigenen Koordinaten beschrieben. Flr den
Aufbau eines Rechenmodells fiir eine ganze Konstruktion
sind Koordinaten notwendig, in denen man die Elemente
ihrem wirklichen geometrischen Ort innerhaldb des Rechen-
modells entsprechend beschreiben kann. Bei Ubertragungs-
matrizen, die ihrer Natur entsprechend fiir Elementketten
mit wenigen Zwischenbedingungen geeignet sind, fiihrt man
die Transformation an den Jjeweiligen Knoten mit Hilfe ei-
ner Punkttransformationsmatrix durch, d.h., man iibertriagt
in elementfesten Koordinaten und paSt nur Jeweils das
elementeigene Koordinatensystem aneinander an. Die not-
wendigen Transformationen sind in der Literatur z.B. beil
Pestel/Leckie /A8/ ausfiihrlich angegeben. Bel der Verwendung
der Steifigkeitsmatrizen ist man sehr viel freier in der
Wahl der Anordnung. Vermaschungen in ebener und r#umli-
cher Anordnung sind ohne Schwierigkeiten durchfiihrbar.

Wihrend bei Ubertragungsmatrizen aufgrund der Ketten-
struktur der Rechenmodelle die logische Zuordnung der
Freiheitsgrade festgelegt ist, kann man bei Steifigkeits-
matrizen Transformation und logische Verkniipfung unab-
hingig voneinander organisieren.

Natlirlich sind beide Methoden auch zusammen verwendbar,

denn eine Ubertragungsmatrix li8t sich durch einfaches
Umsortieren unter Beachtung der bei beiden Methoden unter-
schiedlichen Vorzeichen-Regelung in eine Steifigkeitsmatrix
und umgekehrt verwandeln. Abb. 5.1 =zeigt ein typisches Bei-
spiel, wie man unter Ausnutzung der Vorteile beider Me-~
thoden zu einem sehr schnellen Rechenmodell kommen kann.

Der Rechenablauf 1#8t sich in folgenden Abschnitten dar-
stellen.
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1. Aufstellen der Ubertragungsmatrizen fiir jedes Element.

2. Aufmultiplikation der Ubertragungsmatrizen der einzel-
nen Regionen.

3. Umwandlung der aufmultiplizierten Ubertragungsmatri-
zen in Regionalsteifigkeitsmatrizen.

4. Bestimmen der unbekannten Verformungen an den Verkniip-
fungsstellen.

5. Bestimmung der SchnittgrtSen an Jjedem Elementknoten
getrennt nach Region unter Verwendung der unter 4.
bestimmten Randbedingungen.

Man erkennt deutlich, daB eine solche Methode fiir Opti-
mierungszwecke geeignet ist, da man z.B. nur die Schnitt-
grofen fir die Jeweils interessierende Region zu berechnen
braucht, fir einen weiteren Berechnungsschritt mit regional
veridnderten Geometrien sind alle anderen Regionen direkt
wiederverwendbar. In dem Beispiel braucht man nur Region

2 und 3 zu dndern. Die Regionen 1 und 3 sind mit Ubertra-
gungs/Steifigkeitsmatrizen zu idealisieren; Region &4 und

2 mit Steifigkei?smatrizen zu berechnen,

Ein Element kann nun mehrere voneinander abhéingige oder auch
unabhéngige Eigenschaften haben. Man transformiert zun#chst
in ein System von Koordinaten, das zwar noch elementeigen
ist, aber nunmehr alle Eigenschaften des Elementes be-
schreibt. AnschliefBlend wird die Transformation in ein fiur
alle Elemente des Rechenmodells geeignetes Koordinatensy-
stem durchgefiihrt. Zum SchluB wird die logische Verknilip-
fung der zugelassenen Freiheitsgrade mit den Elementfrei-
heitsgraden durchgefiihrt. Ein erliuterndes Beispiel ist
z.B. die Erstellung eines finiten analytischen Elementes
zur Berechnung diinnwandiger St&dbe auf Biegung und Torsion.
Man bendtigt also eine Steifigkeitsmatrix fiur die Biegung
um 2 Achsen sowie Je eine Steifigkeitsmatrix fir die Ver-
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drillung und Zusammendriickung des Elementes. Man wihlt
dann zweckmiBigerweise jeweils ein angepaStes Koordina-
tensystem. Fiir die Biegungssteifigkeiten die Schwerach-
sen, fiir die Verdrehsteifigkeit den Schubmittelpunkt.
Man bendtigt also folgende Elemente:

EI W, = 0 D= EA

EI, W, = 0 D, = EJ, (5.4)
. 4

EAU = 0 D, = EJ,

9w+-E§i: 8" = 0 D, = EJ

Die Steifigkeitsmatrizen ergeben sich entkoppelt zu

1 r- : : [ “ r b
PWJ Kugd 010101 | wy
- m———m s
Ko,! 0 ( 0 W,
< Pwy} = o AR T I S 4 ?
{
Py Kuj 0| | U (5.2)
Po | IKe e J

{p}-[x]{u]
Man bendtigt nunmehr eine Transformationsmatrix [T] y die
die einzelnen Steifigkeitsmatrizen auf ein gemeinsames Ko-
ordinatensystem bringt. Man erhdlt diese durch geometrische
Zuordnung der 12 Freiheitsgrade {u} auf die 12 Freiheits-
grade {G} des neuen gemeinsamen Gleichungssystems. Die

neue Steifigkeitsmatrix erhiélt man mit der Ahnlichkeits-
transformation.

(<] =[] [«][7] O (5.3)
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Es liegt auf der Hand, fiir entsprechende Probleme des
Drillknickens bzw. Biegedrillknickens die einzelnen
Steifigkeitsmatrizen entsprechend zusammenzubauen. Auch
ist die Beriicksichtigung einer Schubdurchsenkung pro-
blemlos durchzufiihren.

Kawai /11/ gibt ausfithrlich die Vorgehensweise bei der
Berechnung von Containerschiffen in 8hnlicher Art und Wei-
se an, ohne die exakte Ldsung fir die gemischte Torsion

zu verwenden.
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6. Beispiele

Die folgenden Beispiele sind exemplarisch und sollen vor
allen Dingen die Vielseitigkeit der vorgeschlagenen Ele-
mente demonstrieren.

Neben allgemeinen Problemen sind auch eine Reihe schiff-
baulicher Beispiele dargestellt. Es muB an dieser Stelle
nochmals deutlich hervorgehoben werden, daB8 die analytischen
bzw. halbanalytischen Elemente fiir Probleme gedacht sind,
bei denen ilbliche Finite Elemente zu aufwendig sind. Das
gilt sowohl fur die Rechenzeiten, als auch fiir die Da-
tenaufbereitung und Ergebnisverarbeitung. Die vorgeschla-
genen Elemente eignen sich daher besonders fiir nichtline-
are Probleme, Optimierungsaufgaben sowie fiir Parameter-
untersuchungen.

6.1 Knickverhalten ideal-elastischer Biegebalken
6.1.1 Allgemeines

Bei Stabilitdtsuntersuchungen von Balken und Platten, die
nicht auBlermittig gedriickt werden, die nicht vorgebogen
und auch nicht querbelastet sind, sucht man die sogenann-
ten Verzweigungspunkte ihrer Gleichgewichtslagen. Bei
Balken Beispielsweise liegt dieser Verzweigungspunkt Jje
nach Randbedingung bei einer der vier Euler-Knicklasten
Py. Wie Abb. 6.1 fiir einen Balken auf zwei Stiitzen dar-
stellt, lassen sich flir diese Knicklast beliebig viele
Gleichgewichtslagen angeben. Weist der Balken Jjedoch von
Beginn der Lingsbelastung an ein Biegemoment auf, sei es
durch auBermittigen Lastangriff, Vorbiegung oder Strek-
kenlast, dann existiert im allgemeinen kein Verzweigungs-
punkt, wie ebenfalls Abb. 6.1 fur einen auBermittig ge-
driickten Balken zeigt. Doch auch bei vorhandenem Biege-
moment gibt es Fille fir das Auftreten eines Verzweigungs-
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punktes, so beispielsweise den Balken in Abb. 6.2, der
durch zwei auBermittige Lingskréfte belastet wird, die

im Balken gegensinnige Biegemomente erzeugen. Genau

bei der Knicklast PK1springt der Balken in die erste
Eigenform um. K1léppel und Lie /14/ haben ein Kriterium
aufgestellt, das besagt, daB dann ein Verzweigungspunkt
existiert, wenn die vorhandene Biegelinie nur den Verlauf
der Eigenform h8herer Ordnung aufweist.

Die Herleitung dieses Kriteriums begriindet sich, wie in
/14/ und in einer weiterfiihrenden Arbeit von Cornelius /15/
angedeutet wird, auf der Voraussetzung kleiner Verformun-
gen, bei denen die lineare Differentialgleichung noch

ihre GlUltigkeit hat. Im Folgenden soll das Kriterium von
Klbppel~Lie anhand einiger Beispiele {iberpriift werden.

Hierzu wird mit den vorgeschlagenen Elementen eine schritt-
welse lineare Rechenmethode verwendet, wobei der Verfor-
mungszustand des vorhergehenden Schrittes in dem Folgen-
den Beriicksichtigung findet. Zundchst woll dieses Vorge-
hen anhand verschiedener Beispiele erl#utert werden.

-

Berechnung grofier Durchbiegungen mit der Finite-Element-
Methode

Die exakte Differentialgleichung eines einfache, geraden
Balkens bei der reinen Biegung lautet

dzw ..M
dsz E.I (601)
Dabei gilt
dw _de _ 1 (6.2)
ds? ds €
mit dem Krimmradius ¢ , fir den man setzen kann
d’w
1 dx? M
_= = - 603)
dw 2 1 72 EI (
D (g) ]
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Man erh#lt somit eine nichtlineare Differentialgleichung.
Ublicherweise kann man die nichtlinearen Glieder ver-
nachlissigen. In /6/ wird am Beispiel eines Kragtrigers
mit einem am freien Ende angreifenden Moment gezeigt,
welchen Fehler man mit der Vereinfachung macht. Betriédgt
zum Beispiel die Durchsenkung w des freien Endes 1/500
der Trédgerlénge, 8o ist der Fehler 0,00013%. Der Fehler
steigt Jjedoch quadratisch mit w, so daB8 dieser bei einer
Durchsenkung von 1/5 der Trégerlinge schon auf 1,33% an-
wdchst. Etwa bei diesen Verfomungen kann man die lineare
Differentialgleichung als nicht mehr gililtig ansehen.

Am Beispiel von Kragtrigern und geschlossenen Rahmen zeigt
Yang in /17/, wie man trotzdem die lineare Differential-
gleichung bzw. entsprechende Steifigkeitsmatrizen bei gros-
sen Verformungen anwenden kann: Wie iiblich teilt man das

zu berechnende System in mehrere Finite Elemente ein. Dann
bringt man die duBere Last nicht mehr als Ganzes, sondern
in kleinen Lastschritten oder Lastinkrementen auf. Nach
Jjedem Schritt muB8 man den Koordinaten der Elemente die Ver-
schiebungen zuaddieren, was bedeutet, daB8 man im n#chsten
Schritt ein neues System berechnet, das in einem Polygon-
zug genau dem bis dahin erreichten Verformungsverlauf folgt,
im iibrigen aber vor dem Aufbringen des n#échsten Lastinkre-
mentes kriftefrei ist. Aus dem sonst ilblichen Gleichungs-
system nach der Deformationsmethode

(K] {u) = (o) (6.5)

mit den Knotenlasten {PK] s der Systemsteifigkeitsmatrix [K]
und den Verformungen {uK] wird also

[K];.‘. {AU.K}E - {APK}_ (6.6)
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wobei [K];q die Steifigkeitsmatrix des Systems ist,
dessen Koordinaten auf den Verformungszustand des Schrit-
tes (i-1) transformiert wurden. Sind bei den einzelnen
Schritten i die Verformungen {ISU"}; klein beziiglich der
Elementliéngen, so ist der Fehler, den man mit der linearen
Theorie macht, unbedeutend.

Nun sollen nicht nur quer-, sondern auch axial belastete
Balken berechnet werden. Dabei treten die Axiallasten

im Gleichungssystem nicht nur als HufBlere Lasten auf der
rechten Seite, sondern ebenfalls in der Steifigkeitsmatrix
[K] auf. Man betrachte hierzu als Beispiel das Balkenele-
ment in Abbildung 6.1 unter der Léngskraft H. In der zu-
gehbrigen Steifigkeitsmatrix (Typ 4 oder Typ 5) ist in a2
die Liéngskraft H enthalten.

Bei dem oben beschriebenen Verfahren, also dem schrittwei-
sen VergriSern der #uBeren Lasten, héngt die Axiallast in
den Elementen von deren Verformung ab. Man denke dabei

nur an den beidseitig fest eingespannten und querbelaste-~
ten Balken, in dem sich eine Zugkraft Jja iberhaupt erst
mit der Verformung einstellt. Die Axiallasten kénnen erst
nach der Ldsung des Gleichungssystems bestimmt werden, in-
dem an Jedem Element durch Multiplikation der Jjeweiligen
Knotenverformungen mit der Elementsteifigkeitsmatrix die
Knotenkr#éfte berechnet werden. Es ergeben sich die inkre-
mentalen Knotenkrdfte APx und APz des i-ten Schrittes
(Abb. 6.3). Den Winkel « erhllt man aus den transformier-
ten Elementkoordinaten, so daB man die Lingskraft H in den
einzelnen Elementen mit Hilfe der Gleichung

L AP - AP, . & AP, -AP,.
Hi = cOS& - Z: XAj 5 8 +sin«- Z 24j 5 81 (6.7)
J=t i*i

bestimmen kann. Die als Druckkraft positive Axiallast Hi
wird also aus einem mittleren Wert der beiden Kr#éfte an

den Knoten A und B Jeweils in x- und z-Richtung gebildet.
Im allgemeinen erfordert zwar das Kriftegleichgewicht am
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Element, da8 Px und Pz an beiden Knoten betragsmifig
gleich sind, Jjedoch gilt dieses nicht mehr fir elastisch
gebettete Balkenelemente.

Die Axiallast H, benStigt man nun im Schritt (1+1) bveim
Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix. Werden Jedoch
die HuBeren Lasten P mit diesem Schritt um AsPi+1 er-
hdht, setzt man Jjeweils eine zu kleine Axiallast Hi ein.
Daher schlégt Yang in /17/ vor, die Verschiebungen und die
Lingskraft fur den Schritt (i+1) aus den Ergebnissen der
beiden vorausgegangenen Schritte zu schitzen.

Der Unterschied der Spannungstheorie 2. Ordnung zur ein-
fachen Theorie besteht darin, daB der Einflu88 von Axial-
krdften auf die SchnittgriBen beachtet wird, der beson-
ders bei grbBeren Axiallasten spirbar wird. Hier geht man
Jedoch noch weiter, denn durch das schrittweise Aufbringen
der Last und die zugehdrige Koordinatentransformation
werden die Verformungen in Jedem Schritt so klein gehal-
ten, daB8 die lineare Differentialgleichung noch fast exakt
gilt. Das heilt aber, daB die bei groBen Verformungen auf-
tretenden Nichtlinearitdten mitberiicksichtigt werden. Da-
her wird im Folgenden diese Berechnungsmethode als Span-
nungstheorie 3. Ordnung bezeichnet.

Abb. 6.4 zeigt ein Testbeispiel /18/. Man erkennt deutlich,

daB mit kleiner werdenden Schritten die FE=-L¥sung sich an
die geschlossene L¥sung auf der Basis der exakten Diffe-
rentialgleichung 6.3 annihert. Die Wahl der Schrittwerte
muB8 besonders sorgfiltig geschehen, wenn Lingskréfte zu
beriicksichtigen sind. Abb, 6.5 zeigt einen einfachen Tri-
ger mit Einzellast. In Hthe der Eulerlast gehen bei der
Berechnung nach der Spannungstheorie 2. Ordnung die Ver-
formungen gegen oo , was nicht sehr realistisch ist. Wihlt
man nun bei Verwendung der Spannungstheorie 3. Ordnung
eine zu grofBe Schrittweite, dann approximiert man ober-
halb der Eulerlast mit erheblichen Fehlern. Diese hdhere

TR
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Theorie gibt bei sorgféltiger Anwendung das wirkliche
Tragwerksverhalten im Bereich der Eulerlast wesentlich
besser wieder. Bei allen durchgefiihrten Berechnungen
ergaben sich gerade Wendepunkte der Kraft-Verformungs-
kurve in H8he der Eulerlasten.

Wieweit das theoretisch zwingend ist, konnte nicht nach-
gewiesen werden, wire aber sicher einer genaueren Unter-
suchung wert. Der Unterschied zwischen der Theorie 2.
Ordnung und 3. Ordnung 148t sich besonders anhand des
bereits angedeuteten Kriteriums von Kldppel/Lie erl#utern.
Abb. 6.6 zeigt den Triger auf 2 Stiitzen mit 2 antimetri-
schen Einzelkr#ften.

Bei Erreichen der Eulerschen Knicklast, schldgt die Beul-
form durch und es verbleibt eine symmetrische Beulfigur.
Man erkennt deutlich, daB8 man in Unkenntnis des Kl16ppel/
Lie-Kriteriums leicht diesen Verzweigungspunkt iliberse-
hen kann, denn bel zu grofler Schrittweise erfaft man die-
ses Durchschlagen nicht. Eine weitere Laststeigerung
fiilhrt dann zu dem bekannten Verformungsbild, im Bereich
der vierfachen Eulerlast gehen bel der Spannungstheorie
2. Ordnung und bei der Theorie 3. Ordnung die Verformun-
gen monoton gegen oo und ein Wehdepunkt entsteht.

Man kdnnte sich nun bei diesem Sachverhalt verleiten las-
sen, oberhaldb der Eulerlast zu dimensionieren. In der Re-
alitdt sind beide Krifte meist nicht ganz gleich, es er-
gibt sich dann bei sehr kleinen Unterschieden schon kein
Verzweigungspunkt mehr wie Abb. 6.7 zeigt, denn in der
Durchbiegungsform sind symmetrische und antimetrische An-
teile vorhanden; es liegt somit ein Spannungsproblem vor.
Es ist also unbedingt unterhalb der Eulerlast zu dimensio-
nieren. Die Kraft-Verformungskurven zeigen wieder im
Bereich der Eulerlast die typischen Unterschiede. Daf

die hier vorgestellte Theorie 3. Ordnung auBerordentlich
leistungsféhig ist, zeigt Abb. 6.8. Bei diesem extrem
geometrisch nicht linearen Problem ist diese Theorie noch

gliltig.
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Ein mehr schiffbauliches Beispiel stellt die Stabili-
t&tsuntersuchung des AuBenhautbodens in Querspantenbau-
weise dar. Der Wasserdruck wversucht,jedes Feld durchzu-
biegen, so daB man geneigt ist, das Problem als reines
Spannungsproblem anzusehen, wobei man jeweils eine fe-
ste Einspannung an den Bodenwrangen annehmen k¥nnte.
Untersucht man den 2-Feldtriger, Abb. 6.9, so erkennt
man, daf es sich aber um ein Verzweigungsproblem handelt.
Nach der Theorie 2. Ordnung erfolgt ein Durchschlagen
bei der ersten Eulerlast. Auch hier gilt, wenn man zu
groBe Schritte macht, daB man diese Tatsache Ubersehen
kdnnte und ein viel zu gilnstigeres Tragverhalten ermittelt.

Bei Dreifeld-Tr#ger, Abb. 6.10, erh#lt man keinen Ver-
zweigungspunkt, denn in der Beulform sind auch Anteile
einer Durchbiegungsform vorhanden, die sich der durch

eine Streckenlast verursachten Durchbiegungsform glei-
chen. Das heit, bei gerader Anzahl von Feldern erhilt
man einen Verzweigungspunkt nach Kléppel/Lie, bei un-

gerader Feldanzahl handelt es sich um ein Stabilit#dts-
problem.

In Wirklichkeit sind die Lasten aber nicht auf allen
Feldern exakt gleich. Abb. 6.11 zeigt den Kraft-Verfor-
mungsverlauf bei geringfiigig unterschiedlicher Last.
Man erhdlt in Ubereinstimmung mit dem Kriterium von
Klsppel/Lie keinen Verzweigungspunkt.

Man kann daraus schlieflen, da3 die Felder der AuSenhaut
nicht als Stabilitdtsproblem behandelt werden dirfen,
sondern als Spannungsproblem. Schwierig wird die Beriick-
sichtigung der durch Schrumpfung der Kehln#hte an den
Bodenwrangen verursachten Vorverformungen (hungry horse).

Sind solche Verformungen relativ grofi, dann ist ein
Durchschlagen nicht zu erwarten. Man kénnte dann die Di-
mensionierung fiir einen an den beiden Rléindern angespann-
ten Plattenstreifen mit Vorverformung durchfiihren.
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Es ist denkbar, da8 eine solche Betrachtungsweise zu we-
sentlich gilinstigeren Dimensionierungen filhren kann. Da
diese Vorverformungen im allgemeinen unbekannt sind,
empfiehlt der Autor die Untersuchung des AuBSenhautbodens
unter Beriicksichtigung einer Teilrandeinspannung als Span-
nungsproblem 2. Ordnung. Die gelegentlich beobachteten
Wechsel zwischen tiefen und weniger tiefen Beulen lassen
sich an Hand Abb. 6.11 phinomenologisch erkliren. Die
Beulen sind vor allen Dingen durch grofBe Querbelastung
gleichmdBig in Jedem Feld entstanden. Durch geringe Last-
unterschiede und der wirkenden Lingsfestigkeitsbelastung
sind diese Beulen in einem Feld verstidrkt, im anderen
verringert worden. Die Beulen selbst waren schon so tief,
daB8 ein Durchschlagen der flachen Beulen nicht erfolgen
konnte. Es entsteht eine Beulform wie in Abb., 6.10

(P = 2409 kp = 1404 kp/cm2 Léngsfestigkeitsspannung) dar-
gestellt.

Ahnliche Untersuchungen lassen sich an der Platte mit
groSem Seitenverhidltnis (Lingsspantenkonstruktion) durch-
fiihren.

Nichtkonservatives Knicken

Die iibliche Annahme, daB sich die Richtungen der Lingskrif-
te wihrend der Verformung nicht #ndern, ist fir eine Reihe
von praktischen Beispielen nicht ausreichend, vielmehr ist
gelegentlich eine von der Verformung abhdngige Lingskraft
zu beriicksichtigen. Solche Kr&éfte werden als nichtkonser-
vativ bezeichnet, wenn ihre Arbeit, das Linienintegral
‘[F-dg’, integrationswegabhidngig ist. Fir sie 1aB8t sich
dann kein Potential angeben. Bekannte Beispiele sind hydro-
dynamische und aerodynamische Kr&dfte oder nichtrichtungs-
treue, also "mitgehende", z.B. tangententreue Krifte /19/.
So 188t sich die StabilitHdt bzw. das Kippen der Randgurte
von Fléchentrdgern (Abb. 6.12 a), wie sie in groBSen Tankern
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zu finden sind, als nichtkonservatives Problem behandeln,
denn die bei Biegung des Trigers in den Gurt eingeleite-
te Druckkraft in Form von Schubkrédften T aus dem Steg
(Abb. 6.12 b) ist nicht richtungstreu, sondern wirkt bei
seitlicher Auslenkung w (Kippen) tangential zur verform-
ten Achse (Abb. 6.12 ¢).

Im Folgenden wird gezeigt, da8 man die Stabilitdt von Sy-
stemen unter nichtkonservativer Belastung mit Hilfe der
analytischen Elemente recht einfach behandeln kann. Es wer-
den beliebig gelaéerte und gebettete Durchlauftréger, die
durch richtungstreue oder tangententreue Léngskrdfte be-
lastet werden, betrachtet.

Die Differentialgleichung eines massebehafteten Balkens
auf elastischer Bettung K und unter Li¥ngskraft H, Abb.6.13,
lautet

E-I-ww+H~w"+K-w+/u-\X/ = 0 (6.8)

Die Durchsenkung w ist dabei von x und der Zeit t abhingig,
ung zur L8sung der Differentialgleichung macht man den
Produktansatz

wix,t) = w(x): e (6.9)
Zu betrachten ist nun die Stabilit#t des Systems. Aus dem
Ansatz 188t sich ersehen, daB das System genau dann in-
stabil wird, also w mit der Zeit t anwichst, wenn w kom-
plex ist. Die Eigenkreisfrequenz w wird komplex, wenn
1. w 2 negativ und reell ist
2. “)2 konJjugiert komplex ist.

Ist wz negativ und reell, verh#lt sich das System gem#sB
Gl. 6.9 auf eine kleine Sttrung w(x)hin monoton instabil.
Man spricht von sogenannter "Statischer Instabilitit"®
Abb. 6.14).




Die zweite M6glichkeit der Instabilitét ist die, wenn u)z

konjugiert komplex wird. Dann reagiert das System auf

eine kleine St8rung w(x) mit anwachsender, oszillieren-
der Bewegung. Solches sog. Flattern 1i8t sich mit Hilfe
der von Ziegler definierten "dynamischen Instabilit#t"®
berechnen. Filhrt man die Eigenfrequenzanalyse unter Be-
ricksichtigung der nach Art und GréBle variierten Liéngs-
Krifte durch, so wird der prinzipielle Unterschied die-
ser Stabilitdétsarten deutlicher. Abb. 6.15 zeigt den
klassischen Beck'schen Knickstab. Bleibt die Lingskraft
richtungstreu, dann erh#dlt man Kurven Jjeweils mit Schnitt-
punkten beicuz = O, Diese Schnittpunkte mit der P-Achse
stellen die Instabilitdtsgrenzen dar. Das bedeutet,

daf3 man das auf Euler zurilickzufiihrende "statische Stabili-
tidtskriterium" (Auffinden des Belastungszustandes, bei

dem bliebig viele Gleichgewichtslagen mdglich sind) anwen-
den kann. Das in vielen FHdllen einfachere "energetische
Stabilitidtskriterim" (Methode vom Minimum der potentiel-
len Energie) fiihrt zu den gleichen Ergebnissen.

L&B8t man dagegen die HuBere Kraft P immer tangententreu
wirken, dann brauchen keine Schnittpunkte mit der Lastach-
se zu existieren. Bei kleinen Kr#ften P existieren zwei
positive w2. Oberhalb des Scheitels der Eigenwertkurve
existieren nur noch konjugiert komplexe wz. Das System
verliert seine Stabilit#t.

FUr diesen Fall muB das "kinetische Stabilitdtskriteriua
herangezogen werden. D.h. man filhrt eine zweiparametrige
Eigenwert-Analyse durch, wobei man Jje nach Verlauf der
Eigenwertkurven entweder bel vorgegebener Léngskraft

die Eigenfrequenzen sucht (w2-Suche) oder bei vorgegebe-
ner Eigenfrequenz die kritische Lingskraft bestimmt (P-
Suche). Der Scheitel dieser Eigenwertkurve gibt dann die
kritische Knicklast an. Beim Beck'schen Stab ist diese
wesentlich groSer als bei richtungstreuer Belastung, was
im allg. leider nicht gesichert ist.
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Un verteilte Lasten beriicksichtigen zu kdnnen, muB8 man
diese in Knotenlasten nach dem bekannten Vorgehen um-
rechnen. Diese Knotenlasten haben eine vom Neigungswin-
kel ¢ abhdngige Komponente, so daB noch eine nichtkon-
servative geometrische Steifigkeitsmatrix beriicksich-
tigt werden muB (Abb. 6.16, Gl. 6.10).

[k] = [ks] + [kcv] +["o~]

mit F
0 0 o0 O
6 0 0 0 (6.10)
[k‘"] "o o o -p
0 0 o0 0]

Es entsteht also eine unsymmetrische Gesamtsteifigkeit,

was wie Barsoum /9 / bemerkt, der Nichtselbstadjungiert-
heit der Differentialgleichung eines nichtkonservativen

Systems entspricht.

In Abb. 6.17 ist ein Kragtriger mit vertinderlicher Lings-
kraft dargestellt. Die Konvergenz-Untersuchung zeigt, daB
man schon bei Verwendung von 10 Elementen praktisch kei-

ne Erhdhung der Genauigkeit erzielt. Dieses Ergebnis weicht
von den von Hauger /42/ gefundenen Ergebnissen etwas ab.
Sieht man ein Auflager am Ende des Kragtridgers vor, so er-
h&lt man einen Schnittpunkt der Eigenwertkurve mit der
P-Achse,Abb. 6.18.

Ein solches Problem 188t sich also auch bei nichtkonser-
vativer Belastung mit Hilfe des statischen Stabilitédts-
kriteriums berechnen. Auch hier erscheint es, daf die
FE-Ldosung etwas genauere Ergebnisse liefert, als die Nih-
rungslésung von Hauger. Das Beispiel 1d8t sich verallge-
meinern, wenn man statt des festen Auflagers eine Feder
vorsieht, Abb. 6.19 und Abb. 6.20. Je nach GréBe der Fe-
der ist das statische oder dynamische Stabilit#tskriterium
anzuwenden.
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Wie schon angedeutet, kommen besonders Druckgurte von
hochstegigen und seitlich nur wenig abgestilitzten Tr&gern
fiir Untersuchungen des nichtkonservativen Knickens in-
frage. Im Bauingenieurswesen werden solche Untersuchun-
gen an den Druckgurten von Trogbriicken durchgefiihrt. Die-
se Trogbriickensituation kann besonders im Tankerbau auf-
treten, wenn man die Bodenwrangen nicht ausreichend durch
Lingstréger seitlich abstiitzt (Abb. 6.21). In Abb. 6.22
bis 6.24 sind sowohl fiir den Fall der richtungstreuen
Belastung als auch fiir tangententreue Belastung die Ei-
genwertkurven dargestellt. Die Léngskraftverteilung ist
so gewdhlt, daB diese auf halber Lidnge des Gurtes gerade
verschwindet. Die Abmessungen des Beispiels sind etwas
ungliicklich gewdhlt, so daB die kritischen Beullasten
weit iiber der Fliefllast des Schiffbaustahls liegen.
Trotzdem kann man deutlich erkennen, daB der Charakter
der Eigenwertkurven ganz wesentlich von der Wahl der Rand-~
bedingungen abhéngt. Das heiBit, eine ausreichende seit-
liche Abstiitzung der Gurte an den Trégerenden ist sehr
wichtig. Man erkennt auch deutlich, daB Jje nach GroSe

der Lingskrifte sehr unterschiedliche Schwingungsformen
auftreten kdnnen. Das heiBt bei Eigenfrequenzuntersuchun-
gen sind die in der Konstruktion vorhandenen L¥#ngskrifte
von groflem EinfluB. Diese Aussage gilt ganz allgemein
auch fir Platten und Roste.

Weiter kann man in Abb. 6.23 sehen, daB die kritische
Knicklast bei nichtkonservativer Belastung kleiner ist _
als bei konservativer Belastung. Die derzeitigen Konstruk-
tionen geben meist keinen Anlafl zu ausfiihrlichen Stabili-
tdtsuntersuchungen. Bodenkonstruktionen ohne oder mit

sehr wenigen Lingstrdgern sollten dagegen sehr sorgfdl-
tig stabilitétstheoretisch untersucht werden. Mit Ein-
schrénkungen gilt'dies auch filr die Gurte von ankerlosen
Rahmen.,
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Schiffbauliche Scheibenprobleme

Im modernen Massengutschiffbau verwendet man in iberwie-
gendem MaSe Konstruktionen mit sogenannten Wingtanks,
Abb. 6.25. Um nun zu priifen, ob die Tankschriigen voll
mittragen, also im Sinne der Balkentheorie voll zu be-
riicksichtigen sind, wurde ein Modell (Abb. 6.26) angefer-
tigt /20/ und gemessen. Abb. 6.26 zeigt das Rechenmodell
und Abb. 6.27 bis 6.29 die Ergebnisse. Man erkennt deut-
lich die enormen Einsparungen gegeniiber einem iiblichen
Rechenmodell der FE-Methode.

Um solche Systeme zu optimieren, sind die vorgeschlagenen
Elemente der einzig wirtschaftliche Weg. Die Untersu-
chung zeigt, daB8 solche Tankschrigen. als voll mittragend
anzusehen sind. Dabei sind die Schubspannungen nach

St. Vernant zu beriicksichtigen.

Die vorgeschlagenen Scheibenelemente“sind auch fir Berech-
nungen von Faltschotten geeignet. In. Abb. 6.30 bis 6.32
ist die Spannungsverteilung (mittragende Breite) fiir einen
parallel zu den Falten verlaufenden Trédger berechnet wor-
den. Bei dieser nur bei Sonderkonstruktionen anzutreffen-
den Bauart stand die Frage im Vordergrund, ob es von Be-
deutung ist, den Tréger in oder auf einer Falte anzuord-
nen. Man erkennt, daf8 beide Konstruktionen zu praktisch
gleichem Tragwerksverhalten fiihren. Die mittragende Brei-
te ist wesentlich geringer als fiir einen ebenen Gurt in
Ansatz zu bringen ist und auBerdem praktisch von L/B-Ver-
hiltnissen unabhidngig. Man liegt auf der sicheren Seite,
wenn man nur den ebenen Gurtanteil voll berilicksichtigt.
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Berechnungen mit Volumenelementen

Spannungsverteilung in "auf Schmiege" angeschweifiten
Profilen

In der schiffbaulichen Praxis werden hdufig die plat-
tenaussteifenden Profile "auf Schmiege", das heiBt,
nicht rechtwinklig zur angrenzenden Platte angebracht,
Abb. 6.33. Wihrend bei Querspantenschiffen fiir solche
Konstruktion besonders Vor- und Hinterschiffsspanten
infrage kommen, sind es z.B. bei ausfallenden Seiten
die horizontal angeordneten Lingsspanten (Abb. 6.34).
Aus der Tradition der genieteten Spanten stammt die
Auffassung, nach Mdglichkeit sog. AuBenschmiegen zu
verwenden, was beil Querspantenschiffen auch heute noch
eingehalten wird. Bei Lingsspanten sind aus betrieb-
lichen Griinden (Reinigung etc.) Innenschmiegen kaum
zu vermeiden. Wéhrend im ersteren Fall Uberwiegend
Hollandprofile verwendet werden, werden im zweiten
Fall heute gerne winkelartige Profile verwendet

(Abb. 6.34). Die vorgeschlagenen Volumenelemente sind
nun vorziiglich geeignet, eine ausfiihrliche Spannungs-
analyse durchzufiihren. Die Belastung,z.B. Wasserdruck,
kann man bequem und wirklichkeitsnah aufbringen. Ei-
ne Trennung zwischen Scheibenspannungen und Platten-
biegespannungen ist nicht notwendig. Man erfaBSt bei-
de gleichzeitig. Rein 6rtliche Einfllisse, z.B. der
Schweifinaht, lassen sich leicht erfassen.

Wihrend bei kurzen Trigern die Biegespannungen aus

der Plattenbiegung ilberwiegen (Abb. 6.35), erhilt man
bei langen Trédgern eine iiberwiegende Scheibenspan-
nung in der angrenzenden Beplattung. Ein solches Re-
chenmodell ist geeignet, Optimierungsrechnungen zum
Zwecke der ginstigsten Materialausnutzung durchzu-
fihren. Man kann sich z.B. zum Ziel machen, die Geome-
trie des Trigers so zu bestimmen, da sowohl am freien
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Gurt als auch in der Beplattung gleich groSe Span-
nungen herrschen. Abb., 6.35 bis Abb. 6.37 zeigt eine
Anzahl von untersuchten Trigern.

In Abb. 6.39 sind fiir eine einfache Sinuslast entlang
der Trigerlidnge die Durchbiegungen und seitlichen Aus-
weichbewegungen eines Winkelprofiles dargestellt. Man
erkennt, daB bei einer AuBenschmiege beachtliche Er-
hShungen der Steifigkeiten zu erzielen sind. Innen-
schmiegen dagegen verursachen ein schnelles Absinken
der Steifigkeit. Konstruktiv bedeutet dieses, daB man
beil Innenschmiegen ein wesentlich gréBSeres Profil be-
notigt, als bei winklig aufgeschweiBten Winkeln. Beim
Durchbiegen weicht das Profil meist nach der dem
Flansch entgegengesetzten Richtung aus. Das fiihrt da-
zZu, daB dieses Ausweichen der Innenschmiegen wesent-
lich kleiner ist, als bei AuBenschmiegen. Man kann
also vermuten, daB eine m#Bige Innenschmiege die Nei-
gung zum Kippen nicht unterstiitzt.

Es handelt si?h bei einem Kippen solcher Profile streng
genommen nicht um ein Stabilitidtsproblem, sondern um
ein Spannungsproblem. Eine Erweiterung der vorgeschla-
genen Methode auf solche nichtlinearen Probleme er-
scheint sehr vielversprechend. Es ist bekannt, daB es
in den Flanschen von Winkelprofilen zu Spannungsabfil-
len kommt. In Abb., 6.38 sind die mittragenden Breiten
des freien Flansches in Abh8ngigkeit des L&ngen-Brei-
ten-Verhdltnisses aufgetragen.Kurvenparameter ist der
Schmiegenwinkel o« ., Man erkennt, daB8 AuBenschmiegen
zu wesentlich glinstigeren mittragenden Breiten fihren,
als Innenschmiegen. Als Bezugsspannung ist die Span-
nung an der Mallkante des Profils gewdhlt worden. Der
Fall ohne Schmiege (& = 0 ) ist von Sandorff /21/ mit
Hilfe der Airy'schen Differentialgleichung geldst wor-
den. Dabel geht der Autor davon aus, dafl der freie
Flansch gewissermaBien elastisch an den Steg bzw. die
Beplattung gebettet ist. Es wird daher in /21/ ein
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Diagramm fiir die mittragende Breite solcher Flansche
in Abhlingigkeit eines Kurvenparameters

be
5t E

b = Flanschbreite

§ = 1/k Bettungsziffer

tr = Flanschdicke

E = Elastizitdtsmodul
angegeben.
Die Bettungsziffer & setzt sich zusammen aus der
Kragtrigerflexibilitit &,

(6.11)

und der durch die Verdrehung des Profiles an der Plat-

te hervorgeﬁ?fenen Durchbiegung 62
P

1 3
t W

‘-Vz bPh’
éz-oc-hs- E Tt

P~

Die Gesamtbettungsziffer ergibt sich mit
§-8+8,

Sandorff fiihrt dabei aus, daB diese Bettungsziffer

nur uUberschlidgig gilt. Insbesondere fir 82 werden aus
Versuchen Abweichungen gréSeren AusmaBes festgestellt.
Es fdllt auBerdem auf, da8 die Bettungsziffer nicht
von der Linge abhingt. In Abb. 6.40 sind daher die von
Sandorff und die mit FE berechneten Bettungsziffern
aufgetragen.

Man erkennt, daB8 die Drehbettungsziffer (2. Term in den
Formeln Abb. 6.40), wie auch Sandorff angibt, je nach
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Randbedingung schwankt. MeBergebnisse von Sandorff
zeigen ein erhebliches Abweichen in Richtung klei-
nerer Bettungsziffern (0,2 <c<{ schraffierter Be-
reich Abb., 6.40). Die FE-Rechnung zeigt eine starke
Abhéngigkeit der Bettungsziffer von L . Die Annah-
men nach Sandorff stellen also eine Abschitzung in
Richtung einer geringeren mittragenden Breite dar. In
Abb. 6.41 sind fir verschiedene Annahmen die L&sun-~
gen gegeniibergestellt. Man erkennt, daB8 man mit Hil-
fe einer genauer (aus FE-Rechnung) bestimmten Bet-
tungsziffer die Scheibenldsung und die FE-L&sung in
leidliche Ubereinstimmung bringen kann.

Die Volumenelemente lassen sich auch zur Berechnung
von dickwandigen Rohren oder Zylinderschalen verwenden.
Zur Demonstration sei die Berechnung der Spannungen
eines Rohres mit Linienlast gezeigt Abb. 6.42 bis

Abb. 6.45, Die Erzeugung der Daten 1l#Bt sich bei so
regelméfiger Geometrie automatisch generieren. Es

muB nochmals darauf hingewiesen werden, daf es prak-
tisch erst durch halbanalytische Elemente ermdglicht
wird, solche Bauteile einer wirtschaftlichen Berech-
nung zugingig zu machen.

6.5 Optimierungsmodell einer Bodenkonstruktion eines VLCC

Um die Anwendung der propagierten Elemente auf Opti-
mierungsaufgaben zu demonstrieren, soll ein Finites
Rechenmodell der in Abb. 6.46 dargestellten Bodenkon-
struktion beschrieben werden. Die gezeigte Konstruk-
tion besteht aus einem nur durch Bodenwrangen ausge-
steiften Rost. Dle Léngstrédger, die aufgrund ihrer
Lange nur wenig tragen, sind fertigungstechnisch un-~
erwiinscht., Da die Bodenwrangen seitlich nicht abge-
stiitzt Sind, muf3 man die Gurte sorgfidltig berechnen,
um ein Stabilititsversagen zu verhindern. Die Boden-
wrangen sind sehr unsymmetrische Tréger, d.h. die Bie-
gespannung im Gurt ist wesentlich héher als im Boden.
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Man kann sich nun die Optimierungsaufgabe stellen, wie
die giinstigsten Trigerproportionen aussehen miissen.
Durch einen starken Gurt verschiebt man die neutrale
Achse der Bodenwrangen nach oben, so daB im Boden eine
groBere Spannung und im Gurt eine geringere Spannung
entsteht. Die glinstigsten Bedingungen hat man geschaf-
fen, wenn die zusammengesetzte Spannung im Boden
Lingsfestigkeitsspannung und drtliche Biegung gleich
der Gurtspannung ist und gerade die zuldssige Spannung
erreicht. Den Boden ersetzt man durch ein Scheiben-
und Plattenelement, wobei die Léngsbinder orthotrop
verschmiert werden.

Die Bodenwrangen werden durch Scheibenelemente

(SCHEI 3) und der Gurt durch ein SCHEI 2-Element ide-
alisiert, denn aufgrund der Symmetrie des Gurtes kann
man den Verschiebungs-Freiheitsgrad in x-Richtung un-
terdriicken (Eigenbiegung des Gurtes vernachléssigt).
Im Prinzip kommt man also mit 8 bis 10 Freiheitsgra-
den pro Bodenwrange aus. Das gesamte Rechenmodell
kann man also mit etwa 30 bis 50 Freiheitsgraden model-
lieren. Solche Gleichungssysteme lassen sich heute
auBierordentlich schnell 16sen und sind damit geeig-
net fir Optimierungszwecke.

Ein solches Rechenmodell wird manin seiner Giite iiber-
prifen kénnen, wenn man Berechnungen mit komfortable-
ren Finiten Rechenmodellen vergleicht. Solche Verglei=-
che zeigen gelegentlich, daB man unter Verwendung
plausibler Annahmen mit sehr einfachen Rechenmodellen
auskommen kann, Abb. 4.47 bis Abb. 4.49 zeigen eine
Doppelbodenberechnung mit den drei vorgeschlagenen
Scheibenelementen. Interessant sind die Rechenzeiten.
Die Berechnung fir den ganzen Boden betrigt weniger
als 60 sec auf der TR 440 der Universitédt Hamburg.
Die Programmierung dieses Beispiels erfolgte nicht un-
ter dem Gesichtspunkt einer extrem zeitglinstigen Dar-
stellung, so daB bei Ausnutzung aller zeiteinsparenden
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Mtglichkeiten diese Rechenzeit noch um eine GrdSenord-
nung gesenkt werden kann und somit fiir Optimierungs-
rechnungen geeignet ist.

—
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Abb.6.5 Last-Verformungskurve fur einen Trager auf zwei Stotzen vnter

der Ldnc{sbclastung P und einer quergerichteten Einzelkraft
Po auf L/2 : |
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Abb, 6.22 Eigenwertkurven fur den 6urt eines hochstegigen
Rahmens. Fall: Gelenkige Lagerung
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Abb. 6.26
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Abb. 6.27  Normalspannungen



° — — — " Balkentheorie

FEM

) Messung

Abb. 6.28 Schubspannungsverteilung



Abb. 6.29 Druckspannungen in der Aupenhaut
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Abb. 6.33
Spantanordnurg im Vorschiff und

FE - Rechenmodell |




Abb. 6.34
Langsspantanordnung und FE-Rechenmodell
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ANHANG 2

Lastspalten und Llastmatrizen
fur analytische Ubertragungs-
und Steifigkeitsmatrizen fur
Balken und Platten



Matrizen {2} und [B] zur .Bestimmvng der dquivalenten
Knotenlasten {Pc} fir eine konstante Feldlast q -

{pd - q-18T" {2}

Typ O:
L 1 oo } 0 { 0
| _
L o | 1 _IL 0 ! 0
)= - [B]- | — -
G ..g . R TR TR E R I
! T —
L ' 2L, 30
L IR T A I A
Typ 4 = - sinh,
'!'x‘" COShA1‘1)
N
—XISH'\ ‘7_
| h:’l;:i(mf’}\z‘ 1.)_
T T
___.._._...__._...__{______._.__._.________._
)~ bt
cosh A, sinh A, | si, | sin A,
________ q————-
%‘ sinh A, %‘-cosh Ay | -Tein A, ~ %—"-c.os Ay
—



. - -
Typ 2: -:-L'- sinh ol
{ } -g(-. (coshad-1)
2} -
—:L—z'(sinhul-od-ooshul)
-1 (coshad-ol:sinhal 1)
— - — — o Bl el
1 I 0 0 | 0
_____ A B Q-
0 - o | 0 J_ A
[B]=|-—— —— b — _ - — - - L
coshad ' sinhal | LUsinhed | Lcoshal
____._______:____._____.___}_______.__’ ______
o sinhod S cosh ol !al&oshd-&&inhodi «l-sinhod+ coshad
. o
| Typ 3 61?' sinal
-4 (cosad 1)
&, ©
Py (sinod - ol cosed)
:—a-(cosahml-sinul -1)
b onand
———— e m e —— — — — | ————— —_
1 0 0 0 .
______ Lo N T
0 | o 0 1
[8)-|—— — - - L
~ cwsod | sinal | Lsincd | cosad
- o sinod ’T oL cos ol Tod.-cosod.ﬁinal ~od-sinad 4 cosad
G U U U P |




Typ &:

b m— — — —

[B]

|
4
!
!
|
I
l

L‘l

z

'a"San

L
-a-(wsa-4)

2| |

E.'Sl.nh 0-'.

_-&.- (cosha*- 1_)_J

— m— cmm owm - -




Typ 6 : '!'K"'Sl‘nh ?\1

L. -
{Z}: X (cosh &, -1)
‘Lxlﬁll’\h Az_
L -
;il-(coshll 1L
— e —_ ————————=—"
1 : 0 ' 1 I 0
o ! A ol A,
I R e
Bl — - Aot Lo b
cosh A, sinhA, | coshd, | sinh?,
TS D B Mo o Wy
-L-'-sinh Ay | T-cosh, : -L-‘-sfnh Av | T-eoshi,
— —_
TYP 7 ‘L'Sih?\q
A

o~
™
| W
"
>J

"R‘I'S\.nh;
—-—l(cosll—’t)
b o
s - — o — — — o——— —— -—-——-——-——l—-——-———
1 0 | 1 | 0
——_—o—__l-_-__%*—_ o A
[B]=________.____|.________ R D S
COS KQ I S‘n R( ’ COS Az l S\n A.z
________________ __1......__...._..__.___.
- 2{:‘{' Sin A‘ | 2\["(.05 Rq .l -'%'t'Sl.h Al I _Al_'_‘l [€o)) A’l
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ANHANG 3

Steifigkeits- Lnd Spannungs-
matrizen fur Scheibenelemente
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ANHANG 4

Spannungs - und Steifigkeits -
matrizen fur Volumenelemente
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ANHANG 5

Element katalog






STA 1
e ===iA====n — i EA u. - 0
Nyu, ! 2 Noup, X at = 0 i D =EA
. .
—1 | A = Querschnittsflache
E = Elastizitatsmodul
STA 2
J ' -
My, ! ¢ oMy, X a =
Jp ~ Drilitragheitsmoment
6 = Schubmodul
STA 3
«QA,GA
— '}‘gm! ——g» i u. + G’!—EEK}“ - O
N,, N .
1.4y 2 :Ug a'-coz-Lla- ; D= EA
P—1t— | EA
B - Massenbelcgung
STA &
.2
T— GJD*,V L I 1,.+ mz 'E'J"L‘\, - O
HT})‘OI ! ¢ "Ttﬁ’; x 0
f—1— af = ot HiE e

GJD ; D= 630



EJ; 63
LHEE
Y o t
a' EJIGJD l
0D = 6

Oty Moro'uiz €3 o _ o

EJ; 6Jp
al - M$ + o'piz EX &
EJ; 6Jp
D - GJ‘D

= Biegetragheitsmoment
= Drilltragheitsmoment

= Trdagheitsradius

= Massenbelegung

= Auperes, constantes Moment

‘ Mo = const
a—— ? somm———
HT|)‘OI Hle“’!
— 1 —=f
STA G
GJD IF:M'
s ] ——
"T]l"l ! MT:)“’!
——
9z
Jo
iz
}i
Mo




STA 7

P - - -~ U' + -E.l(x us= 0
Nll“‘ Nz,u X '
! ik - Bcttung'sziffcrz at - KU
* EA
l ¢ l D - EA
BALKEN
BAL 1
4
[ e—— GAS W' =0
1 ? X a? = 0 |
Tan"’t IQt.Wz D = BAg
|~———l———-{
Ag = wirksame Schubfliche
BAL 2
y T 6A e
p.OAs v, PO -
22
Tﬂhwt 102.“': at = pot
GAg
—t—
D = 6A5
BAL 3
y I 6A ¢
, potl -k
P _s— W. + 623 W - O
X _Hco‘l-k
T T
Qywy Qg we 3



AN, ¢ 3
T@1 Tﬂg
1 —
BAL 5
y
t ,‘IEJZ He
S
&, @,
p—1—
BAL 6
y
€, Me
X
™, 1F§55§5k3m§§!
TG; 192
et —
BAL 7
y
P,E’z "!

T

>

LI B
MmMooo

b = (pot/E3 )t

wi+-é'-(5;w -0
a2 = 0
b = (k/EJ) L4
D =EJ,

w%-k
wk - o

D = EJ;







BAL 12

|

= 4

7
m
N

\/“;

- |

xy

ey
]
TG' Tae
SO P
BAL 13
y T
p,E3,  wMe
AP iy cntv—
M H‘ 1 e H X
TG: Taz
ot —

1 k 2
P
—1—

BAL 15

d
pER W'

e . et
TQI TGZ

— e

H
VN e -
w EJI 0

e HL®
5

b* = 0 D= EJ,

iE__H I_ Mo -
w —E’;w 'E-J-;-w 0

EJ;

3
bt e -t p-E;
z

H . s K
wi-—E—J-z-w +-E3-zw-0

H
Qe - ——
EJ,
4 kL®
b - EJ: D‘ Ejz
v - H ™ 1‘02‘ -
= e, "~ "0




I
Wit W
Tat Iﬂz
— —
BAL 18

x|

ol |

wmY te v
e __k ¢
a EA; A
6 k4
D = EX

b,k
b E5L
D "Ejz



BAL

y
u,E), 65 W

1 2
My
]Gl"’l Tﬂzwz
p— | ——=
BAL 20

y I
C | Ejl ,GAS

H

H

Me Qe
H 1 2
M
IG|W| TG!W:
b | ey
BAL 21
y I
» }‘:Ejzns"s Mt‘h
=
M@y g k
Qyw, Qo we
o —
BAL 22

y I
PIEjla GAS Mtq!
H M, ¢,

TG|W| 10!W3

- | —=

H

e com—r

X

Pt ——

———f cosrma—

X

L 4
B, (pet, WY\ o pot
w *(eA,*EJz)“' e, " "0

at P (.ng +_.t‘_...) lz

6As EJ;
O oA

EJ,
D - EJ,

: 4 ?

¥ W—k H) n‘ym—k
v +(6A5 te, 1" e, ™
e _ yﬁaz—k_‘_ H)g
a ( 6A; EJ; t
4 &@2"“ 2
b . l
P = EX,

6As EJp EJ;

,wi-f(}-‘g- - M )w‘,_E_Efw =0

2
e pe  H e
a (‘eAs Enz)‘

P L
EJ,

D = EJ,




BAL 23

T

WEY; BAs 2T
H R "
qui 1 Kk
@ywy *ng.
e R
BAL 2&

y
Pl E]ZIGASIi: "! qz

Q‘W‘ TG‘W'
p—1 —=

M i

BAL 25

Me Qe

y’
(y,EJz,GA,,i:
1

H

e sy

) 4

2 2
X pe ‘k_ H . pe-
Wt ( 6As Ej;.)w Bz
ot = (l‘m!-k ! )lz
6As  E
Ty .
b . POk
EJ;.

2 -2 ¢
b - F2 ¢ (1--*1&—‘?’—)
z S

D ~ EX

W"f-é'i; ‘é?s*l.l w EY, G
2
2 EGJ EJ: .) e
a EJz (GAS+ z ‘
2 % 2P |
- O (1- pre© )t‘
EJ, GAs
D= EJZ
o 2 [] 2. e
¥ po (B .o H ) e pof, puo
w *E:,z (GA:L,-&W,)W E3, (1 6As )w
. =0
4
LI VA Q(EJZ .2 H )
Q = t +1
EJZ GAS l+PC.)2



BAL 26

y
-—-—’-9-!—» ,-e—z—ubﬂ——-——- ———_.Z.
'é,——" 2'9—,—"' H X
1 ?

D = Drillruhepunkt
S = Schwerpunkt
F = Angrifispunkt der Last F

0"+ E (Jow - Jyf2+ Ty F) 6

= 0

1
e _ Hip - 2 Haf - 6Jp + Harg + HfZ

b* - 0
D = E (Jee - IyF*+ Igyf)

. [y?aF + [ x®dF
p F

Tragheitsradius
- f w® dF  Wblbungstrdgheitsmoment
r
3c.>y - ] wz dF Sektorielles Tragheitsmoment
F

Jy - fF z® dF Flachentrdaghcitsmoment

'z "[ y(zf...y!) dF
. Iz




BAL 27

yT
EJQO;SJD
; L P
e‘B‘ G‘P‘ 1
— | ——f

Koordinatensystem liegt im Schubmittel punict

,ﬁfb
2 Gsz 0252

BAL 28
yT
EJG)GNGJD
. - 3  _
0,8, 1 2 0,8,
— —
BAL 29
> ylll
0 ) _ eg,Bg’
H 1 2 —>
—t—

>

0" +

¥, 6

[ |
55— 0" =0

al = 632

EJon

B =~ Biegemoment
P = Drillmoment
® = Drillwinkel

6Jp B

Edoo -0

B! -

o = - 63 2
Edoe

D-Ejm

L.

G'Jp’ 630 el -
Elue

a® - 6'Jp -6Jp
Edve

6 = HA

0



BAL 31




ROHRE

ROH 1
Yi
W|Q“ ‘W202
W
1t
}-—-—l——-IT
ROH 2
']
MIQI‘ Tw2az
WM, Wa M,
(=P —=
'
i
6x Tt 6«
p—t —
ROH 3
¥ 4
Wi, 4 A W20,
Wi M, Wa Mg
G, L L
S
I
6x Te ©x

v Et
w¥ + STW - 0
a? = 0
p* =Bt ¢
Dre
I S A
12(1-v?)
¥ _ bt ., _Et -
w D w +—-—D s W 0
2 - — 6xt
a D
-Et 4
b - 57
Et3
TRy
¥ oxt  » Et
- m—— + — -
W=+ ) w Dr'w 0
e _  bxt
a D
sy . —Et
b o (4
e Et
12(1-v?)



ROH 4

f—t——

Y

4 (<

12 \r 'aq»s

AP aq®

W = W cos map
¥ Et‘l’n"
wo+ r
D 12 (1-v2)r

(l-g—o)w -0

a- = 0
-Et? _q 4
T D 2(i-v)rt (1 ‘ﬁZ) ¢

Etr?
mk&

_ _mE t\3
% 12(1-\7‘7(rl

L) 25 (o) 25y ¢ 5

- 0




PLATTEN

PLA |
yT /Z AAW =~ 0
'w *w Pw o
f It axh ooy T gpe O
- in &
B/ /—r w(x,y) Zn}w,,(x) Sin g~ z
= 2 4
Z . w62 (1) wa 0+ (1) wa(x) =0
| X
e __o[nE\,2 | & _ _(nu\4
f—t— ap =2 () b - ()
p - _Et>
12 (1-v?)
PLA?
Z/ AAW + KW =0
y
it W(xy) = 2] Wn(x) sin %1;_ z
n
®\2 1 4 k
Bf W:(X)“Z(%) W:t(x) ((%—) +—§-) wn(x)-O
/ e
. - af‘--2(—'g£) 1*
x
bla = - ((—"—B‘-‘—)‘-r—‘g-) 14
f—t— Et3

yI z/¢ AAW—-%Q'W =0
[t

w(x,y) = > Wnx) sin-"—;:-z
n

/T v
5 W (x) = z(-%E)‘w.:m-(g«»*-(sg-)‘)w,,(x)-o
4 —x  dh--e(g)
1l | b",,-(}‘o“’2~('§‘)")l‘
Et3

D =2 (o)



f—t— X

AAW - i‘-ci;-’i w=-0
W(X/Y) = 2 Wn(x) 55“‘%":'2
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