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1. Einleitung, Zusammenfassung und Dankwort

Die Methode der "Finiten Elemente" stellt nunmehr eine

nicht mehr wegzudenkende Methode der Konstruktionsberech-

nung dar. Die dem Ingenieur sehr anschauliche Aufteilung

in endliche Bereiche einer Konstruktion ist zunächst noch

nicht mit einem mechanischen Prinzip verbunden. So ist die

Deformationsmethode und die Kraftmethode in dualer Weise

anwendbar. Auch die Kombination beider Methoden,wie sie

in der Methode der übertragungsmatrizen verwendet wird,

ist heute gebräuchlich. Ublicherweise wählt man für den

Verlauf der Verformungs- bzw. Kraftgrößen möglichst ein-

fache Ansätze, die über die Formulierung als Variations-

problem dann zu Steifigkeits- oder Flexibilitätsmatrizen

führen, die angenäherte Lösung ergeben. Die Deformations-

methode und die Ubertragungsmatrizenmethode haben, das

hat die Entwicklung der letzten 10 Jahre gezeigt, die ele-

gante Programmierung für sich und es soll daher im fol-

genden nur mit diesen gearbeitet werden. Während in den

letzten Jahren durch eine Anzahl von Veröffentlichungen

diese Methoden sehr in den Vordergrund gerUckt sind, schei-

nen Methoden, die auf Lösungen der Differentialgleichun-

gen beruhen, etwas - und wie der Autor meint - ungerecht-

fertigt stark zurückgedrängt worden zu sein. Man soll

nicht vergessen, daß der Hauptgrund fUr die Einführung der

Finiten Elemente lediglich in ihrer sehr guten Anpassung

an geometrisch komplizierte Geometrien beruhte. Sehr oft

hat man es aber mit Konstruktionen zu tun, die nur teil-

weise die üblichen Finiten Elemente rechtfertigen. Zu-

nächst soll nun im wesentlichen von Differentialgleichun-

gen ausgegangen werden. Es lassen sich fUr die einzelnen

Dgl. Stei!igkeitsmatrizen und Ubertragungsmatrizen ablei-

ten. Man erhält einen ganzen Katalog von Elementen, die

geschlossene Lösungen darstellen.

Interessant ist es, daß man eine Taylorreihen-Entwicklung

angeben kann, die jeweils fUr alle Fälle der Dgl. 2. bzw.
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4. Ordnung gelten. Eine solche Entwicklung erm6glicht es
dann, ein Matrizeneigenwertproblem explizit anzugeben,

ohne die manchmal numerisch unbefriedigende Restdeterminan-

ten-Methode verwenden zu müssen. Weiterhin zeigt eine Li-

teraturdurchsicht, daß die entsprechenden Elementsteifig-

keitsmatrizen, welche man mit Hilfe des Variationsproblems

erhält, sehr ähnlich bzw. identisch sind mit denen der

Taylorreihenentwicklung.

Um praktisch mit dem dargestellten Elem~ntkatalog arbeiten

zu können, sind noch einige schiffbautypische Transforma-

tionen und Vermaschungen dargestellt. Die dargestellten

Rechenbeispiele sollen das wirkungsvolle und dabei sehr

zeit- und aufwandsparende Verfahren erläutern.

Abschließend werden noch eine Reihe von praktischen Bei-

spielen mit halbanalytischen Ansätzen gezeigt, die für

Scheiben- und Volumenelemente eine sehr wirkungsvolle Be-

rechnung ermöglichen.

Ziel der vorgelegten Arbeit ist es, zu sagen, daß man unter

Vermeidung einer willkürlichen Vorgabe irgend eines Ansat-

zes für das Verschiebungsfeld unter Verwendung der Diffe-

rentialgleichungen sich eine wirkungsvolle Berechnungsme-

thode mit sehr hoher Genauigkeit aufbauen kann. Außerdem

kann man mit der gewählten Darstellung die methodischen

Zusammenhänge bei physikalisch unterschiedlichen Proble-

men deutlich herausarbeiten und eine Reihe von Qualitäten

verdeutlichen. Schließlich wird anhand der Beispiele deut-

lich, daß der Rechenzeitbedarf beim Einsatz von analytischen

bzw. halbanalytischen Finiten Elementen sehr viel geringer

ist als üblich. Bei der Konstruktionsoptimierung spielt

die Rechenzeit eine bedeutende Rolle, so daß, verwendet

man die vorgeschlagenen Elemente, ein echter Fortschritt

auf diesem Gebiet erwartet werden kann.
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Die Ideen, die zu der vorgelegten Arbeit führten, erhielt

der Autor durch seine Tätigkeit als Obering. am Lehrstuhl

für Konstruktion und Statik der Schiffe (Prof. H. Peters-

hagen), später durch seine nebenberufliche Tätigkeit im Son-

derforschungsbereich 98, sowie durch seine zusätzliche Lehr-

tätigkeit am Institut für Schiffbau. Besonders durch die

letztere Aufgabe war es möglich, die Betreuung einer Reihe

von Diplomarbeiten durchzuführen. Besonders hervorzuheben

sind dabei die Diplomanden W. Fricke und H. Kröger, die

durch ihre vorbildlichen Arbeiten ganz wesentlich dazu bei-

getragen haben, mit einer Reihe von Beispielen die gute

Verwendbarkeit analytischer und halbanalytischer Elemente

zu zeigen.

Die Arbeit konnte entstehen, weil das Verständnis meiner

Frau Mechthild es ermöglichte, viele Abende mit der Durch-

führung von Berechnungen und der Abfassung des Manuskripts

zu verbringen.
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2. Definition der Elemente

Unter eindimensionalen Elementen sollen Elemente bezeich-

net werden, die sich in einer lokalen Koordinate beschrei-

ben lassen. Dabei ist an Bauteile gedacht, die sich durch

die bekannten linearen Differentialgleichungen beschreiben

lassen. In Abb. 2.1 sind einige im Schiffbau üblichen Re-

chenmode11e dargestellt. Es liegt nun nahe, zunächst eine

Ubersetzung der alle diesen Elementen zugrundeliegenden

Differentialgleichung in eine Ubertragungsmatrlx bzw. Stei-

figkeitsmatrix vorzunehmen, denn wie bereits angedeutet, hängt

die Entscheidung ob Ubertragungsmatrix oder Steifigkeitsma-

trix-Konzept oder auch eine Kombination aus beiden von dem

jeweiligen praktischen Problem ab. Es handelt sich im we-

sentlichen um die gewöhnliche Dg1. 2. Ordnung und 4. Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten.

2.1 Stabelemente

Zunächst betrachten wir die lineare gewöhnliche Dg1. 2.

Ordnung

y" +
( ~ f" y · konst.

Die Lösungen lauten bekanntlich
. x

A x
t..,=

A1 SIn a.T + 2
COS 0. T

Y.
... Konst (.!.

)

z
Inh \ a.

wenn 1 die Berechnungslänge sein soll und D und a

näher zu bestimmende phy. Konstante. (0 siehe SelteS)

(2.1)

(2.2)

noch

,
'
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Die Ubertragungsmatrix für die homogene Differentialglei-

chung erhält man dann mit

Xsm a. -
l

a. x
.DT cosa T-

cos a
~

] !

A

A

z

1

)

])
Q.

sin Q !..

l l

(2.3)

D. ph ys. Konstante

Zustandsvektor an der Stelle 0 bzw. 1

(2.4)

(

COS Q

[
u J.

- D
~

sina

l
.

Da.
Sin

COS Q

a

]

(2.5)

Die zugehör1ge Steifigkeitsmatrix erhält man durch Umsortie-

rung und Einführung eines positiven Vorzeichens für alle

SchnittgröBen zu

{ :;d
·

{p} = [k1{uk}

D ~

[

ctg Q

l 1
-

sin a.

1

sin Q.

ctg a.

(2.6)

in Taylorreihen entwickelt

2 I -1
Q. .

[
k]

. ~ __1 ~ ~-_ _~:"_~___
l -1 I o.t

1+ ~ I

1- T, I

(2.7)
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Die Taylorreihendarstellung erlaubt nun eine Aufteilung

mit

- 1

]

_ Dal

[

2 ,

]1 6l
1 2

(2.8)

Für die Lösung der Dgl.
z

y
n _ ( ~ )]' = konst.

ergeben sich die entsprechenden Ausdrucke mit den hyperboli-

schen Funktionen zu

(2.9)

und die Steifigkeitsmatrix

[ ] a

I

dq h a
k · D-l - t

sinh a

-1
So;n ha

dg h Q ]

(2.10)

Die Reihenentwicklung ergibt dann den gleichen Ausdruck

wie GI. 2.8

+ (2.11)

-,

Nach diesen rein formalen Umrechnungen lassen sich für die

jeweiligen Elemente die physikalischen Konstanten a b7.w.D

aus den jeweiligen Differentialgleichungen bestimmen.



.
y y. D Y iI

, I D(y"'t( ~ty).
{ z 1.

y
{uk}.

y.

{Pk}.
I I

" 11
I 1Jy y. Dy.

J J

})(y"':t{~)ly'J I (
/11

(Q/ )y. D
Y

+ - y- l .
J J

(2.13)
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2.2 Balkenelemente

Neben der Dgl. 2. Ordnung spielt die Dgl. 4. Ordnung eine

bedeutende Rolle. Sie lautet

y'V +
( ~ f y" - ( 4- t y · K0nst ( 2 . 12 )

2 b" ( )Je nachdem, welchen Wertebereich a bzw. einnehmen, Tab.2.1

ergeben sich verschiedene Lösungen der Dgl. In Abb. 2.2

sind die GUltigkeitsbereiche eingetragen. Es ergeben sich

9 unterschiedliche Lösungen, die in Anhang 1 zusammengestellt

sind. Die Ubertragungs- bzw. Steifigkeitsmatrizen erhält

man mit Hilfe der bekannten Formeln (Anhang 1). Dabei ist

als Zustandsvektor die Lösung selbst sowie ihre Ableitungen

verwendet worden. Aus praktischen Gründen wurde als vierte

Zustandsgröße eine Kombination aus der dritten und ersten

Ableitung gewonnen.

~z
}

· physikalischeKonstante, l. Elementlänge

Das Vorzeichen von (~ f wird entsprechend der Lösung

der Dgl. eingesetzt.
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Entwickelt man die Steifigkeitsmatrizen in Taylorreihen, so

erhält man nach längerer Zwischenrechnung die in Tabelle 2.2

dargestellten Steifigkeitsmatrizen.

(2.14)

Die Teilmatrizen entpuppen sich z.B. fUr ein Balkenelement
t H "JJ. wt 4mit D - EJ Q 8!

fJ b · EJ l

zu

[k1]. [kEl
[ K z1

e [kG]

[ K3 J. [Ktn J

lineare Steifigkeitsmatrix des Balkens

geometrische Steifigkeitsmatrix des Balkens

Massenmatrix des Balkens

(2.15)

Es liegt nun nahe, eine Sammlung von Differentialgleichungen

für diverse Probleme zusammenzustellen. Die Übersetzung in

ein diskretes Rechenmodell erfolgt dann in einfacher Zuweisung

der physikalischen Konstanten zu den mathematischen Koeffi-

zienten a2 bzw. b4. Ob man die geschlossene Lösung oder die

Taylorreihen verwendet, hängt von der Zweckmäßigkeit bei

der praktischen Lösung von Problemen ab.

Im Elementkatalog sind eine Reihe von Elementen, ohne den

Anspruch auf Vollständigkeit zu erheben, .zusammengestellt.

Es sind in der Spezialliteratur noch eine Vielzahl von An-

wendungen der gewöhnlichen Differentialgleichungen ange-

geben, die von Fall zu Fall ebenfalls mit Hilfe der vorge-

schlagenen Elementmethode berechnet werden können.

i
i'
r

I

I



Fall 1 Fa lt 2

z

( ~f( cosh Cl - t )( ~)( 1 - cos a. )

D(~ t l l

Q Sin a. D( (1) Q sinh a.

- 9 -

Die rechten Seiten der Differentialgleichungen können

natUrlieh Funktionen von x sein.

Es lassen sich entsprechende Lösungen meist leicht angeben.

Da man aber die geometrischen Größen in jedem Element als

konstant annimmt, ist die Bestimmung von Lastspalten bei

der Ubertragungsmatrizenmethode bzw. die der rechten Sei-

ten der Gleichungssysteme bei der Deformationsmethode für

konstante rechte Seiten der Dgl. am wichtigsten.

Die Lastspalten fUr die Dgl. 2. Ordnung ergeben sich z.E.
zu

Tab. 2.3

Einzellasten bzw. Einzelmomente lassen sich auf einfache

Art und Weise als Knotenlasen direkt angeben, entweder

im Lastvektor (Deformationsmethode) oder in der Lastspal-

te der entsprechenden Punktmatrix.
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Die rechten Seiten der Gleichungssysteme bei Verwendung

der Deformationsmethode erhält man, indem man äquivalente

Knotengrößen, die z.B. Knotenkräfte oder Momente sein kön-

nen, bestimmt. Diese Knotenkräfte sind definiert als die-

jenigen Kräfte und Momente, die mit den Knotenverschiebun~

gen die gleiche Arbeit leisten wie die Arbeit der Feldla-

sten mit den Verformungen des ganzen Elementes.

AKnoten · A Feld

T l

{YK) (pK] e f yp eh
I (2.16)

Es ergibt sich also bei konstanten Feldlasten

o

Die Verformung des Elementes wird mit der jeweiligen Lö-

sung der Dgl. beschrieben.

y= [C]{A} pI: Konst (2.17)

Die Knotenverschiebungen erhält man mit

{ YK} · [B] { A }

-t

Y · [C] [B] (YK}

Y
:: [1OL4]{YK}

p :: [1Op]{PK}l

hJ!PK]. ~y~f f [10" ]'[Wp]dxo[PK]

! PK] = [B]"' Ire' ( [ 10 p] dx

o

(2.18)
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Da die Verlaufsmatrix für p sehr einfach gebaut ist, er-

häl t man

_1T

{ PK} · l
B] {z J

· con st

{
i

{Z ]
·

/

[C) d.
(2.19)

o

Die Matrizen [B] bzw. [Z] ergeben sich fUr die Dgl. 2.

Ordnung fUr beide Fälle zu

[z] ·

-
~

(cos a - t )

- .!.. sin C\
Q

[B] .

o

COSQ

(2.20)

fUr Fall 1 und fUr Fall 2

1- (cash Q - t )

a.
o

[z] ·

..L sinn Q
Q

[B] ·
sinh Q. coshQ (2.21 )

Die entsprechenden Matrizen für die Dgl. 4. Ordnung sind

im Anhang 2 zusammengefaßt.

z.
Die Dgl. 4. Ordnung kann je nach Vorzeichen von a und
b'" auf ei~oder auch zweiparametrige Eigenwertaufgaben,

wie sie bei Stabilitäts- und Schwingungsproblemen auftre-

ten, führen. Interessant ist der prinzipielle Zusammenhang

zwischen den Eigenwerten.
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Die Differentialgleichung

(2.22)

führt auf die einparametrige Eigenwertaufgabe fUr a2. Geht

man von der Lösung

y = A sm
m1T

X
l

aus, so erhält man

(2.23)

und nach Umformung

Diese Funktion ist in Abb. 2.3 dargestellt und man erkennt

die bekannte Girlandenkurve, der somit eine ganz allgemei-

ne Bedeutung zukommt.

Handelt es sich um eine 2parametrige Eigenwertaufgabe, dann

erhält man

bzw. (2.24)

<4
m

I

',

..

fUr m = 1, m = 2 erhält man die sog. Dunkerley'schen

Geraden (Abb. 2.4).
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2.3 Plattenelemente

Grundlage der Plattenelemente ist die partielle Differen-

tialgleichung 4. Ordnung.

(2.25)

Diese Dgl. läßt sich mit Hilfe einer Fouriersehen Reihe in

ein System von gew5hnlichen Differentialgleichungen 4.

Ordnung darstellen.

w (x,y) · [Wn (x) sin
nTt'-zB

(2.26)

Man erhält dann

IV 2 11 , ~

wn (x)+(!A3-(":) )Wn()()+((':) Az!(':)A4!As)Wn(X) = 0

(2.27)
Man erkennt, daß man die Lösungen der unter 2.2. angegebenen

Dgl. direkt verwenden kann. Im Elementkatalog sind eine Rei-

he von Plattenelementen angegeben, die eine sehr schnelle

Plattenberechnung ermöglichen.

An dem Reihenansatz Gl.(2.26) kann man erkennen, daß sich

die vorgeschlagenen Elemente für Probleme mit an 2 Seiten

aufgelagerten Rändern eignen. Eingespannte Ränder sind mit

verschiedenen Methoden (siehe 2.6) zu verwirklichen.



u -n

w" c

u = L un (2.30)
n.,

W :11 L wn
n-t
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2.4 Scheibenelemente

Bekanntlich gilt für die Scheiben die Bipotentialgleichung

t::..t::..F · O. Shimizu ß4/ verwendet diese auch und leitet eine

Flexibilitätsmatrix für einen Elementstreifen ab. Diese Ma-

trix ist leider nicht symmetrisch. Nach dem Dargestellten

läßt sich ohne weiteres die Spannungsverteilung ermitteln.

Man muß die Randbedingungen allerdings in der Form einer

Spannungsfunktion definieren kBnnen. Für die simultane Ver-

wendung mit einer Plattenbiegesteifigkeit eignet sich die-

se aber nicht. Im folgenden werden halbanalytische Verschie-

bungsansätze verwendet. Man muß allerdings zur Aufstellung

der Steifigkeitsmatrix nunmehr doch das bekannte Integral

[ k] .j [ Bf [ E ][ B) d v ( 2.28 )

welches man aus einem Energieansatz erhält, verwenden.

Als Ansatz für das Verschiebungsfeld können lineare quadra-

tische oder kub~sche Ansätze infrage kommen. Abb. 2.5

[ F] cos

(2.29)

!l!!:.z
B



{o-} 8: rE](~}
n n

[
~V0 (2.33)

[ E] · E
t - ",2 0

1- v
0 T
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Die Dehnungsmatrix erhält man wie üblich mit

(2.31 )

eingesetzt

oder in sinus- und Qosinusbehaftete Therme aufgeteilt

(2.32)

mit dem Stof!gesetz

erhält man mit BerUcksichtigung der Orthogonalität der tri-

gonometrischen Funktionen die Stei!igkeitsmatrix zu

Die Spannungsmatrix zur Bestimmung der Spannungen aus den

Verschiebungen erhält man dann zu

· [E)f!)
n

· [EJ[B) {Uk}
n n

.[st{ukJn

(2.35)

oder aufgeteilt in 8inus- und Cosinusanteile

[S J = [5] sin naTr Z i- [5] cos n 1l" Z (2.36)
n n n B

Die Steifigke1ts- und Spannungsmatrizen sind in Anhang 3

zusammengestellt.



!
t
f

U ,. [ [ Lt Lz L, ] sin nt z
{~J"

I

I

n

V 8: [ [L1 Lz L,] sin nB~ z
{~n

(2.37) t

t
.

n

" t

[ [l, Lt ] n~ r )

w= L3 COS B Z

:~n

annehmen. Wobei
n
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2.5 Volumenelemente

Volumenelemente lassen sich erzeugen, indem man zweidimen-
sionale Scheibenelemente erweitert, indem man die dritte Di-
mension analytisch beschreibt /13/. Diese analytische Be-
schreibung kann man wieder mit Fourierreihen durchführen.
Für ein dre ieckige s Element (A bb. 2. 6 )

kann man dann den Ansatz fUr das Verschiebungsfeld mit

Lk8 zt/j. {o.k + bk)( + CkY} k-i,j,m
(2.38)

die bekannten Flächenkoordinaten darstellen, die sich be-
sonders leicht integrieren lassen mit

dA =
i! j! m! . 2A

(j+j+m+2)~
(2.39)

A



Die Dehnungsmatrixlautet dann

aLi . nTrz 0 0-sm
dX B

0
aL, . n11' 0-51n -z
ay B

0
n1T' . nii

0 -L. -SIn-Z

[ Bi ] ·

I B 8
(2.40)

oLi' n1(' aLi . n1ln - 51n - Z - Sin - Z 0
ay 8 ax B

0 L nlr njj' a L' nTl. - cos - Z ~cos -z
I 8 B "dy B

L. ntr cos ntr z 0
aL i nil

I 8 B ax
Cos B Z
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Teilt man die Dehnungsmatrix in Sinus- und Cosinusanteile

auf, 80 erhält man wieder

cos n1f z
B (2.41)

Die Steifigkeitsmatrix erhält man wieder unter BerUcksichti-

gung der Orthogonalität der trigonometrischen Funktionen zu

[kij]- J11 [Bi ( (E][ B;)n dKdydz

- ~t fr [Öd: [E)[ iidn dKdy. rflre; J: [E][ Bj1n
d)(d~

· [ ki j ]
n

+ [ kij 1 n
( 2. 42)

Für das Stoffgesetz sind nunmehr alle 6 Spannungs komponenten

zu berUcksichtigen mit
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E.-
(1+ ")(1-2\1)

,
~ I

I
y I

I
1-" I

I ___r.-:-i;-
0 0

-
IZ-
I 1-2v 0I 0 z
I
I 0
I

(2.43)

1-" y

1- ~

1.' v

o 1- 2~-Z

2.6

Im Anhang 4 sind die Stei!igkeits- und Spannungsmatrizen zu-
sammengestellt.

Rotations- und Sektorelemente

Eine weitere Klasse von halbanalytischen Elementen sind

die Rotations- und Sektorelemente. Es liegt fUr solche Ele-
mente eine umfangreiche Literatur vor, so dsß eine kurze

Beschreibung ausreicht. Es wird im übrigen auf den tlber-
sichtsaufsatz von Buck /23/ hingewiesen, in dem über die
wichtigsten Elemente berichtet wird, Ein Rotationselement
entsteht, indem man;die bekannten Stab-, Scheibenelemente
um eine Achse rotieren läßt. Abb. 2.7

Man erhält so Membranschalen und Volumenelemente. Die Kno-
tenfreiheitsgrade sind nunmehr v in z-Richtung und Ur
in r-Richtung. Eine weitere Möglichkeit besteht, eine
Kreisringplatte aus einem rotierenden Balken zu erzeu-
gen /3/.

Die Balkenfreiheitsgrade lauten dann w und dwjdv. Die Sek-
torelemente entstehen, indem man den Winkel e mit oc und

kleiner als 3600 wählt. Für die Verschiebungsverläufe sind
nunmehr wieder die Fourierreihen zu verwenden, so erhält man

z.B. für die Platte Abb. 2.8

\,
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T

mit [F] · 1 - 3R' + 2 R) :

(2.44)

Man erkennt, daß für die Verlaufsmatrix wieder die Hermit-

polynome des Balkens dienen. Integration der Steifigkeits-

matrix ist wieder für jede harmonische Fourierkomponente ge-

trennt möglich. Die Berechnung einer ganzen Konstruktion ge-

schieht wieder wie Üblich ohne Besonderheiten.
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2.7 Eingespannte Ränder

Die halbanalytischen Elemente wurden unter Verwendung einer

sinus-Reihe ermittelt, die sich besonders eignet zur Berech-

nung von frei drehbar aufgelagerten Rändern, oder frei ver-

schiebbaren Kanten.

Um nun eingespannte Ränder zu berUcksichtigen, sind drei ver-

schiedene Methoden denkbar:

1. Superpositionsmetbode

2. Eigenformmethode

3. Differenzenmethode

Während die Superpositionsmethode sich ganz allgemein auf

inhomogene Probleme anwenden läßt, kann man die Eigenform-

methode besonders bei homogenen Problemen verwenden. Die

Differenzenmethode eignet sich für beide Formen von Pro-

blemen. Um einen Einblick in diese drei Methoden zu erhal-

ten, werden die folgenden Erläuterungen nur so ausführlich

wie zum Verständnis notwendig durchgeführt. Zum Teil sind

es neuartige Anwendungsmöglichkeiten, die es Wert sind,

gründlicher durchdacht zu werden, als in diesem Rahmen

möglich.
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2.7.1 Superpositionsmethode

Von GRALI und TARDOS /41/ wird dazu folgender Vorschlag ge-

macht: Man nimmt ein fest eingespanntes System zunächst als

frei aufgelagert an und bestimmt die Verformungen, die an

dessen Enden durch die Feldbelastung hervorgerufen werden.

In einem zweiten Schritt läßt man an diesen Enden dann Rand-

kräfte angreifen, welche ihrerseits Verformungen erzeugen,

die gleich und entgegengesetzt den ersteren sind. Addiert

man die Ergebnisse beider Lastfälle, so hat man dadurch den

Zustand 'feste Einsapnnung' simuliert. Voraussetzung für

diese Vorgehensweise ist die Gültigkeit des Superpositions-

prinzips.

Im Folgenden soll der geschilderte Gedankengang auf die hier

behandelten halbanalytischen Scheibenelemente angewendet

werden, immer in Anlehnung an die oben zitierte Literaturstel-

le, in der eine entsprechende Herleitung für halbanalytische

Plattenelementa angegeben ist. Es wird die Deformationsmetho-

de verwendet.

Gesucht ist der Ersatzlastvektor {F}n
'

der unter den oben

genannten Bedingungen die Feldbelastung sowie die Belastung

durch die Rückstellkräfte beinhaltet.

Man geht aus von dem Verformungsansatz

(*: Größe bezieht sich auf ein Element)

.,

w*(x,z). Lf~(x).Yn(z) = [[1O(X)J{UI(} .Yn(z)
n n n

mit Yn(z). sin ": Z oder Yn (z) 11ICOS n; z

[wu(x)J Verlaufsmatrix für die Verformung in x-Richtung

{ukf Knotenlinienverschiebungen für Reihenglied n

"
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Als erstes werden die Verformungen an denjenigen Elementrän-

dem definiert, an denen später die zu superponierenden

Kräfte angreifen sollen. Diese Definition erfolgt in Abhän-
*gigkeit von den Elementverformungen

f
u.

t{}
:

n

{CXk( = [C
C [Uk( (2.46)

mit gesuchte Randverformungen

*
[C]

n

o (2.47)

o
.
.

*
[H] und [CJ

" "

sind

in /40/ ausführlich diskutiert.

Als nächstes werden die RUckstellkräfte definiert, welche die

Verformungen, die durch die Feldbelastung entstehen, wieder

rUckgängig machen sollen:

(2.48)

*
{FQ}

n

'*
[G]

n

{ Gk1:

äquivalente Knotenlast der RUckstellbelastung
für das Reihenglied n

Verlaufsmatrix

Knotenpunktbelastung in Richtung der Verformung

* *
Mittels der Freiheitsgradzuordnung werden { Fa L

und {<Xk 1n

in die entsprechenden Vektoren für das Gesamtsystem überfUhrt:

[cJ

"
(2.49)

(2.50)



-1

{<XKo
1n

:11 [C ]" [S K t " { Fo J n

-1

{«Ka t . [cln" [SK]n "[Gln" fGKt
-t

[ f ] = [C]n' [SK)n [GJn
"

[f ]
-t. [(C] [SK] [G)

n n " "
(<<Ka}

. [f} . (QK}~
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weiter gilt allgemein:

(2.51 )

mit [SK] der Systemsteifigkeitsmatrix aufgel6st nach {ukJ ;

-1
rt

{ U
k }

:11 [5 K] {F
J

( 2 .52 )
n n n

eingesetzt in 2.49 ergibt für die Randverformungen durch die

RUckstellbelastung:

(2.53)

und für die Verformung durch die Feldbelastung:

(2.54)

. .

(2.55)

aufgel6st nach

(2.56)

Die Verformungen {«ka}' hervorgerufen durch die RUckstell-

kräfte, sollen gleich und entgegengesetzt den Verformungen

sein, die durch die Feldbelastung (Index 0) entstehen:

(2.57)
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eingesetzt in

(2.58)

man erhält dann:

(2.59)

eingesetzt in:

(2.60)

Die aus beiden Belastungen resultierenden Verformunge~ wer-

den superponiert;der resultierendeVerschiebungsvektor{UK}
n

ergibt sich zu:
-t -.

{UK}n = [SKt {Fo}n + [sKln {Fat

{ U k} Ir (S Kf' ( { Fo} + { FQ}' )
" n n "

(2.61 )

2.50 eingesetzt in 2.61

Der Ersatzvektor wird damit:

Es ergibt sich schließlich der endgültige Lastvektor zu

In Tabelle 2.3 ist ein Flußdiagramm einer solchen Berech-

nung dargestellt.

!
f,.
!!
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2.7.2 Eigenformmethode

Die Eigenfo~ethode stammt von Ch~g /3/ und ist von die-

sem mit Erfolg auf Plattenprobleme angewendet worden. Der

Ansatz fUr das Verschiebungsfeld wird in einer Richtung

durch die jeweilige Eigenform des Balkens unter Beachtung

der gewUnsohten Randbedingungen und inder anderen Rich-

tung durch die Hermitpolynome des Balkens gebildet.

Leider ist es nicht möglich, die Funktionen der Eigenfor-

men zur Umformung der partiellen Dgl. in die gewöhnliche

Dgl. 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu verwen-

den.

Daher muß man mit Hilfe der Energiemetll0de die Integration

der Steifigkeitsmatrix durclltUhren. Es liegt aufder Hand,

daß solche Elemente Näherungslösungen darstellen, deren

Genauigkeit sorgfältig; überprüft werden muß. Dieses Vorge-

hen ist für Beulprobleme und Schwingungsprobleme geeig-

net, für inhomogene Prpbleme 1st d1eses Vorgehen dagegen

nicht geeignet.
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2.7.3 Differenzenverfahren

Die Möglichkeit, mit Hilfe der Differenzenrechnung feste

Einspannungen zu berUcksichtigen, soll am Beispiel der

Plattenelemente erläutert werden. Gegeben sei eine an 2

Seiten eingespannte und an 2 Seiten frei aufgelegte Plat-

te. Abb. 2.9.

eingesp'annt

x

L
frei Qufgelaqert

l /
.,.

Abb. 2.9

in Differenzen lautet /23/Die Dgl. der Platte in y-Richtung

4 1
cl W

+
2

(

cl Wk-, _
Z

dx4 ~ZI clx
Z

d.h., man muB die beiden sogenannten Differenzensterne

(2.63)



Abb. 2.10

Die Matrizen [A ] und. [8) lauten

-2 7 -4 1
[A 1- 1 -2 1 2 bzw. [B]. -~ 6 -4 f

"- Az"6Z2

-2 -it 5
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(2.63)

und

1 -4 ITJ -4 1

für jeden Punkt in z-Richtung anschreiben. Man erhält eine
Differenzen-Matrizen-Differentialgleichung

(2.64)

I

Für die Randbedingungen gilt z. 0 , w. 0
und. z. 8 w. 0 ,also Symmetrie- und Antimetrie bedingung.

I

::a.:---
- ----

o z 3

(2.65)

Die Lösungen der allg. gewöhnlichen Differentialgleichung
sind nun wieder verwendbar.

Die Koeffizienten (a/l)2 bzw. (b/l) sind nunmehr
lediglich als die Matrizen [A] bzw. [8] zu interpretie-
ren. Verwendet man die exakte Lösung, dann treten in den
trigonometrischen Funktionen als Argument arithmetische
AusdrUck. der Matrizen [B] und [A) auf .
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Diese sind mit Hilfe der Matrizentaylorreihen zu entwik-

keln. Die Steifigkeitsmatrix in gekürzter Potenzreihenent-

wicklung lautet dann wie dargestellt.(Tabelle 2.5 - 2.7)

Das zu lösende Gessmtgleichungssystem, welches man durch

Superponierung erhält, hat eine größere Bandbreite als

bei freier Einsapnnung, (statt 4, 12 Koeffizienten) und

ist ein größeres (statt 14, 42 Gleichungen). Der Speicher-

platzbedarf steigt also rasch an. (Abb. 2.11)

Es ist sicher ein weites Feld, die fUr den jeweiligen Opti-

mierungsprozeß geeignete Methode zu ermitteln. Man kann,

das hat dieser Abschnitt gezeigt, wohl keine allgemein

als am gUnstigsten bezeichnete Methode angeben. Die schnell-

sten Berechnungsverfahren werden die sein, die am stärk-

sten sm Problem orientiert werden können.

;
!
t,
.
!
I



(T.I
t:

~\\\\'~~:s \)t:

.~I \
..::c.t: s:v

f3~~~to...
'->~.0

~I \\ \ \ \ \ \ \ \\\ ~/~~t: ~I-~C\i\:S
0~.c (Q

~\\ ~I
.0

~In
..D
ce

~~oIe: vo 'i) .... .LI. ~to...
In
~\,)

.:::c
0-

.-
In

~-
E
<:5
In
u

<D





12

8

4

o 1 2

Abb. 2.3

/
/

./

... 5 biT:



t
-I,
.

r
I

-I
I
,

I
I
!
I

(t}
I

!
t
I
I
!
I

4

1

I
I
I
j
I
I

-I

j
I

I

Abb. 2.+

,,

!
.

-(
!
.
i
~:

"!
~



,

SCHEI 2

SCHEI ,
i j k 'j k

[16)] - [1- ~
~

+ 2 (n2
!

+ (~ -(~n
!

- : + 2{ n2 ]
, j k

, j k "' t j "'" i j k 1ft

~ L~

~ {2-11f+18 (~)t - 9(~)')

T (18
~

.. +5 (~ )~
+ 27 (~)

~ )

~ (-9 f + 3' (~)' - f1 (~)')

~ (2 f - 9 (+)2 + 9 (t)')

'L j Ic IR

SCHE' 4-

T
[1&)] -

Abb.2.5



y,"

l

I
t
t
i

I

X,U

Abb. f.6



z

. MembranschQle
J

Volumenele.ment

Abb. f.1



z

Sektorptatte

Abb.2.8

r

iIi
I,.



einge5pannt
x..

L
frei a fgetagert

7/

Abb. 2.9



-
6l~ichun9ssY5tem für

,

..

G Elemente frei aufgetagert
.

14x 4- - 5G Speicherpldtze
...

-

6leichun95~Y5tem für G Elemente
eine Seit~ fest andere Seite
frei aufgclagert

42 x 12 -= 504- Speicherpliitze

Abb. 2. 11



.z- .----Dt~---'
f

:::/-,
c-I..,...--
01-'
~

+
~

;>-,

ZU5a.mmen~te.llung der
ihfer Lösungen

.
~

~
co
\o.J

"
'71

c:1'
C
:>
'":0
J

oJ
C
QI
O"t
o
E
o

:x:.

.
:r

<C
+

...
>oe

;c
+
x
.....

<:
..
...

<
..

,-.
x-
~

.
~
an
C
ov

o
I1

..
.D

o
"COld

o

~f
,... ...,

~ i~
~~

~~

-
§

~
c
ou
"

o
A

'n

o
V..
c:J

o
"

~c:s
.-.-

o
"~ al~

.:1'''':0

.-....

.
..4.>

."C

9
"c
:>--c-I.-~,..a

"'--",
~

:>--

o
p

...
..0

.-
o
V..
"

.-.-
o
V

ce, .- .-.- o
A

01.,. 0
+ V

.A- ~..0 -D

o
""'csl..:t
+

:a

.- o
":t
d~O
+ V

~:o

co

neun Differentia.lg le.~c.hung ~l 'Ypen und..



ol~

1I ....... f I .. - t.. - - ..

f
-J - - . ~d'\ t\I -

.... .... ..a - ~...:t
~..D ..c. . I f

cnl~ cnl~ t\lIO .I~
S}; - U)--ct (\I~ ~.....f~... - -

+ + 01

~Io
--'

~2
~c:s

c:s- ~9
- 01

C\J1!e
cv -'

+ cv .... .-
1+1

+ E
U) ., 01 U» ::>.- - - \C') (I)

-t~
~..... -

... - 0
.....c. N

..a ~~...

~I~ ~12 ~I~
0 '"-

.. -~ --.:r, I I I
-

01
I

cs
~9

-cs - ~- ..
~11n

\<\ I;<") -
~11n

t I ....

, , + C\t
OJ - CN c.a - c.A

.- U) - tf) cn ce') Q\I

~t
I f

~- .. -~- -..r 6.)

- I~I~
. ..0

~~t\l1~ 04-

~(\I.. ,
,

CI')

,
>I "'"-

"cs Nc:S

-IS NI~ OICS
tC\-'

+ + 0
~..J I (11_
ua ....

I CoI 01 t- - -' -'... c.S> (\J (.0
~.0

.s::
I

~IO u
IC)~ V) N-.. .- - NJ.. -~I ~I I -
COICS \)

E
U)ILD E - "(J) -~.....+- cn ~E- (\I

I
-~I I I

o,~



STA T

n: Zähler ~ür die Anzahl

der Reihenglieder

,

Auf.steLlen des ~ldlQ.stveJ(tofs [fo)n und speichern dj~stJ Vak'tor.s

8iLd~n des Ausdrucks [C]II[SI(J;4ffoJ" ulld'

A~fJurnmleftn OlAf ale. )rn-reilt aus den tDrherij'17 Sd1riiten ... *(Cc;],,[,sK]:'fFJJ .

.
ne: Re~engl~.deran~Ah1

Mat:rix CfJ inver ieren ""
[f]

6Leich tAn .ts .d:em nach den Verfor", /An en auflösen: l"H'l". 8J(J: {1}"

Aufsummieren cltt" Verforrt1l,lfl
.

Ja



12 161

-12

I

GI

GI
I

-12 GI

4\t 1:6/-12\1

4lt -GI
I

2\1

4~ -Gl 2~

12 -t,,-
12

I

- GI

12 - 61

I-u~

GI

symm~tri~ch -,-

Tabelle Z.5

-723GO I-GI 3\ 0
I

72 -3G 0 1- 61 31 0

-72 3G
I

~\ -GI 31 -3G 72 -3G 3\ -GI 31

-72 0 ~\ - Q I 0 - 3G 12 0 ~I - 61

-BlI 4{t oi"GI -31orzll -110
-812 'Kt 1-31 61 -311-\t 211 -11

-8l2 0 -31 Gl 0 _l2 2L2

-723G ~G\ -31 0

-72. 5G 1-31 GI -3{

-72 0 -3l 6t
--

-8lt 4(2 0

-8l t 4tf

-8l2

symmetri9ch

I

Tabelle 2.6
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3. Vergleiche mit in der ~teratur angegebenen Elementen

Von Cheung/1/, /2/, /3/ sind Platten und Scheibenelemente

mit halbanalytischen Ansätzen angegeben worden, praktische

Berechnungen von Plattentragwerken sowie die Bestimmung der

Eigenfrequenzen weisen diese Elemente als recht gut brauch-

bar aus.
.

Von Yoshida und Oka /4/ und von Yoshida /5/ werden weite-

re praktische Plattenprobleme sowie einige kritische Beul-

werte tür schiffbauliehe Probleme angegeben. SchlieBlich

werden ebenfalls filr örtliche Beulprobleme halbanalytische

Finite Elemente von Przeminiecki /6/ angegeben.

Diese Elemente sind mit Hilfe des Prinzips vom Minimum der

potentiellen Energie abgeleitet. Die geometrischen und

Massenmatrizen sind identisch mit denen aus der Taylorreihen-

entwicklung.

Die linearen Teilsteitig~eitsmatriz~n unterscheiden sich
I k 'in den Koeffizi~nten ,k 12 und 14:. FUr diese Koeffi-

zienten gilt k11Z = - k'H , auBer,demsind diese Teil-
koeffizienten unabhängig von der Elementlänge (Abb. 3.1

und Abb. 3.2).

Für aufgelegte Platten ergeben sich die gleichen Ergebnis-

se

fUr einen treien Rand ergeben sich Unterschiede.

Nur fUr \1-0gibt es übereinstimmendeErgebnisse. FUr V+-O
können beide Lösungen nicht richtige Ergebnisse liefern, da

die Randbedingungen am freien Rand nicht erfüllt werden.

t

I
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symmetrisch
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Te11ste1f1gke1tsmatrix nach Przem1n1eck1

Te11ste1f1gke1tsmatr1x aus Taylorre1henentw1cklung

Abb. 3.1 Rechenmodell

Abb. 3.2

Systemste1f1gke1tsmatrix
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Weiter wird von Kawai /11/ ein Finites Balkenelement unter

Verwendung der gemischten St. Vernant'schen und W6lbkraft-

torsion angegeben.

Für den Verlauf der Verschiebungsfelder werden die Hermiti-

sehen Polynome 2. bzw. 4. Ordnung verwendet. Auch dieses

Element ist identisch mit der hier vorgestellten Taylorrei-

henentwicklung.

Auch die von Barsoum und Gallagher /7/ vorgeschlagenen Ele-

mente zur Berechnung von Kipp- und Drillknicken sind unter

Zuhilfenahme der Hermitischen Polynome unter Verwendung

des Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie entwik-

kelt und entsprechen den vom Autor mit Taylorreihen dar-

gestellten Elementen.

Interessant ist es, daß man auch sog. nichtkonservatives

Stabilitätsversagen mit Finiten Elementen behandeln kann,

wie Barsoum gezeigt hat /9/. Bis auf die nichtkonservative

geometrische Steifigkeitsmatrix entsprechen die Ausdrücke

für die lineare, geometrische und Massenmatrix der Taylor-

reihendarstellung.



Abb.3.1 Rechen mode U

<3 e
k" + ksr - 0

Abb.3.2 Systemsitifigkeitsmatrix
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4. Genauigkeit

Um die GUte der Taylorre1henentwickl~gen zu Überprüfen,

wird für ein Zweielementmodell die Gleichgewichtsglei-

chungen für den mittigen Knoten entwickelt /2/. Die Frei-

werte an den Knoten i - t bzw. i+ I werden in Taylorreihen

an der Stelle i entwickelt.

Mit Abb.4.1erhält man für Probleme die mit der Dgl. 2.

Ordnung bearbeitet werden

Abb. 4.1 ~ J,,« 1 J
i-1 i i..1

l t 1
- t ( 1; ~n) Yj-t + ( t + ~ 1

) (1t ~") Yj
- ~( ( 1 + ~ ) Yitt

Nach der Entwicklung von Yj-t bzw. Yi+t
Dgl. am Ort i mit

D · const

(4.1 )

. 0

erhält man die

FUhrt man den GrenzÜbergang mit cx- 1 bzw. l - 0 durch,
dann verbleibt die Dgl.

Eine schnelle

ist. Ist oe..1

erwarten.

Yj"; ( ~ f y · 0 (4.3)
t

Konvergenz mit l ist zu erwarten, wenn cx. 1

, so ist die Konvergenz nicht so schnell zu

Numerische tlberprUfungtut not. Bei genauer werdender Ein-

teilung wird ~vernUnftigerweise allerdings auch gegen 1

streben, so daß die Konvergenz auch bei nicht äquidistanter

Einteilung zu erwarten ist.

f'

r

I
tI~
1

I
I

!
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Für die Dgl. 4. Ordnung ergibt sich dann die Gleichung

:rur die Verschiebung Yj (3. Gleichung Abb. 4.2).

(4.3)

Die Steifigkeitskoeffizie~ten kjj bzw. fUr das 2. Ele-
ment kjj erhält man aus der Taylorreihendarstellung.

I
Entwickelt man nun die Funktionen Y j-t . Y i-I bzw.

I .
Y it 1 . Y i+t am Ort I 80 erhll t man nach längerer Zwi-
schenrechnung

/14

{

Z ( 3 ( 2 t (a )
1

L

Z

( ) 1 ( Q Z

(
z I )+ Yj -äT 1-0(.)+3 t-c()+ f a~ ~ 1...«3 -

20 Qt~) ~r) (1-«

9 ( bn )
4 4

( ) f3 ( bn )
4 4

( Z )}
+ 'Uo «r

l 1-« + 840 «r
l 1 - "

IV

{
l t +oc 1 (

Q

)
2 3 1't oe) 1 ( Cl

)
2 J .J(

a
)+ y 2cxl---+- -!l L --- -~ toe ti-(X

i l Gt 40 oeI « GO oe:l
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Setzt man ~. 1 und sortiert um, dann erhält man

rtI

(
Q t"

(
b )

4
28

(
b )

4 Z I'
Y i

T T) Yi
- T Y.....- 420 T l

Y

IV ( 1 ( Qn

)
1 t b 4 t "b 4

l' )Y \&0 T l + 1~~O (T) l~)+ yV1(~; +(~)t~~ -( 1) ffiO + · 0

(4.5)

2
das heißt, es ist mit einer Konvergenz von mindestens l
zu rechnen. In Abb. 4.3 und Abb. 4.4 ist eine Fehlerbe-
trachtung dargestellt /13/.

Die Konvergenz (Steigung der Geraden in doppellogaritbmi-
scher Darstellung) 1st gr6ßer als LI ..Absolut nehmen die

Fehler sehr schnell ab. Es genUgt im allgemeinen, bei Ei-
genwertuntersuchungen, wie Beulen, Knicken oder bestimmen
von Eigenfrequenzen, die Eigenfrequenzen zwischen 2 Kno-
ten durch 2 Elemente anzunähern. Zwiscpen 2 Wendepunkten
sollten wenigstens 3 Elemente angeordnet werden.

Die Genauigkeit der halbanalytischen Scheiben- und Volumen-

elemente läßt sich mit geschlossenen L~sung~n Uberprüfen.

~n Abb. 4.5 bis 4.8 sind die Fehleruntersuchungen fUr Schei-
ben zusammengestellt. Man kann sehr deutlich sehen, daß mit
h6herwertigem Ansatz nicht nur die absoluten Fehler kleiner
werden, sondern auch die Konvergenz ganz wesentlich ver-

bessert wird.

Da das Kraftgleichgewicht an den Elementrändern nicht er-
fUllt wird, kann man mit dem einfachen Ansatz SCHEI 2 nur
ungenaue Ergebnisse erwarten. Abb. 4.9 zeigt den deutlichen
Genauigkeitsanstieg bei Verwendung höherer Ansätze. In

Abb. 4.10 ist noch einmal verdeutlicht, daß bei einem ho-
hen Spannungsgradienten erst der Ansatz mit SCHEI 4 be-
friedigt.
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5. Transformationen, Verknüpfungen

Die Eigenschaften der Elemente wurden der Zweckmäßigkeit

halber in elementeigenen Koordinaten beschrieben. Für den

Aufbau eines Rechenmodells für eine ganze Konstruktion

sind Koordinaten notwendig, in denen man die Elemente

ihrem wirklichen geometrischen Ort innerhalb des Rechen-

modells entsprechend beschreiben kann. Bei Ubertragungs-

matrizen, die ihrer Natur entsprechend fUr Elementketten

mit wenigen Zwischenbedingungen geeignet sind, führt man

die Transformation an den jeweiligen Knoten mit Hilfe ei-

ner Punkttransformationsmatrix durch, d.h., man überträgt

in elementfesten Koordinaten und paßt nur jeweils das

elementeigene Koordinatensystem aneinander an. Die not-

wendigen Transformationen sind in der Literatur z.B. bei

Pestel/Leckie IASI ausfUhrlich angegeben. Bei der Verwendung

der Steifigkeitsmatrizen ist man sehr viel freier in der

Wahl der Anordnung. Vermaschungen in ebener und räumli-

cher Anordnung sind ohne Schwierigkeiten durchführbar.

Während bei Ubertragungsmatrizen aufgrund der Ketten-

strukturder Rechenmodelle die logische Zuordnung der

Freiheitsgrade festgelegt ist, kann man bei Steifigkeits-

matrizen Transformation und logische Verknüpfung unab-

hängig voneinander organisieren.

Natürlich sind beide Methoden auch zusammen verwendbar,

denn eine Ubertragungsmatrix läßt sich durch einfaches

Umsortieren unter Beachtung der bei beiden Methoden unter-

schiedlichen Vorzeichen-Regelung in eine Steifigkeitsmatrix

und umgekehrt verwandeln. Abb. 5.1 zeigt ein typisches Bei-

spiel, wie man unter Ausnutzung der Vorteile beider Me-

thoden zu einem sehr schnellen Rechenmodell kommen kann.

Der Rechenablauf läßt sich in tolgenden Abschnitten dar-

stellen.



- 36 -

1. Aufstellen der Ubertragungsmatrizen fUr jedes Element.

2. Aufmultiplikation der Ubertragungsmatrizen der einzel-

nen Regionen.

3. Umwandlung der aufmultiplizierten Ubertragungsmatri-

zen in Regionalsteifigkeitsmatrizen.

4. Bestimmen der unbekannten Verformungen an den VerknUp-

fungsstellen.

5. Bestimmung der Schnittgrößen an jedem Elementknoten
getrennt nach Region unter Verwendung der unter 4.

bestimmten Randbedingungen.

Man erkennt deutlich, daß eine solche Methode fUr Opti-

mierungszwecke geeignet ist, da man z.B. nur die Schnitt-

größen für die jeweils interessierende Region zu berechnen

braucht, für einen weiteren Berechnungsschritt mit regional

veränderten Geometrien sind alle anderen Regionen direkt

wiederverwendbar. In dem Beispiel braucht man nur Region

2 und 3 zu ändern. Die Regionen 1 und 3 sind mit Ubertra-

gungs/Steifigkeit~matrizen zu idealisieren; Region 4 und

2 mit Steifigkei~smatrizen zu berechnen.

Ein Element kann nun mehrere voneinander abhängige oder auch

unabhängige Eigenschaften haben. Man transformiert zunächst

in ein System von Koordinaten, das zwar noch elementeigen

ist, aber nunmehr alle Eigenschaften des Elementes be-

schreibt. Anschließend wird die Transformation in ein für

alle Elemente des Rechenmodells geeignetes Koordinatensy-

stem durchgeführt. Zum Schluß wird die logische Verknüp-

fung der zugelassenen Freiheitsgrade mit den Elementfrei-

heitsgraden durchgeführt. Ein erläuterndes Beispiel ist

z.B. die Erstellung eines finiten analytischen Elementes

zur Berechnung dünnwandiger Stäbe auf Biegung und Torsion.

Man benötigt also eine Steifigkeitsmatrix fUr die Biegung

um 2 Achsen sowie je eine Steifigkeitsmatrix für die Ver-

t
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drillung und ZusammendrUckung des Elementes. Man wählt
dann zweckmäßigerweise jeweils ein angepaßtes Koordina-
tensystem. FUr die Biegungssteifigkeiten die Schwerach-

sen, für die Verdrehsteifigkeit den SChubmittelpunkt.

Man benötigt also folgende Elemente:

Die Steifigkeitsmatrizen ergeben sich entkoppelt zu

Man benBtigt nunmehr eine Transformationsmatrix [TJ , die

die einzelnen Steifigkeitsmatrizen auf ein gemeinsames Ko-
ordinatensystem bringt. Man erhält diese durch geometrische
Zuordnung der 12 Freiheitsgrade {~} auf die 12 Freiheits-
grade {ü} des neuen gemeinsamen Gleichungssystems. Die

neue Steifigkeitsmatrix erhält man mit der Ähnlichkeits-
transformation.

T

[K]. [TJ [KJfT]
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Es liegt auf der Hand, fUr entsprechende Probleme des

Drillknickens bzw. Biegedrillknickens die einzelnen

Steifigkeitsmatrizen entsprechend zusammenzubauen. Auch

ist die Berücksichtigung einer Schubdurchsenkung pro-

blemlos durchzuführen.

Kawai /11/ gibt ausführlich die Vorgehensweise bei der

Berechnung von Containerschiffen in ähnlicher Art und Wei-

se an, ohne die exakte Lösung für die gemischte Torsion

zu verwenden.

I
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6. Beispiele

Die folgenden Beispiele sind exemplarisch und sollen vor

allen Dingen die Vielseitigkeit der vorgeschlagenen Ele-

mente demonstrieren.

Neben allgemeinen Problemen sind auch eine Reihe schiff-

baulicher Beispiele dargestellt. Es muß an dieser Stelle

nochmals deutlich hervorgehoben werden, daß die analytischen

bzw. halbanalytischen Elemente für Probleme gedacht sind,

bei denen übliche Finite Elemente zu aufwendig sind. Das

gilt sowohl für die Rechenzeiten, als auch für die Da-

tenaufbereitung und Ergebnisverarbeitung. Die vorgeschla-

genen Elemente eignen sich daher besonders fUr nichtline-

are Probleme, Optimierungsaufgaben sowie fUr Parameter-

untersuchungen.

6.1 Knickverhalten ideal-elastischer Biegebalken

6.1.1 Allgemeines

Bei Stabilitätsuntersuchungen von Balken und Platten, die

nicht außermittig gedrückt werden, die nicht vorgebogen

und auch nicht querbalastet sind, sucht man die sogenann-

ten Verzweigungspwlkte ihrer Gleichgewichtslagen. Bei

Balken Beispielsweise liegt dieser Verzweigungspunkt je

nach Randbedingung bei einer der vier Euler-Knicklasten

PK. Wie Abb. 6.1 für einen Balken auf zwei stützen dar-
stellt, lassen sich für diese Knicklast beliebig viele

Gleichgewichtslagen angeben. Weist der Balken jedoch von

Beginn der Längsbelastung an ein Biegemoment auf, sei es

durch außermittigen Lastangriff, Vorbiegung oder Strek-

kenlast. dann existiert im allgemeinen kein Verzweigungs-

punkt. wie ebenfalls Abb. 6.1 für einen außermittig ge-

drückten Balken zeigt. Doch auch bei vorhandenem Biege-

moment gibt es Fälle für das Auftreten eines Verzweigungs-

t

l
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punktes, so beispielsweise den Balken in Abb. 6.2, der

durch zwei außermittige Längskräfte belastet wird, die

im Balken gegensinnige Biegemomente erzeugen. Genau

bei der Knicklast PK1springt der Balken in die erste

Eigenform um. Klöppel und Lie /14/ haben ein Kriterium

aufgestellt, das besagt, daß dann ein Verzweigungspunkt

existiert, wenn die vorhandene Biegelinie nur den Verlauf

der Eigenform höherer Ordnung aufweist.

Die Herleitung dieses Kriteriums begrUndet sich, wie in

/14/ und in einer weiterführenden Arbeit von Cornelius /15/

angedeutet wird, auf der Voraussetzung kleiner Verformun-

gen, bei denen die lineare Differentialgleichung noch

ihre Gültigkeit hat. Im Folgenden soll das Kriterium von

Klöppel-Lie anhand einiger Beispiele überprüft werden.

Hierzu wird mit den vorgeschlagenen Elementen eine schritt-

weise lineare Rechenmethode verwendet, wobei der Verfor-

mungszustand des vorhergehenden Schrittes in dem Folgen-

den Berücksichtigung findet. Zunächst woll dieses Vorge-

hen anband verschiedener Beispiele erläutert werden.

.

6.1.2 Berechnung groBer Durchbiegungen mit der Finite-Element-

Methode

Die exakte Differentialgleichung eines einfache, geraden

Balkens bei der reinen Biegung lautet

M--
E. I. (6.1 )

Dabei gilt
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Man erhält somit eine nichtlineareDi~~erentialgleichung.
Ublicherweise kann man die nichtlinearen Glieder ver-

nachlässigen. In /6/ wird am Beispiel eines Kragträgers

mit einem am freien Ende angreifenden Moment gezeigt,

welchen Fehler man mit der Vereinfachung macht. Beträgt

zum Beispiel die Durchsenkung w des freien Endes 1/500

der Trägerlänge, so ist der Fehler 0,00013%. Der Fehler

steigt jedoch quadratisch mit w, so daß dieser bei einer

Durchsenkung von 1/5 der Trägerlänge schon a~ 1,33% an-

wächst. Etwa bei diesen Verfomungen kann man die lineare

Differentialgleichung als nicht mehr gültig ansehen.

Am Beispiel von Kragträgern und geschlossenen Rahmen zeigt

Yang in /17/, wie man trotzdem die lineare Differential-

gleichung bzw. en.tsprechendeSteifigkeitsmatrizen bei gros-

sen Verformungen anwenden kann: Wie üblich teilt man das

zu berechnende Sy~tem in mehrere Finite Elemente ein. Dann

bringt man die äußere Last nicht mehr als Ganzes, sondern

in kleinen Lastschritten oder Lastinkrementen auf. Nach

jedem Schritt muß man den Koordinaten der Elemente die Ver-

sChiebungen zuaddieren, was bedeutet, daß man im nächsten

Schritt ein neues System berechnet, das in einem Polygon-

zug genau dem bis dahin erreichten Verformungsverlauf folgt,

im übrigen aber vor dem Aufbringen des nächsten Lastinkre-

mentes kräftefrei ist. Aus dem sonst üblichen Gleichungs-

system nach der Deformationsmethode

(6.5)

mit den Knotenlasten {PK] , der Systemsteifigkeitsmatrix [K]

und den Verformungen {uKJ wird also

(6.6)

,
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". wobei [ K ] . die Steifigkeitsmatrix des Systems ist,
,-,

dessen Koordinaten auf den Verformungszustand des Schrit-

tes (i-1) transformiert wurden. Sind bei den einzelnen

Schri tten i die Verformungen {A UK }
i

klein bezüglich der

Elementlängen, so ist der Fehler, den man mit der linearen

Theorie macht, unbedeutend.

Nun sollen nicht nur quer-, sondern auch axial belastete

Balken berechnet werden. Dabei treten die Axiallasten

im Gleichungssystem nicht nur als äußere Lasten auf der

rechten Seite, sondern ebenfalls in der Steifigkeitsmatrix

[K] auf. Man betrachte hierzu als Beispiel das Balkenele-

ment in Abbildung 6.1 unter der Längskraft H. In der zu-
2

gehörigen Steifigkeitsmatrix (Typ 4 oder Typ 5) ist in a

die Längskraft H enthalten.

Bei dem oben beschriebenen Verfahren, also dem schrittwei-

sen Vergrößern der äußeren Lasten, hängt die Axiallast in

den Elementen von deren Verformung ab. Man denke dabei

nur an den beidseitig fest eingespannten und querbelaste-

ten Balken, in dem sich eine Zugkraft ja überhaupt erst

mit der Verformung einstellt. Die Axiallasten können erst

nach der Lösung des Gleichungssystems bestimmt werden, in-

dem an jedem Element durch Multiplikation der jeweiligen

Knotenverformungen mit der Elementsteifigkeitsmatrix die

Knotenkräfte berechnet werden. ES ergeben sich die inkre-

mentalen Knotenkräftel:::.Px und A Pz des i-ten Schrittes

(Abb. 6.3). Den Winkel oc erhält ~an aus den transformier-

ten Elementkoordinaten, so daß man die Längskraft H in den

einzelnen Elementen mit Hilfe der Gleichung
, .

H ~ A PKA, - 6. P,I(8j
'. ~ A PZA' - 1). PZ8j (6.7),

·
cos«,L J

- + sm oe.L
I

-

I ,2 ,2
J8' J81

bestimmen kann. Die als Druckkraft positive Axiallast Hi
wird also aus einem mittleren Wert der beiden Kräfte an

den Knoten A und B jeweils in x- und z-Richtung gebildet.

Im allgemeinen erfordert zwar das Krättegleichgewicht am
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Element, daS Px und Pz an belden Knoten betragsmAßlg

glelch slnd, jedoch gllt dleses nlcht mehr tUr elastlsch

gebettete Balkenelemente.

Die Axiallast Hl benötigt man nun im;Schrltt (1+1) beim

Aufstellen der Elementsteltlgkeltsmatrlx. Werden jedoch

die äußeren Lasten P mlt diesem Schrltt um 6Pl+1 er-
höht, setzt man jewells elne zu klelne Axlallast Hl eln.

Daher schlägt Yang in /17/ vor, die Verschiebungen und dle

Längskraft fUr den Schritt (1+1) aus den Ergebnlssen der

beiden vorausgegangenen Schrltte zu schätzen.

Der Unterschled der Spannungstheorle 2. Ordnung zur ein-

fachen Theorie besteht darln, daß der Elnfluß von Axlal-

kräften auf die Schnittgrößen beachtet wird, der beson-
"ders bei größeren Axiallasten spUrbai wird. Hier geht man

jedoch noch weiter, denn durch das schrittweise Aufbringen

der Last und die zugehörige Koordinatentranstormation
twerden die Verformungen in jedem Schritt so klein gehal- .

i

ten, daß die lineare Differentialgleichung noch tast exakt

gilt. Das heißt aber, daß die bei großen Verformungen auf-

tretenden Nichtlinearitäten mitberUcksichtigt werden. Da-

her wird im Folgenden diese Berechnungsmethode als Span-

nungstheorie 3. Ordnung bezeichnet.

Abb. 6.4 zeigt ein Testbeispiel /18/. Man erkennt deutlich,

daß mit kleiner werdenden Schritten die FE-Lösung sich an

die geschlossene Lösung auf der Basis der exakten Diffe-

rentialgleichung 6.3 annähert. Die Wahl der Schrittwerte

muß besonders sorgfältig geschehen, wenn Längskräfte zu

berücksichtigen sind. Abb. 6.5 zeigt einen einfachen Trä-

ger mit Einzellast. In Höhe der Eulerlast gehen bei der

Berechnung nach der Spannungstheorie 2. Ordnung die Ver-

formungen gegen 00 , was nicht sehr realistisch ist. Wählt

man nun bei Verwendung der Spannungstheorie 3. Ordnung

eine zu große Schrittweite, dann approximiert man ober-

halb der Eulerlas't mit erheblichen Fehlern. Diese höhere

('



- 44 -

Theorie gibt bei sorgfältiger Anwendung das wirkliche

Tragwerksverhalten im Bereich der Eulerlast wesentlich

besser wieder. Bei allen durchgeführten Berechnungen

ergaben sich gerade Wendepunkte der Kraft-Verformungs-

kurve in Höhe der Eulerlasten.

Wieweit das theoretisch zwingend ist, konnte nicht nach-

gewiesen werden, wäre aber sicher einer g~naueren Unter-

suchung wert. Der Unterschied zwischen der Theorie 2.

Ordnung und 3. Ordnung läßt sich besonders anhand des

bereits angedeuteten Kriteriums von Klöppel/Lie erläutern.

Abb. 6.6 zeigt den Träger auf 2 Stützen mit 2 antimetri-

schen Einzelkräften.

Bei Erreichen der Eulerschen Knicklast, schlägt die Beul-

form durch und es verbleibt eine symmetrische Beulfigur.

Man erkennt deutlich, daß man in Unkenntnis des Klöppel/

Lie-Kriteriums leicht diesen Verzweigungspunkt überse-

hen kann, denn bei zu großer Schrittweise erfaßt man die-

ses Durchschlagen nicht. Eine weitere Laststeigerung

fUhrt dann zu dem bekannten Verformungsbild, im Bereich

der vierfachen Eulerlast gehen bei der Spannungstheorie

2. Ordnung und bei der Theorie 3~ Ordnung die Verformun-

gen monoton gegen 00 und ein Wendepunkt entsteht.

Man könnte sich nun bei diesem Sachverhalt verleiten las-

sen, oberhalb der Eulerlast zu dimensionieren. In der Re-

alität sind beide Kräfte meist nicht ganz gleich, es er-

gibt sich dann bei sehr kleinen Unterschieden schon kein

Verzweigungspunkt mehr wie Abb. 6.7 zeigt, denn in der

Durchbiegungsform sind symmetrische und antimetrische An-

teile vorhanden; es liegt somit ein Spannungsproblem vor.

Es ist also unbedingt unterhalb der Eulerlast zu dimensio-

nieren. Die Kraft-Verformungskurven zeigen wieder im

Bereich der Eulerlast die typischen Unterschiede. Daß

die hier vorgestellte Theorie 3. Ordnung außerordentlich

leistungsfähig ist, zeigt Abb. 6.8. Bei diesem extrem

geometrisch nicht linearen Problem ist diese Theorie noch

gültig.
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Ein mehr achittbauliches Beispiel stellt die Stabili-

tätsuntersuchung des Außenhautbodens in Querspantenbau-

weise dar. Der Wasserdruck versucht, jedes Feld durchzu-

biegen, so daß man geneigt ist, das Problem als reines

Spannungsproblem anzusehen, wobei man jeweils eine fe-

ste Einspannung an den Bodenwrangen annehmen könnte.

Untersucht man den 2-Feldträger, Abb. 6.9, so erkennt

man, daß es sich aber um ein Verzweigungsproblem handelt.

Nach der Theorie 2. Ordnung erfolgt ein Durchschlagen

bei der ersten Eulerlast. Auch hier gilt, wenn man zu

große Schritte macht, daß man diese Tatsache übersehen

könnte und ein viel zu gUnstigeres Tragverhalten ermittelt.

I

!

Bei Dreifeld-Träger, Abb. 6.10, erhält man keinen Ver-

zweigungspunkt, denn in der Beulform,sind auch Anteile

einer Durchbiegungstorm vorhanden, die sich der durch

eine Streckenlast verursachten Durchbiegungsform glei-

chen. Das heißt, bei gerader Anzahl von Feldern erhält

man einen Verzweigungspunkt nach Klöppel/Lie, bei un-

gerader Feldanzahl handelt es sich um ein Stabilitäts-

problem.

I

In Wirklichkeit sind die Lasten aber nicht auf allen

Feldern exakt gleich. Abb. 6.11 zeigt den Kratt-Verfor-

mungsverlauf bei geringfügig unterschiedlicher Last.

Man erhält in Übereinstimmung mit dem Kriterium von

Klöppel/Lie keinen Verzweigungspunkt.

Man kann daraus schließen, daß die Felder der Außenhaut

nicht als Stabilitätsproblem behandelt werden dürfen,

sondern als Spannungsproblem. Schwierig wird die Berück-

sichtigung der durch Schrumpfung der Kehlnähte an den

Bodenwrangen verursachten Vorverformungen (hungry horse).

Sind solche Verformungen relativ groß, dann ist ein

Durchschlagen nicht zu erwarten. Man könnte dann die Di-

mensionierung für einen an den beiden Rändern angespann-

ten Plattenstreifen mit Vorverformung durchführen.

t
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Es ist denkbar, daß eine solche Betrachtungsweise zu we-

sentlich günstigeren Dimensionierungen führen kann. Da

diese Vorverformungen im allgemeinen unbekannt sind,

empfiehlt der Autor die Untersuchung des Außenhautbodens

unter Berücksichtigung einer Teilrandeinspannung als Span-

nungsproblem 2. Ordnung. Die gelegentlich beobachteten

Wechsel zwischen tiefen und weniger tiefen Beulen lassen

sich an Hand Abb. 6.11 phänomenologisch erklären. Die

Beulen sind vor allen Dingen durch große Querbelastung

gleichmäßig in jedem Feld entstanden. Durch geringe Last-

unterschiede und der wirkenden Längsfestigkeitsbelastung

sind diese Beulen in einem Feld verstärkt, im anderen

verringert worden. Die Beulen selbst waren schon so tief,

daß ein Durchschlagen der flachen Beulen nicht erfolgen

konnte. Es entsteht eine Beulform wie in Abb. 6.10

(p - 2409 kp ~ 1404 kp/cm2 Längsfestigkeitsspannung) dar-
gestellt.

Ähnliche Untersuchungen lassen sich an der Platte mit

groBem Seitenverhältn1s (Längsspantenkonstruktion) durch-

fUhren.

6.2 Nichtkonservatives Knicken

Die übliche Annahme, daß sich die Richtungen der Längskräf-

te während der Verformung nicht ändern, ist tür eine Reihe

von praktischen Beispielen nicht ausreichend, vielmehr ist

gelegentlich eine von der Verformung abhängige Längskraft

zu berUcksichtigen. Solche Kräfte werden als'nichtkonser-

vativ bezeichnet, wenn ihre Arbeit, das Linienintegral

fp. ds , integrationswegabhängig ist. FUr sie läßt sich

dann kein Potential angeben. Bekannte Beispiele sind hydro-

dynamische und aerodynamische Kräfte oder nichtrichtungs-

treue, also "mitgehende", z.B. tangententreue Kräfte /19/.

So läßt sich die Stabilität bzw. das Kippen der Randgurte

von Flächenträgern (Abb. 6.12 a), wie sie in großen Tankern
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zu finden sind, als nichtkonservatives Problem behandeln,

denn die bei Biegung des Trägers in den Gurt eingeleite-

te Druckkraft in Form von Schubkräften T aus dem steg

(Abb. 6.12 b) ist nicht richtungstreu, sondern wirkt bei

seitlicher Auslenkung w (Kippen) tangential zur verform-

ten Achse (Abb. 6.12 c).

Im Folgenden wird gezeigt, daß man die Stabilität von Sy-

stemen unter nichtkonservativer Belastung mit Hilfe der

analytischen Elemente recht einfach behandeln kann. Es wer-
.

den beliebig gelagerte und gebettete Durchlauf träger, die

durch richtungstreue oder tangententreue Längskräfte be-

lastet werden, betrachtet.

Die Differentialgleichung eines massebehafteten Balkens

auf elastischer Bettung K und unter Längskraft H, Abb.6.13,

lautet

IV 11 ..

0E.I.w + H'w + K'W+'p'W =

Die Durchsenkung w ist dabei von x und der Zeit tabhängig,

ung zur Lösung der Differentialgleichung macht man den

Produktansatz

(6.8)

iwt
w(x,t) - w()(). e (6.9)

Zu betrachten ist nun die Stabilität des Systems. Aus dem

Ansatz läßt sich ersehen, daß das System genau dann in-

stabil wird, also w mit der Zeit t anwächst, wenn w kom-

plex ist. Die Eigenkreisfrequenz w wird komplex, wenn

1. w 2 negativ und reell ist

2. w 2 konjugiert komplex ist.

2
Ist w negativ und reell, verhält sich das System gemäß

Gl. 6.9 auf eine kleine Störung w(x)hin monoton instabil.

Man spricht von sogenannter "Statischer Instabilität"

Abb. 6.14).
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2
Die zweite Möglichkeit der Instabilität ist die, wenn W

konjugiert komplex wird. Dann reagiert das System auf

eine kleine Störung w(x) mit anwachsender, oszillieren-

der Bewegung. Solches sog. Flattern läßt sich mit Hilfe

der von Ziegler definierten "dynamischen Instabilität"

berechnen. FUhrt man die Eigenfrequenzanalyse unter Be-

rUcksichtigung der nach Art und Größe variierten Längs-

Kräfte durch, so wird der prinzipielle Unterschied die-

ser Stabilitätsarten deutlicher. Abb. 6.15 zeigt den

klassischen Beck'schen Knickstab. Bleibt die Längskraft

richtungstreu, dann erhält man Kurven jeweils mit Schnitt-

punkten bei~2 = O. Diese Schnittpunkte mit der P-Achse

stellen die Instabilitätsgrenzen dar. Das bedeutet,

daß man das auf Euler zurUckzufUhrende"statische Stabili-

tätskriterium" (Auffinden des Belastungszustandes, bei

dem bliebig viele Gleichgewichtslagen möglich sind) anwen-

den kann. Das in vielen Fällen einfachere "energetische

Stabilitätskriterim" (Methode vom Minimum der potentiel-

len Energie) fUhrt zu den gleichen Ergebnissen.

Läßt man:dagegen die äußere Kraft P immer tangententreu

wirken, dann brauchen keine Schnittpunkte mit der Lastach-

se zu existieren. Bei kleinen Kräften P existieren zwei

positive w2. Oberhalb des Scheitels der Eigenwertkurve

existieren nur noch konjugiert komplexe ~2. Das System

verliert seine Stabilität.

Für diesen Fall muß das "kinetische Stabilitätskriterium

herangezogen werden. D.h. man fUhrt eine zweiparametrige

Eigenwert-Analyse durch, wobei man je nach Verlauf der

Eigenwertkurven entweder bei vorgegebener Längskraft
2die Eigenfrequenzen sucht (w -Suche) oder bei vorgegebe-

ner Eigenfrequenz die kritische Längskraft bestimmt (P-

Suche). Der Scheitel dieser Eigenwertkurve gibt dann die

kritische Knicklast an. Beim Beck'schen Stab ist diese

wesentlic.hgrößer als bei richtungstreuer Belastung, was

im allg. leider nicht gesichert ist.
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Um verteilte Lasten berUcksichtigen zu können, muS man

diese in Knotenlasten nach dem bekannten Vorgehen um-
rechnen. Diese Knotenlasten haben eine vom Neigungswin-

kel lf abhängige Komponente, so daS noch eine nichtkon-

servative geometrische Steifigkeitsmatrix berUcksich-

tigt werden muS (Abb. 6.16, Gl. 6.10).

Es entsteht also eine unsymmetrische Gesamtsteifigkeit,

was wie Barsoum /9 / bemerkt, der Nichtselbstadjungiert-

heit der Differentialgleichung eines nichtkonservativen

Systems entspricht.

In Abb. 6.17 ist ein Kragträger mit veränderlicher Längs-

kraft dargestellt. Die Konvergenz-Untersuchung zeigt, daS
I

..

.

.

:

...
man schon bei Verwendung von 10 Elementen praktisch kei-

~
ne Erhöhung der Genauigkeit erzielt. Dieses Ergebnis weicht

von den von Hauger /42/ gefundenen Ergebnissen etwas ab.

Sieht man ein Auflager am Ende des Kragträgers vor, so er-

hält man einen Schnittpunkt der Eigenwertkurve mit der

P-Achse,Abb. 6.18.

Ein solches Problem läSt sich also auch bei nichtkonser-

vativer Belastung mit Hilfe des statischen Stabilitäts-

kriteriums berechnen. Auch hier erscheint es, daß die

FE-Lösung etwas genauere Ergebnisse liefert, als die Näh-

rungslösung von Hauger. Das Beispiel läßt sich verallge-

meinern, wenn man statt des festen Auflagers eine Feder

vorsieht, Abb. 6.19 und Abb. 6.20. Je nach Größe der Fe-

der ist das statische oder dYnamische Stabilitätskriterium

anzuwenden.

,.
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Wie schon angedeutet, kommen besonders Druckgurte von

hochstegigen und seitlich nur wenig abgestützten Trägern

für Untersuchungen des nichtkonservativen Knickens in-

frage. Im Bauingenieurswesen werden solche Untersuchun-

gen an den Druckgurten von Trogbrücken durchgeführt. Die-

se Trogbrückensituation kann besonders im Tankerbau auf-

treten, wenn man die Bodenwrangen nicht ausreichend durch

Längsträger seitlich abstützt (Abb. 6.21). In Abb. 6.22

bis 6.24 sind sowohl für den Fall der richtungstreuen

Belastung als auch für tangententreue Belastung die Ei-

genwertkurven dargestellt. Die Längskraftverteilung ist

so gewählt, daß diese auf halber Länge des Gurtes gerade

verschwindet. Die Abmessungen des Beispiels sind etwas

unglücklich gewählt, so daß die kritischen Beullasten

weit über der Fließlast des Schiffbaustahls liegen.

Trotzdem kann man deutlich erkennen, daß der Charakter

der Eigenwertkurven ganz wesentlich von der Wahl der Rand-

bedingungen abhängt. Das heißt, eine ausreichende seit-

liche Abstützung der Gurte an den Trägerenden ist sehr

wichtig. Man erkennt auch deutlich, daß je nach Größe

der Längskräfte sehr unterschiedliche Schwingungsformen

auftreten können. Das heißt bei Eigenfrequenzuntersuchun-

gen sind die in der Konstruktion vorhandenen Längskräfte

von großem Einfluß. Diese Aussage gilt ganz allgemein

auch fUr Platten und Roste.

Weiter kann man in Abb. 6.23 sehen, daß die kritische

Knicklast bei nichtkonservativerBelastung kleiner ist
.

als bei konservativer Belastung. Die derzeitigen Konstruk-

tionen geben meist keinen Anlaß zu ausführlichen Stabil1-

tätsuntersuchungen. ~odenkonstruktionen ohne oder mit

sehr wenigen Längsträgern sollten dagegen sehr sorgfäl-

tig stabilitätstheoretisch untersucht werden. Mit Ein-

schränkungen gilt!dies auch für die Gurte von ankerlosen

Rahmen.
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Schiffbauliche Scheibenprobleme

Im modernen Massengutschiffbau verwendet man in überwie-

gendem Maße Konstruktionen mit sogenannten Wingtanks,

Abb. 6.25. Um nun zu prUfen, ob die Tankschrägen voll

mittragen, also im Sinne der Balkentheorie voll zu be-

rücksichtigen sind, wurde ein Modell (Abb. 6.26) angefer-

tigt /20/ und gemessen. Abb. 6.26 zeigt das Rechenmodell

und Abb. 6.27 bis 6.29 die Ergeb~isse. Man erkennt deut-

lich die enormen Einsparungen gegenüber einem üblichen

Rechenmodell der FE-Methode.

Um solche Systeme zu optimieren, sind die vorgeschlagenen

Elemente der einzig wirtschaftliche Weg. Die Untersu-

chung zeigt, daß solche Tankschrägen'i als voll mittragend

anzusehen sind. Dabei sind die Schubspannungen nach
..

St. Vernant zu berUcksichtigen. .!

Die vorgeschlagenen Scheibenelemente sind auch fUr Berech-

nungen von Faltschotten geeignet. In.Abb. 6.30 bis 6.32
'.

ist die Spannungsverteilung (mittragende Breite) fUr einen

parallel zu den Falten verlaufenden Träger berechnet wor-

den. Bei dieser nur bei Sonderkonstruktionen anzutr~en-

den Bauart stand die Frage im Vordergrund, ob es von Be-

deutung ist, den Träger in oder auf einer Falte anzuord-

nen. Man erkennt, daß beide Konstruktionen zu praktisch

gleichem Tragwerksverhalten fUhren. Die mittragende Brei-

te ist wesentlich geringer als für einen ebenen Gurt in

Ansatz zu bringen ist und außerdem praktisch von L/B-Ver-

hältnissen unabhängig. Man liegt auf der sicheren Seite,

wenn man nur den ebenen Gurtanteil voll berücksichtigt.

I
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6.4 Berechnungen mit Volumenelementen

Spannungsverteilung in "au! Schmiege" angeschweißten
Profilen

In der schiffbaulichen Praxis werden häufig die plat-

tenaussteifenden Profile "auf Schmiege", das heißt,

nicht rechtwinklig zur angrenzenden Platte angebracht,

Abb. 6.33. Während bei Querspantenschiffen für solche

Konstruktion besonders Vor- und Hinterschiffsspanten

infrage kommen, sind es z.B. bei ausfallenden Seiten

die horizontal angeordneten Längsspanten (Abb. 6.34).

Aus der Tradition der genieteten Spanten stammt die

Auffassung, nach Möglichkeit sog. Außenschmiegen zu

verwenden, was bei Querspantenschiffen auch heute noch

eingehalten wird. Bei Längsspanten sind aus betrieb-

lichen GrUnden (Reinigung etc.) Innenschmiegen kaum

zu vermeiden. Während im ersteren Fall überwiegend

Hollandprofile verwendet werden, werden im zweiten

Fall heute gerne winkelartige Profile verwendet

(Abb. 6.34). Die vorgeschlagenen Volumenelemente sind

nun vorzüglich geeignet, eine ausführliche Spannungs-

analyse durchzuführen. Die Belastung,z.B. Wasserdruck,

kann man bequem und wirklichkeitsnah aufbringen. Ei-

ne Trennung zwischen Scheibenspannungen und Platten-

biegespannungen ist nicht notwendig. Man erfaßt bei-

de gleichzeitig. Rein 6rtliche EinflUsse, z.B. der

Schweißnaht, lassen sich leicht erfassen.

Während bei kurzen Trägern die Biegespannungen aus

der Plattenbiegung überwiegen (Abb. 6.35), erhält man

bei langen Trägern eine Ube~iegende Scheibenspan-

nung in der angrenzenden Beplattung. Ein solches Re-

chenmodell ist geeignet, Opt1mierungsrechnungen zum

Zwecke der günstigsten Materialausnutzung durchzu-

fUhren. Man kann sich z.B. zum Ziel machen, die Geome-

trie des Trägers so zu bestimmen, daß sowohl am freien
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Gurt als auch in der Beplattung gleich große Span-

nungen herrschen. Abb. 6.35 bis Abb. 6.37 zeigt eine

Anzahl von untersuchten Trägern.

In Abb. 6.39 sind für eine einfache Sinuslast entlang

der Trägerlänge die Durchbiegungen und seitlichen Aus-

weichbewegungen eines Winkelprofiles dargestellt. Man

erkennt, daß bei einer Außenschmiege peachtliche Er-

höhungen der Steifigkeiten zu erzielen sind. Innen-

schmiegen dagegen verursachen ein schnelles Absinken

der Steifigkeit. Konstruktiv bedeutet dieses, daß man

bei Innenschmiegen ein wesentlich größeres Profil be-

nötigt, als bei winklig aufgeschweißten Winkeln. Beim

Durchbiegen weicht das Profil meist nach der dem

Flansch entgegengesetzten Richtung aus. Das führt da-

zu, daß dieses Ausweichen der Innenschmiegen wesent-

lich kleiner ist, als bei Außenschmiegen. Man kann

also vermuten, daß eine mäßige Innenschmiege die Nei-

gung zum Kippen nicht unterstutzt.

Es handelt SiTh bei einem Kippen solcher Profile streng

genommen nicht um ein Stabilitätsproblem, sondern um

ein Spannungsproblem. Eine Erweiterung der vorgeschla-

genen Methode auf solche nichtlinearen Probleme er-

scheint sehr vielversprechend. Es ist bekannt, daß es

in den Flanschen von Winkelprofilen zu Spannungsabfäl-

len kommt. In Abb. 6.38 sind die mittragenden Breiten

des freien Flansches in Abhängigkeit des Längen-Brei-

ten-Verhältnisses aufgetragen.Kurvenparameterist der

Schmiegenwinkel ~ . Man erkennt, daß Außenschmiegen

zu wesentlich günstigeren mittragenden Breiten führen,

als Innenschmiegen. Als Bezugsspannung ist die Span-

nung an der Mallkante des Profils gewählt worden. Der

Fall ohne Schmiege (oe.· 0 ) ist von Sandorff /21/ mit
Hilfe der Airy'schen Differentialgleichung ge16st wor-

den. Dabei geht der Autor davon aus, daß der freie

Flansch gewissermaßen elastisch an den Steg bzw. die

Beplattung gebettet ist. Es wird daher in /21/ ein

, .

I
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Diagramm für die mittragende Breite solcher Flansche

in Abhängigkeit eines Kurvenparameters

bF

c5tFE

bF - Flanschbreite

eS = 1/k Bettungsziffer
tF ,. Flanschdicke

E = Elastizitätsmodul

angegeben.

Die Bettungsziffer 6 setzt

Kragträgerflexibili tät 01

(6.11)

sich zusammen aus der

b ·1

2
1- v

E

3
4 ( ~: )

und der durch die Verdrehung des Profiles an der Plat-

te hervorgerufenen Durchbiegung Oz
bp

-~

~
Die Gesamtbettungsziffer ergibt sich mit

b -oc.h ·2 oS

z
t - v
E

ö · b1
...

Öz

Sandorff führt dabei aus, daß diese Bettungsziffer

nur überschlägig gilt. Insbesondere fUr Ö2 werden aus

Versuchen Abweichungen größeren Ausmaßes festgestellt.

Es fällt außerdem auf, daß die Bettungsziffer nicht

von der Länge abhängt. In Abb. 6.40 sind daher die von

Sandorff und die mit FE berechneten Bettungsziffern

aufgetragen.

Man erkennt, daß die Drehbettungsziffer (2. Term in den

Formeln Abb. 6.40), wie auch Sandorff angibt, je nach
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Randbedingung schwankt. Meßergebnisse von Sandorff

zeigen ein erhebliches Abweichen in Richtung klei-

nerer Bettungsziffern (0,2 < c < 1 schraffierter Be-

reich Abb. 6.40). Die FE-Rechnung zeigt eine starke

Abhängigkeit der Bettungsziffer von L . Die Annah-

men nach Sandorff stellen also eine Abschätzung in

Richtung einer geringeren mittragenden Breite dar. In

Abb. 6.41 sind fUr verschiedene Annahmen die Lösun-

gen gegenUbergestellt. Man erkennt, daß man mit Hil-

fe einer genauer (aus FE-Rechnung) bestimmten Bet-

tungsziffer die Scheibenlösung und die FE-Lösung in

leidliche Ubereinstimmung bringen kann.

Die Volumenelemente lassen sich auch zur Berechnung

von dickwandigen Rohren oder Zylinderschalen verwenden.

Zur Demonstration sei die Berechnung der Spannungen

eines Rohres mit Linienlast gezeigt Abb. 6.42 bis

Abb. 6.45. Die Erzeugung der Daten läßt sich bei so

regelmäßiger Geometrie automatisch generieren. Es

muß nochmals darauf hingewiesen werden, daß es prak-

tisch erst durch halbanalytische Elemente ermöglicht

wird, solche Bauteile einer wirtschaftlichen Berech-

nung zugängig zu machen.

6.5 Optimierungsmodell einer Bodenkonstruktion eines VLCC

Um die Anwendung der propagierten Elemente auf Opti-

mierungsaufgaben zu demonstrieren, soll ein Finites

Rechenmodell der in Abb. 6.46 dargestellten Bodenkon-

struktion beschrieben werden. Die gezeigte Konstruk-

tion besteht aus einem nur durch Bodenwrangen ausge-

steiften Rost. Die Längsträger, die auf grund ihrer

Länge nur wenig tragen, sind fertigungstechnisch un-

erwünscht. Da die Bodenwrangen seitlich nicht abge-

stutzt sind, muß man die Gurte sorgfältig berechnen,

um ein Stabilitätsversagen zu verhindern. Die Boden-

wrangen sind sehr unsymmetrische Träger, d.h. die Bie-

gespannung im Gurt ist wesentlich höher als im Boden.

.
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Man kann sich nun die Optimierungsaufgabestellen, wie
die günstigsten Trägerproportionen aussehen müssen.

Durch einen starken Gurt verschiebt man die neutrale

Achse der Bodenwrangen nach oben, so daß im Boden eine

gr~ßere Spannung und im Gurt eine geringere Spannung

entsteht. Die günstigsten Bedingungen hat man geschaf-

fen, wenn die zusammengesetzte Spannung im Boden

Längsfestigkeitsspannung und ~rtliche Biegung gleich

der Gurtspannung ist und gerade die zulässige Spannung

erreicht. Den Boden ersetzt man durch ein Scheiben-

und Flattenelement, wobei die Längsbänder orthotrop

verschmiert werden.

Die Bodenwrangen werden durch Scheibenelemente

(SCHEI 3) und der Gurt durch ein SCHEI 2-Element ide-

alisiert, denn aufgrund der Symmetrie des Gurtes kann

man den Verschiebungs-Freiheitsgrad in x-Richtung un-

terdrücken (Eigenbiegung des Gurtes vernachlässigt).

Im Prinzip kommt man also mit 8 bis 10 Freiheitsgra-

den pro Bodenwrange aus. Das gesamte Rechenmodell

kann man also mit etwa 30 bis 50 Freiheitsgraden model-

lieren. Solche Gleichungssysteme lassen sich heute

außerordentlich schnell l~sen und sind damit geeig-

net für Optimierungszwecke.

Ein solches Rechenmodell wird manin seiner Güte über-

prüfen k~nnen, wenn man Berechnungen mit komfortable-

ren Finiten Rechenmodellen vergleicht. Solche Verglei-

che zeigen gelegentlich, daß man unter Verwendung

plausibler Annahmen mit sehr einfachen Rechenmodellen

auskommen kann, Abb. 4.47 bis Abb. 4.49 zeigen eine

Doppelbodenberechnung mit den drei vorgeschlagenen

Scheibenelementen. Interessant sind die Rechenzeiten.

Die Berechnung für den ganzen Boden beträgt weniger

als 60 sec auf der TR 440 der Universität Hamburg.

Die Programmierung dieses Beispiels erfolgte nicht un-

ter dem Gesichtspunkt einer extrem zeitgUnstigen Dar-

stellung, so daß bei Ausnutzung aller zeiteinsparenden



Möglichkeiten diese

nung gesenkt werden

rechnungen geeignet
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Rechenzeit noch um eine GröSenord-

kann und somit fUr Optimierungs-

ist.
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Abb. 6.29 Druckspannungen in der Außenhaut
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Abb. 6.33

Spantanordnung im Vorschiff und.

FE - RechenmodeU.
.



Abb. 6. 34

tän95spantQnordnun9 und FE-Rechenmode II
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ANHANG 1

Analytische Übertragungs- und
Steifig keitsmatrizen für BQlken
Platten
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ANHANG 2

LastspCtlten und Lastmatrizen
flÄr cmal~tische CtbertrQ,gun9s-
und Steifigkeitsmatrizen ftÄr
Balken LAnd PlQtten



Mo.triz.en tz1 und (B] 'Zur Be.sti mmung der ä.quiva.len~tn

Knotenl~sten tPK! für e.ine kon~la.nle. Fe.ldlo.st q :
T

t PK 1 · q. [ B
]-1 . tI 1

Typ 0:

L

--,- -,- - --:--
1 I 0 I 0 I- 0_!-_-L__L__
o I 1

I 0 I 0

[B)= - - t- - -!- - - ~ --
1

I l I II I

l3

-,--1--,--
o

I

1
!

2. .L
I

3.ll
----------

.ll}:

l1.-
2.

~
3
Lit-
It

Ty p 1:

{zl=

t,. .sinh?.,

1. ((O~hA~ -1)
Ä.,

l . ~

~~ Sln 1\1

_1. (tosA -1)
Äl 1.

-~-1--;-T-~-'--~-

- - - - ~ - - - -1 - - - - 1- - - ~-
o

I
1t

I 0 I
Az

[B]: - - -,-- -- r- --+ - -1___
to~h Ai

I

.sin h At
I

tos Ä..,
I sin At.

1------

t'..sinh I\.t I ~".t05 h AI
:

- f~in 1\.2 I
- ~'.t05 A2

_ _ _ --L __ _ , _ ___



Typ 2 : .i. sinn cd.oe.

.1.. (co~h od.-1)
{ZJe

«

- ~i($inh cxl-cd'CO$hcx.l)

-~'(co~hod.-cxl'~inhod -1)

[B] ~

--T- -- - - ---,----
1 I 0 I 0 I 0

- - - - f- - - - - J - - - - -,-- - - --
_ _0_ ~ 1- _ t1- _ _:_ _ ! _ _ 1 _ _

.~.
_ _ _

tosh cxl I sinhetl I l'sinhcd I l-to~hcxl
- - -- ..L- - - - -t - - - - --i- - - - - -
CIC.-$in h a1.

:

0(; (.Os h cd
!

a1..cash a1.+~inhal.i cd..sinh rd.-tc.o~hw.
------- -----------

Typ 3:. 1 '_1
;:. s\n ~

- ~.((o5cxl-1)

~i (~inoU.- cd.c.osoo.)

! .(to5~+cx.l.sinal-1)
(/.,'1

.{Z}.

-
~

- -,- -
;

-
l - -

0
- -,- - - ; -

- - - - t- -'- -- 1-- - - -1- - ----
o I cx.

I 0
I

-1

[B] = - - - - - t - - - - -1- - - - - - - - --
. (05 ocl

I sir) cxl
I

l. sin ocL I l. (.Os cxl.

---T T t-----
-(X.,sinro. ..

I
a,.(.o~cd,

I
cx.l'c.oscd.+sin~ l-cxl.~incd+(,OscJ.._ _ ___ - .- - _ L-_ _ _ _ _ _ __ _

. .



Typ lt: l

l1
2"

l .-' Sin Q.
a.

- 1.. (tos 0. - ~ )
<L

- - - - - 1- - - - - - I - - - - - r - - - - -

1
1 0 I 1 I 0

--- - --1- ,- - -- - -1 ---
o I 1

I
0 I .Q.

[B] ~ - - - - - - t- - - - - - 1_ - - - - - L - - ~ - --
I

I I .
1 l I (OS Q. I S in a.

=-L I r- ------

O
I

1
I 0.. 0.

I I -l'~lna.
:

l' c.osa.
- - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - - --

Typ 5: l

l'1
2

1. .s inh Q.
0.*

~*. (c.o~h 0.*-1 )

[B]~

- - - - I - - - - - -I - - - - - -I - - - - - -

1 I O. I 1 I 0
- - - - - - - - - - - - -L - - - - - - -t - - -.- - - -

o I

1
I

0 I ~
I I

. L
- - - - - - - - - - - - - - - - - -1- - - - - ---

I I .
1 I . l I COSh a.· I Sin ha.*'

- - - - - - - - - - - - --1- - - - - _1- - - - - - -

o I
1 I 9:.*'sinha.* I Q.'cosho.*

I I L I L
- - - - - :--- - - - __ - - - - - _I _ _ _ _



Typ 6:

{Z} =

.!. .sinh ÄÄ, '

t (tosh1..,-1)

t~ ~in h Al.

t( tosh "1-1)

1-- - -\--- - --, - -:--
1 .1 0.1 1 1.0- - 0- -,- -1-'- - r -

~ -l - -
.ßl

--

(B)- - - - J. - - ~ - -i-- - - _l_ - ~--
tosh AI

.
I sinh Ä,

I
tOsh Al

:
sinh Al

~ r t----
~.Sinht..1

!

t.(O$hAI
:

~l.~inhAl I ~l.(OshÄ.t

- - - -- - - - - - - - - - - - - --

- - -l - - - - -1 - - - - -1- - - -
1 0

J 1
1

0
1 -- - - -- ---

o I ~t I 0 I Al

[B]= -- - -t - -~.- -L - - - -1- - L --
tOs Ä.

I

5 in'" t 1 CO!» A 2.
I si n A

z.

- - - - - ~ - - - - -1- - - - - --j- - - - ----
At. '1 I 'A. ~

I
Ät. '\

'" 1. ~- L' 51n f\t I T.tos "'t -T' 5tn (\.1 I T .(OS ~'l.
, ! '-- ---

Typ 7:

tZ}=

.'
-



~c< ~I....) ~I....)1
.J:;~.,. I ..t:=

S - c
...

"~
~.- -

c<
~on ~.t=

C
C ~\I')

"-.- th 8
4J) '('4 '"

c<i....)
c< S

.....

~.~ . '"
+ eh c<1......

0

~i-'
~- ..I'

co<
I «I......

..t= +
..

C - ~I
,<. .J; -

"- L
c<

J)
.,.

.J) 0 L
.... 0 ~c

c<
v ;.t

.-
on ..... '"

0 f'~

....
c: t<.
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ANHANG 5

Element kQtatog
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