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Es ist mit der diblen Laune vollig wie mit der Trdgheit,
denn es ist eine Art von Tragheit. Unsere Natur hingt
sehr dahin und, wenn wir nur einmal die Kraft haben,
uns zu ermannen, geht uns die Arbeit frisch von der Hand,

und wir finden in der Tdtigkeit ein wahres Vergniigen.

(J.W. v. Goethe : Werther, Am 1. Julius)






Einleitung

Fiir die Strukturanalyse der sogenannten 'Klassischen Gruppen’ [mit diesen sind hier allgemeine
lineare Gruppen und orthogonale, symplektische oder unitdre Gruppen beziiglich regulédrer sym-
plektischer, symmetrischer oder hermitescher Formen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
iiber einem kommutativen Korper gemeint] hat es sich bewihrt, Erzeugendensysteme mit beson-
deren Eigenschaften zu studieren. Dies findet in exemplarischer Weise in dem bekannten Werk 'La
géométrie des groupes classiques’ von J. Dieudonné [22] seine Bestitigung.

Was aber sind ausgezeichnete Erzeugendensysteme? Sicherlich bilden die einfachen Elemente einer
klassischen Gruppe ein solches. Dies sind Abbildungen, die eine Hyperebene festlassen, oder anders
formuliert: Abbildungen, die auf dem projektiven Raum eine Axial-Kollineation induzieren. Dabei
unterscheidet man zwischen Transvektionen - das Zentrum der induzierten Abbildung liegt auf der
Achse - und Dilatationen. Falls die betrachtete klassische Gruppe sowohl Transvektionen als auch
Dilatationen enthélt, werden diese beiden Erzeugendensysteme gewohnlich getrennt untersucht.

Klassische Resultate lauten:

(1) Alle einfachen Elemente einer symplektischen Gruppe sind Transvektionen, und diese erzeu-

gen die ganze Gruppe.

(2) Alle einfachen Elemente orthogonaler Gruppen sind Symmetrien [involutorische einfache Ab-
bildungen]. Hat der Grundkérper eine Charakteristik # 2, so sind die Symmetrien Dilatatio-
nen und andernfalls Transvektionen. Jede orthogonale Gruppe mit der einzigen Ausnahme

O™ (4,2) wird von ihren einfachen Elementen erzeugt.

(3) Dilatationen in unitdren Gruppen werden Quasi-Symmetrien genannt. Bis auf U(2,2) wird

jede unitdre Gruppe von Quasi-Symmetrien erzeugt.

Weiterhin ist man an Erzeugendensystemen interessiert, deren Elemente keiner Einschrankung hin-
sichtlich der Dimension ihres Fix-Raumes unterliegen. Weil diese Produkte der unter (1) bis (3)
aufgefiihrten einfachen Elemente sind [mit den angegebenen Ausnahmen], liegt es nahe, moglichst
‘elementare’ Produkte zu betrachten. Es bieten sich diejenigen an, die aus paarweise kommutie-
renden Faktoren bestehen. In orthogonalen Gruppen iiber Kérpern mit Charakteristik # 2 erhilt
man auf diese Weise alle Involutionen. In unitidren Gruppen werden diese Abbildungen E.W. Ellers
[28] folgend Quasi-Involutionen genannt.

Wie iiblich, geht die Analyse stets mit der Kennzeichnung einher, so dafl der Wunsch besteht eine

klassische Gruppe iiber die Eigenschaften eines Erzeugendensystems axiomatisch zu charaktrisie-
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ren. In dem Buch von F. Bachmann [2] iiber den ’Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff’

heif3t es hierzu:

Eine Losung des Charakterisierungsproblems wird erleichert, wenn zuvor das Langen-
problem und das Relationenproblem gelost werden. Das Léngenproblem ist die
Frage nach der Minimalzahl von Erzeugenden, die zur Darstellung eines bestimmten
Gruppenelements notwendig sind. Das Relationenproblem ist die Frage nach einer Men-
ge moglichst kurzer Relationen zwischen Erzeugenden mit der Eigenschaft, dafl jede

Relation zwischen Erzeugenden Folgerelation von Relationen dieser Menge ist.

Es sind die grundlegenden Arbeiten von E. Cartan [15], P. Scherk [65], J. Dieudonné [21] und
D. Callan [13], in denen die Lingenprobleme beziiglich der unter (1) bis (3) angegebenen FEr-
zeugendensysteme gelost werden. Das Involutionen-Léngenproblem in orthogonalen Gruppen und
symplektischen Gruppen iiber Koérpern der Charakteristik 2 wird in den Arbeiten von M.J. Wo-
nenburger [79], D.Z. Djokovi¢ [23], R. Gow [38] und E.W. Ellers und W. Nolte [29] geldst.

Diese Arbeit ordnet sich in den Kreis der Lingenprobleme ein, und gehort daher im Sinne von
Bachmann dem Bereich der Kennzeichnung klassischer Gruppen an. Gegenstand sind unitére Grup-
pen, und als Erzeugendensysteme in diesen werden einerseits unitdre Symmetrien und andererseits
die Menge aller unitéren Involutionen betrachtet. Es werden die Langenprobleme beziiglich beider
Erzeugendensysteme eingehend studiert.

Fiir das Involutionen-Léngenproblem ist es naheliegend, ersteinmal zu fragen, wann ein unitéres
Element ein Produkt von zwei unitiaren Involutionen ist. Diesem Problem ist das Kapitel 2 gewid-
met. Der dort eingeschlagene Weg erfordert eine genaue Kenntnis der auf J. Williamson und G.E.
Wall zuriickgehenden Beschreibung der Konjugiertenklassen klassischer Gruppen. Eine konzentrier-
te Einfiihrung in dieses Gebiet gibt das erste Kapitel. Kapitel 3 behandelt dann das Symmetrien-
Léngenproblem - dabei bereiten die kleinen Koérper Fy und Fg besondere Schwierigkeiten - und
Kapitel 4 das Involutionen-Langenproblem. Dieses hingt eng mit den Vermutungen von O. Ore
und J.G. Thompson zusammen. Den Kapiteln 2,3 und 4 sind ausfiihrliche Einleitungen vorange-
stellt, auf welche ich hier fiir eine genaue Beschreibung der hergeleiteten Kernresultate verweisen

mochte.

Ich freue mich, an dieser Stelle all denjenigen danken zu kénnen, die mich und diese Arbeit wihrend
der letzten Jahre begleitet haben. Besonderen Dank schulde ich Herrn Prof. Dr. F. Kniippel, auf
dessen Anregung sie entstanden ist, und Herrn Dr. K. Nielsen fiir die vielen kldrenden Diskussio-

nen, ohne die einige Abschnitte sicherlich &rmer ausgefallen wiren.

Zu auferordentlichem Dank bin ich der Friedrich-Ebert-Stiftung verpflichtet, die mich durch ein
Doktoranden-Stipendium geférdert hat.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Notation

Im gesamten Text seien K ein (kommutativer) Kérper, ~ ein involutorischer Korperautomor-
phismus von K (= = 1g sei zuniichst zugelassen) und V ein K-Vektorraum. Der Fixkorper
{p € K| = p} von ~ sei mit F bezeichnet. Ist ~ # 1k, so ist K eine quadratische Kérpererweite-
rung von F'. Sei W ein weiterer K-Vektorraum. Die Menge der K-linearen Abbildungen von V' nach
W nennen wir Homg (V, W) oder auch einfachheitshalber Hom(V, W). Im Fall V' = W schreiben
wir Hom g (V') bzw. Hom(V'). Ferner bezeichne GL(V) die Gruppe der K-linearen Bijektionen von
V', und fiir n € N sei GL,, (K) die Gruppe der invertierbaren nxn Matrizen mit Eintriigen aus K und
neutralem Element I = I,,. Haben V und W endliche Dimensionen n bzw. m, und ist A = (a;)1<i<n
eine Basis von V', B = (b;)1<i<m eine Basis von W mit zugehoriger dualer Basis B* = (b])1<i<m,
und ist 7 € Homg (V, W), so nennen wir M#(7) = ((@im)b3) (i jyenc, xne,, € K™ die Ma-
trix von 7 beziiglich A und B. Ist A = B, so schreiben wir M 4() anstelle von M%4(r). Fiir
m € Hom(V) und p € K bezeichne F,(7) := ker(m — p) den p-Eigenraum von 7. Man nennt
F(7) := Fi(7) den Fixraum, B(r) := V(7 — 1) die Bahn und B?(7) := V(7 — 1)? die zweite Bahn
von 7. Sind ¢, € Hom(V'), so erhdlt man aus der Identitét

(@-DW-1)=(p-1)—(¢—1)=(p—1)

die grundlegende Beziehung
B(¢v) + B(¢) = B(¢) + B(¥).

Fiir v € V sei (v), := (vr’|i € NU{0}) der von v erzeugte m-Modul. Man nennt 7 zyklisch oder
auch V m-zyklisch, wenn V' = (v), fiir ein v € V gilt. Man nennt V' 7-zerlegbar, falls es nichttriviale
m-invariante Unterrdume U, W von V gibt, so dal V' = U @& W ist. Ist V endlichdimensional, so
kiirzen wir das charakteristische Polynom von 7 mit char(n), das Minimalpolynom mit mip()
und den 7-Annullator eines Vektors v € V mit ann,(v) ab. Es gibt dann Vektoren aq, ..., am,
m € N, soda V = (a1)r @ -+ D (am)r ist, und die m-Moduln (a;)r m-unzerlegbar sind. Zu
jedem i € Ng,, gibt es ein normiertes irreduzibles Polynom p; € K[z] und ein n; € N mit

ann(a;) = p;*. Das Polynom ann,(a;) wird ein (Weierstrafi’scher) Elementarteiler von 7 genannt
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und die Zahl |{j € N<,,;ann,(a;) = ann,(a;)}| seine Vielfachheit. Die Menge {ann,(a;); % € N<,, }
und die Vielfachheit jedes ihrer Elemente ist unabhéngig von der Wahl der a;. Man kann daher
von ’der Menge der Elementarteiler von 7’ und 'der Vielfachheit eines Elementarteilers’ sprechen.
Mit ’den Elementarteilern von 7’ sei stets die Menge der Elementarteiler von 7 gemeint. Die
Ahnlichkeitsklasse {¢~'m);9 € GL(V)} von 7 ist dann eindeutig durch die Elementarteiler von
und deren Vielfachheiten festgelegt.

Sind schliellich A und B Mengen, C eine Teilmenge von A und f eine Abbildung von A nach B,
so bezeichne fo die Restriktion von f auf C.

Alle weiteren Bezeichnungen gehoren entweder zum mathematischen Standardvokabular oder

werden im Kontext erklért.

1.2 Sesquilinearformen und Klassische Gruppen

Die Ausfithrungen dieses Abschnittes folgen im wesentlichen [8], [40] Kapitel 1, [41] 5.1A und [52]
XIII, §7, und erheben keinen Anspruch auf Originalitdt. Sie dienen lediglich zur Einfiihrung der

im weiteren verwendeten Terminologie.

Definition 1.2.1 (Anti-Vektorraum/Anti-Dualraum/Semilinearitét) Der durch die Ska-
larenmultiplikation ke v := kv, k € K und v € V, und die urspriingliche Addition auf V definierte
K -Vektorraum V heifst der Anti-Vektorraum von V (beziiglich ~ ). Bezeichnet man den Dualraum
von V mit V*, so heifit V* der Anti-Dualraum von V.

Ein m € Homg (W, V) heift ~-anti-linear oder ~-semi-linear.
Wir fixieren einen weiteren K-Vektorraum W.

Definition/Satz 1.2.2 (adjungierte Abbildung) Sei # € Hompg(V,W). Dann wird durch
a — ma eine lineare Abbildung *m : W* — V* definiert, welche man die zu 7 adjungierte Ab-
bildung nennt. Im Falle = = 1 schreibt man auch 'w statt *m und nennt 'w die zu m transponierte
Abbildung.

Sind V. und W endlichdimensional mit Basen V = (v;)ien., und W = (wj);en.,,, und bezeichnet
man mit V* := (v])ien., und W= (wj)jen.,, die zuV und W dualen Basen, so sind diese auch

Basen von V* bzw. W* und es gilt
. —t
MY (") = My (m)
Beweis. Wegen m € Hompg (V, W), gilt rav € Hom(V, K) = V* fiir jedes a € W*. Folglich ist *x
eine wohldefinierte Abbildung. Fiir k € K und o, € W* gilt (ke a+ )*r = n(kea+ ) =
ke (ra) + 703 =ke(a*T)+ B*m, ie. *m € Homg (W*, V*).
Seien V' und W endlichdimensional und V = (v;)ien_,,, W = (wj)jen.,,, V* = (v])ien., und
W = (w})jen.,, wie oben. Die kanonische Einbettung iy : V. — V**, a(viy) :=va,v € V, 0 € V¥,
ist ein Isomorphimus, und {v1iy,...,vudy } ist die zu V* duale Basis. Fiir j € N<,,, und i € N,

gilt (wi(*m))(viiy) = (vim)w}, also wi(*m) = Y20 (wi(*m))(viiy )vf = 31, (vm)w} e vy . Hieraus



folgt, daB der (j,7)-Eintrag in MY (*7) gerade (vim)w; ist. Weil (v;m)w] der (i, j)-Eintrag von
M3, () ist, folgt die Behauptung. [ |

Zur Motivation der bald folgenden Definition von ~-Sesquilinearformen machen wir die

Beobachtung 1.2.3 Sei W < V*. Dann hat die Abbildung f : V x W — K, f(v,w) = vw
folgende Eigenschaften :

(i) fr: W — V¥ w f(-,w) ist eine wohldefinierte Abbildung aus Hom (W, V*).
(i) fi:V— W v f(v,-) ist eine wohldefinierte Abbildung aus Hom g (V, W*)
Beweis. (i). Es gilt f. = 1.
(ii). Seien k,l € K, v1,v2 € V und wy,ws € W. Dann gilt
f(vr + kvg, w1 + lwse) = f(v1,w1) + kf(ve, w1) + Lf (v1, w2) + ki f (v, we).

Fiir £ = 0 erhélt man (wy + lwe)(v1 f1) = wi(v1 fi) + W we(v1 f1)), 1.e. v1f; € W". Fiir [ = 0 erhalt
man (wy)((v1 + kva) fi) = wi(v1 fi) + k(wi(vafy)), ie. fi ist K-linear. |
Definition 1.2.4 (Sesquilinearform) Eine Abbildung f : VX W — K heifst ~-Sesquilinearform
auf VX W (auf V im Falle V. =W ), wenn die Bedingungen (i) und (i) aus 1.2.3 erfillt sind.

Dies ist genau dann der Fall, wenn
F(1 + kvg, wy + lwy) = f(or,w1) + kf (v2, wr) + Lf (01, w2) + kL f (v2, w2)

fir alle k)l € K, v1,v9 € V und wy,wy € W gilt.
Man nennt f-lrad := ker f; das Linksradikal, f-rrad := ker f, das Rechtssradikal von f und f-
rad := ker f; Nker f,. das Radikal von f.

Man nennt f :
(i) rechtsreguldr (linksreguldr), falls f. (fi) injektiv ist;
(ii) reguldr, falls f rechts- und linksrequlir ist ;
(iii) rechtsreflexiv (linksreflexiv), falls f,. (fi) surjektiv ist;
(iv) reflexiv, falls f rechts- und linksreflexiv ist ;
(v) nicht rechtssingulir (nicht linkssinguldr), falls f. (fi) bijektiv ist;
(vi) nicht singulir, falls f nicht rechts- und nicht linkssingulir ist.

Sind Y <V und Z < W Unterrdume, so nennt man den K-Vektorraum Y x Z bzw. Y, falls
Y = Z ist, f-rechtsregqulir, f-linksregqulir, f-requldr, f-rechtsreflexiv , f-linksreflexiv, f-reflexiv,
nicht f-rechtssinguldr, nicht f-linkssinguldr bzw. f-singuldr, falls dies auf die ~-Sesquilinearform
fyxz zutrifft. Ferner setzt man f-lrad Y X Z = fyxz-lrad, frrad Y X Z = fy«z-rrad und
frad Y x Z := fyxz-rad.

Falls keine Verwechslung mdglich ist, wird das Prdfix f’ in obiger Notation fortgelassen, und im

Falle Y = Z schreibt man stets nur Y anstelle von'Y x Y.



Bezeichnung 1.2.5 (kanonische Sesquilinearform)

Eine wie in 1.2.3 definierte ~-Sesquilinearform nennt man eine kanonische ~-Sesquilinearform. Ist
f eine beliebige ~ -Sesquilinearform auf V. xW , so stimmt f mit der kanonischen ~-Sesquilinearform
auf V x f.(W) tberein.

Fiir das weitere sei eine ~-Sesquilinearform f auf V' x W fixiert.

Bemerkung 1.2.6 (transponierte Sesquilinearform) Die Abbildung f W xV -
K, (v,w) — f(w,v) ist eine ~-Sesquilinearform auf W x V und heifst die zu f transponierte
~-Sesquilinearform. Sie ist genau dann rechtsrequlir (linksregulir, rechtsreflexiv, linksreflexiv ),

wenn f linksregquldr (rechtsrequlir, linksreflexiv, rechtsreflexiv ) ist. |

Lemma 1.2.7 (Reguliritit, Reflexivitiit, Singularitit) Fir die in 1.2.4 (i)-(vi) eingefiihr-
ten Begriffe gelten folgende Implikationen :

(i) f ist nicht rechtssingulir = f ist rechtsreflexiv = f ist linksreguldr;
(ii) f st nicht linkssinguldr = f ist linksrefleriv = f ist rechtsregqulir;
(iil)  f st nicht singulir = fist reflexiv = f ist regquldr.

Beweis. Die ersten Implikation in (i)-(iii) sind per Definition wahr.
(i). Sei f rechtsreflexiv. Dann gilt ker f; < Nyew ker f.(w) = N, = kera = {0}.

(ii) folgt mit 1.2.6 aus (i) angewandt auf f und (iii) erhilt man aus (i) und (ii). [ |

Als néchstes betrachten wir die endlichdimensionale Situation und kldren die Zusammenhénge

der in 1.2.4 (i)-(vi) eingefiihrten Begriffe fiir diesen Spezialfall.

Definition/Satz 1.2.8 (Gram’sche Matrix) Sind V' und W endlichdimensional mit Basen
V = (vi)ien, und W = (w;)jen.,,, so heifft My,(f) := (f (vi,w;) (i jyenc, xne,,) die Gram’sche
Matriz von f beziglich V und W. Falls ¥V = W ist, nennt man einfachheitshalber My (f) =
MY(f) die Gram’sche Matriz von f beziiglich V. Bezeichnet man mit V* := (v})ien., und
W* = (w})jene,,, die zuV und W dualen Basen, so gilt fiir allev € V und w € W:

n m

flo,w) =73 (0o]) f(vi, wy) (ww)) = (007, 0o )My (f) (W, . .., wwy, ).

i=1 j=1
Hieraus ergeben sich unmittelbar die folgenden Aquivalenzen:

(i) [ ist rechtsrequlir < M, (f) hat vollen Spaltenrang < f ist linksrefleiv;
(ii) f st linkssrequlir < M, (f) hat vollen Zeilenrang < f ist rechtsreflexiv ;
(iil)  f ist regulir & MY, (f) ist invertierbar & f st refleiv &
f st nicht singulir < f ist nicht rechtssinguldr & f ist nicht linkssingular. W

Definition/Satz 1.2.9 (Diskriminante) Seien N' : K — F,a — aa und V. = W endlich-

dimensional mit Basen B und C. Dann gilt

t

Me(f) = MG(1v)Mis(f)MG .



Ist [ reguldr, so ist insbesondere
disc(f) := det Mp(f)IN(K*) € F* JN(K™)
von der Wahl der Basis B unabhingig. Man nennt dann disc(f) die Diskriminante von f. |

Bezeichnung 1.2.10 (isotrop, anisotrop, totalisotrop) Fin y € V N W\{0} heifit isotrop,
wenn f(y,y) = 0 ist, und anisotrop sonst. Fine Teilmenge Y von V NW heifit anisotrop, wenn
dies auf jedes y € Y\{0} zutrifft, und totalisotrop, wenn' Y =Irad Y (&Y =rmad Y =rad Y)
gilt.

Definition 1.2.11 (Orthogonalitit und Senkrechtrelation) Seien Y C V und Z C W.
Dann heift der Unterraum Y17 = Nyey ker fi(y) (172 := N,ez ker f.(2)) der f-Senkrechtraum
oder f-Verschwindungsraum von'Y (Z). Es gilt offenbar Z C Y+ genau dann, wenn 'Y C j;Z. Ist
eine dieser dquivalenten Bedingungen erfillt, so schreibt manY Ly Z. Sind Y und Z Unterrdume
und gilt Y Ly Z und Y N Z = {0}, so bezeichnet man den K-VektorraumY © Z mit YO ,Z.

Falls keine Verwechslung mdoglich ist, wird der Index f in allen oben eingefiihrten Notationen

fortgelassen.

Bemerkung 1.2.12 FirY CV und Z CW qilt Y 1y Z genau dann, wenn Z 1z Y, ie. Ly oist

die zu Ly inverse Relation.

Lemma 1.2.13 (a) Esgiltltad Y x Z=YN+Z undrrad Y x Z =Y+ N Z.
(b) Sei Y <V =W. Dann gilt

(1) Y ist rechtsrefleviv =V =Y +Y*;

(ii

(iii

Y ist nicht rechtssingulir = V =YD Y+;

)
)
) Y st linksreflexiv =V =Y +1Y;
)

(iv) Y ist nicht linkssingulir = V =~ YD Y.

Beweis. (a) ist trivial.

(b). Sei v € V. Dann gilt (vf,)y € Y*. Weil Y rechtsreflexiv ist, gibt es ein y € Y mit (vf,)y =
(yfr)y- Es folgt v —y € Y+ und damit v = y + (v —y) € Y + Y. Somit ist (i) bewiesen. Sei YV’
zusitzlich rechtsregulir und sei v’ € Y mit v — ¢’ € Y+, Dann gilt (yf.)y = (vf.)y = (V' fr)y, i.e.
y—y' €rradY = {0}, womit (ii) bewiesen wére. Die Aussagen (iii) und (iv) ergeben sich mit 1.2.6
und 1.2.12 aus (i) und (ii) angewandt auf f. [

Lemma 1.2.14 (Bipolarensitze) Seien Y C V und Z C W. Dann gilt stets (Y) < L(Y4)
((Z) < (F2)%). Ist f rechtsrefleziv (linksreflexiv), so gilt (Y) = 1(Y L) ((Z) = (+2)1).

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Definition von L. Seien f rechtsreflexiv und
y' € H(Y1). Nimmt man ¢’ ¢ Y an, so findet man ein o € V* mit Y < kera und y'a # 0. Weil
f rechtsreflexiv ist, gibt es ein w € W mit wf, = a. Es folgt w € Y+ und f(y/,w) = y'a # 0,
ein Widerspruch. Die Aussagen in Klammern ergeben sich wiederum aus dem bereits Bewiesenen

angewandt auf f. |



Lemma 1.2.15 Seien (V;),eg und (W;) ey Familien von Unterrdumen von V bzw. W. Es gilt
1) Ojes Vi)t = 0Njes Vi (l(zje] W;) = Njes W) ;
(i) (NjesVi)™ 2 X e, Vit (F(NjeaWy) 2 3 e ~Ws);

(iii) Ist f rechtsreflexiv (linksreflexiv) und J endlich, so gilt (Nje V)t = Y
(L(mjeJWj) = Zje,] J_‘/Vj)-

1
jerVj

Beweis. (i) und (ii) sind trivial.

(iii). Man kann o.B.d.A. J = {1,2} annehmen. Sei w € (V; N Vo)t. Wihle ein Komplement
U von Vi NV, in V5. Dann gilt Vi + Vo, = V3 @ U. Es gibt ein @ € V* mit U < kera
und ay, = (wf)v,. Weil f rechtsreflexiv ist, gibt es ein v’ € W mit w'f, = «. Wegen
ViNVa < ker(wfr)y, < kera = ker(w'f,) gilt Vo = U @ (V1 N Vo) < ker(w'f,), ie. w' € Vi
Wegen (w'fr)v, = (wfr)v;, gilt w —w’ € Vi und somit w = (w — w') +w' € Vi- + V5. [ |

Wir kommen nun zur kanonischen Verallgemeinerung des in 1.2.2 eingefithrten Begriffes der

adjungierten Abbildung.

Definition/Satz 1.2.16 ((f,g)-Adjungierte) Seien Y und Z K-Vektorriume, g eine -
Sesquilinearform auf Y x Z und 7 € Homg (V,Y). Es sei f auf V x W nicht rechtssinguldr.
Dann ist 7 = g,(*n)f7! € Homg(Z, W) die eindeutig bestimmte K -lineare Abbildung von Z
nach W fiir die

(*) g(vﬂa Z) = f(va Zﬂ—*)

fir alle v € V und z € Z gilt. Man nennt ©* die (f,g)-Adjungierte (im Foll f = g die
f-Adjungierte) von .

Sind V, W, Y, Z endlichdimensional mit Basen V, W Y und Z, so gilt

t
t

ME, (1) = MZ(g) MY(m) MU, -

Beweis. Seien v € V und z € Z, dann gilt f(v, zn*) = v((zn*)f,) = v((zg.)*7) = (v7)(2g,) =
g(vm, z). Ist ¢ eine weitere Abbildung mit der Eigenschaft (x), so gilt f(v,z(¢ — 7*)) = 0 fiir alle
veVund z € Z. Well f rechtsreguldr ist, folgt ¢ = 7*.

Seien V und W endlichdimensional. Aus (x) folgt M3 (m)M%(g) = M%(f)mt [ |

Korollar 1.2.17 Seien V' endlich-dimensional, f = g requlir und m € GL(V'). Dann gehort auch
7 zu GL(V) und beziiglich einer Basis V von 'V gilt

+

My(*) = My () Mu(m) Mu(f) L.

Setzt man fir ein Polynom p = Y.I" piz* € K[z] vom Grad m € N p := Y 1" pa’, so ist
insbesondere v € K[x] genau dann ein Elementarteiler von 7*, wenn 7 ein Elementarteiler von
7 ist. Fir das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von w* ergeben sich weiterhin

folgende Identititen: char(m*) = char(r) und mip(7*) = mip(r). [ |



Fiir das weitere setzen wir V = W voraus. Aus 1.2.11 und 1.2.13 ergibt sich auf natiirliche Weise
die Frage, welche Symmetrieeigenschaften die Senkrechtrelation L ¢ besitzt, i.e. wann aus Y Ly Z
auch Z L; Y folgt und umgekehrt.

Um dies wenigstens fiir nichtsingulére Sesquilinearformen zu kliaren, benttigen wir die folgende

Definition 1.2.18 (Multiplikatoren) Ist f nicht rechtssingulir, so heifst die (f, f)-Adjungierte
von 1y der Rechtsmultiplikator von f und wird mit Ry bezeichnet. Ist f nicht linkssinguldr, so ist
f nicht rechtssingulir. Die (f, f)-Adjungierte von 1y heifit der Linkssmultiplikator von f und wird
mit Ly bezeichnet. Ist f nicht singuldr, so gilt Ly = Rj?l, und man nennt dann My := Ry = L;l
den Multiplikator von f.

Lemma 1.2.19 Seien A, B C V. Falls f nicht rechtssinguldr (nicht linkssingulir) ist, so folgt aus
ARy CA (AL CA)und BL A(ALB)auchALB (BLA).

Beweis. Seien f nicht rechtssinguléir, A R-invariant, B C A, a € A und b € B. Dann gilt

f(a,b) = f(b,aRy) =0, also A L B. Die zweite Aussage ergibt sich aus der ersten angewandt auf
|

T

Lemma 1.2.20 Seien V # {0} und f nicht singuldr. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Ly ist symmetrisch;

(ii) Jeder Unterraum von V ist My invariant;

(iii) Es gibt ein A € K* mit A\ = 1 derart, f(a,b) = \f(b,a) gilt.

Beweis. (i) = (iii). Annahme: Es gibt ein v € V mit UM}T1 ¢ (v). Man findet dann ein o € V* mit
va =0 # (UMfl)oz. Weil f rechtsreflexiv ist, gibt es ein w € V, so dal a = wf, gilt. Es folgt der
Widerspruch

0 = f(v,w)=f(w,v)= f(w,va) = m
= flM;'w) = (wM; o #0.

Somit gilt va_l € (v) fir alle v € V. Hieraus folgt bekanntlich Mf_1 = Ay fiir ein A € K.
Aus den Voraussetzungen leitet man unmittelbar ab, dafl es y,z € V mit f(y,z) # 0 gibt. Man

berechnet nun

Fy,2) = fly,2M7Y) = f(zM; ' y) = flyM; ' 2M7Y) = AN f(y, 2).

Wegen f(y,2) # 0 folgt AX = 1 und damit M; = A1,.
Die Implikation (¢4¢) = (4¢) ist trivial, und (i¢) = (¢) wurde in 1.2.19 bewiesen. [

Definition 1.2.21 (klassische Sesquilinearformen)
Eine nichtsinguldre ~-Sesquilinearform, welche eine der drei dquivalenten Bedingungen aus 1.2.20
erfillt heifit eine klassische ~-Sesquilinearform. Ist g eine solche und X gemdf$ 1.2.20 (iii) gewdhlt,

so nennt man g



(1) symmetrisch, falls = =1g und A =1 ist,

(ii) symplektisch, falls = =1k und f(v,v) =0 fir allev € V gilt,
(iii)  hermitesch, falls = # 1 und A =1 ist,

(iv)  schiefhermitesch, falls — # 1 und A = —1#1 ist.

Im Fall char(K) # 2 ist g genau dann symplektisch, wenn A = —1 ist. Im Fall char(K) = 2 ist

jede symplektische Form auch symmetrisch.

Nachdem die klassischen Formen eingefiihrt wurden, betrachten wir nun ihre Automorphismen-
gruppen. Dafiir Seien f und g zuniichst beliebige Sesquilinearformen iiber isomorphen [, nicht

notwendig identischen] K-Vektorrdumen V bzw. W.

Bezeichnung 1.2.22 (Aquivalenz, Isometrie) Die Formen f und g heifien dquivalent, wenn es
einen Isomorphismus 7w : V. — W gibt, so daf8 f(a,b) = g(an,bn) fir alle a,b € V gilt. Ein solcher
wird Isometrie (beziiglich [ und g) gennant, und die Menge aller dieser mit Iso(f, g) bezeichnet.
Ist V.= W, so schreiben wir Aut(f,g) statt Iso(f,g). Ist f = g, so ist Aut(f) := Aut(f, f) eine
Gruppe, die sogenannte Automorphismen- oder Isometriegruppe (beziiglich f). Ist f eine klassische
Form im Sinne von Definition 1.2.21, so nennt man, je nach dem ob f symmetrisch, symplektisch,
oder (schief Jhermitesch ist, Aut(f) auch die zu f gehirige orthogonale, symplektische oder unitire

Gruppe und schreibt O(f), Sp(f) oder U(f). Diese Gruppen werden klassische Gruppen genannt.

Bemerkung 1.2.23 Ist f eine schiefhermitesche Form, so gilt insbesondere — # 1 und char(K) #
2. Man findet dann ein € K* mit t = —u. Setzt man f' := - f, so ist f’ eine hermitesche Form
und es gilt Aut(f) = Aut(f’). Dies rechifertigt, die in Definition 1.2.22 angegebene einheitliche

Bezeichnug "unitdre Gruppe’.

Offenbbar ist ein Isomorphismus 7 € Hom(V, W) genau dann eine Isometrie beziiglich f und
g, wenn 7~! mit der (f,g)-Adjungierten 7* von 7 iibereinstimmt. Wir wollen einige einfache

Konsequenzen fiir die endlich-dimensionale Situation festhalten. Hierfiir hierfiir ben6tigen wir die

Bezeichnung 1.2.24 Fir ein normiertes Polynom p = Z;io pixt € K[z] vom Gradm mit pg # 0,
. X o —1 m
seien p* i=py Y .o Pi

~-symmetrisch, wenn p* = p bzw. p* = p gilt.

m—1i

und p* == p* =Py " Z;ZO Dix™ " . Man nennt p symmetrisch bzw.

Bemerkung 1.2.25 Sei A € GL,(K). Dann gilt char(A~1) = char(A)*, mip(A~!) = mip(A)*,
char(A~!) = char(A)* und mip(A~') = mip(A)*.

Bemerkung 1.2.26 Sei V' endlich-dimensional mit Basis B. Ein m € GL(V) ist genau dann
eine Isometrie, wenn Mg(f) = MB(W)MB(f)MB(W)t gilt. Insbesondere ist Mp(m) dhnlich zu
MB(ﬂ')_lt. Nach 1.2.25 sind char(rw) und mip(w) ~-symmetrisch.

Abschlielend halten wir eine elementare Rechenregel fest, deren Bedeutung im folgenden Abschnitt

besonders deutlich wird (vgl. 1.3.9 unten).

Bemerkung 1.2.27 Seien m € Aut(f) und r = >.", r;z' € K[z]. Dann gilt f(vr(m),w) =
fw,wr(r=1)) fiir alle v,w € V.



Beweis. Es gilt

flor(m), w) = an(vﬂi,w) =Y flowrm™) = flo,wi(x ). u

i=1
Abschlielend kommen wir zu den Sétzen von Witt. Fiir das folgende setzen wir voraus, dafl V' und

W endlichdimensional und f, g klassische Formen gleichen Typs im Sinne von Definition 1.2.21

sind. Es sei 6 = —1, falls f symplektisch oder schiefhermitesch ist, und § = 1 andernfalls. [ Fiir

(h,Y) e {(f,V), (g, W)} ist dann h(a,b) = dh(b,a) fiir alle a,b € Y erfiillt.]

Definition 1.2.28 (Spur-wertig) Die Form f heifit Spur-wertig (engl. trace-valued), falls die
Bedingung

(T) {f(v,v)|lveV}C{a+dalac K}

erfullt ist.

Bemerkung 1.2.29 Genau dann ist f Spur-wertig, wenn eine der folgenden Aussagen zutrifft:
(i) f ist symplektisch,
(ii) f ist symmetrisch und char(K) # 2,

(iii) f ist hermitesch oder schiefhermitesch.

Anders formuliert ist f genau dann nicht Spur-wertig, wenn char(K) = 2 und f symmetrisch

jedoch nicht symplektisch ist.

Beweis. =. Seien (i) und (iii) nicht erfiillt. Dann ist f symmetrisch und damit — # 1x. Weil f
nicht symplektisch ist, folgt mit (T):

{0} Z{f(v,v)lveV}C{a+ala e K} = {2a;a € K},

also 2 # 0.

<. 1.Fall: f ist symplektisch. Dann ist = = 1x und § = —1. Dies bedeutet
{a+dalae K} ={0} = {f(v,v)|lv e V}.

2.Fall: f ist symmetrisch und char(K) # 2. In diesem Fall ist ~ = 1x und § = 1. Wegen f(v,v) =
5 f(v,v) + 5 f(v,v) fiir alle v € V ist (T) erfiillt.
3.Fall: f ist hermitesch oder schiefhermitesch. Es ist = # 1x und deshalb sowohl

U:={a€ Kla=da}alsauch Y :={a+ dala € K}

ein von {0} und K verschiedener F-Untervektorraum von K. Weil K ein 2-dimensionaler F-

Vektorraum ist, folgt dimp U =1 = dimp Y. Wegen
a+da=(a+da)

fiir alle @ € K ist Y in U enthalten. Dies impliziert {f(v,v)jv e V} CU =Y. [ |
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Definition 1.2.30 (hyperbolischer Raum, hyperbolische Ebene) Man nennt f hyperbo-
lisch bzw. V einen f-hyperbolischen [oder auch einfach einen hyperbolischen] Raum, falls V' die
direkte Summe von zwei totalisotropen Unterrdumen ist. Fin 2-dimensionaler hyperbolischer Raum

wird hyperbolische Ebene genannt.
Bemerkung 1.2.31 Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) V ist ein f-hyperbolischer Raum,
(ii) V ist eine direkte orthogonale Summe von f-hyperbolischen Ebenen,

(iii) Es gibt eine Basis B von V so, daf§

Mgp(f) =

(iv) Es gibt eine Basis B von V so, dafl

fiir ein m € N gilt. |

Korollar 1.2.32 FEin hyperbolischer Raum hat eine gerade Dimension. Sind f und g hyperbolisch,

so sind f und g bereits dquivalent. |

Definition 1.2.33 (Witt-Zerlegung) Fine Zerlegung V. = HQO A in einen hyperbolischen

Raum H und einen anisotropen Raum A heifst eine Witt-Zerlegung von V.

Definition/Satz 1.2.34 (Witt-Index) FEs gelte (T). Je zwei mazimale totalisotrope Unterrdume
von V haben dieselbe Dimension. Diese wird der Witt-Index von f bzw. V genannt und mit Ind(f)
bzw. Ind(V') bezeichnet. Weiterhin gibt es zu jedem mazimalen totalisotropen Unterraum U von
V' einen weiteren W derart, dafy H :== U & W hyperbolisch ist. Insbesondere besitzt V' eine Witt-
Zerlegung V.= HD H* mit anisotropem Unterraum H*.

Beweis. Siehe [8] §4, no. 2 Corollaire 1. |

Satz 1.2.35 (Witt’scher Fortsetzungssatz) Seien f und g Spur-wertig, U ein Unterraum von
V und 7w : U — W linear und injektiv mit g(am,br) = f(a,b) fir alle a,b € U. Dann lift sich ©

zu einer Isometrie & € Iso(f, g) fortsetzen.
Beweis. [8] §4, no. 3 Théoreme 1. [ |

Satz 1.2.36 (Witt’scher Kiirzungssatz) Seien f und g Spur-wertig, und es gelte V.=V,O V;
und W = W1 Wy fir Unterrdume V; von V bzw. W; von W, i = 1,2. Aus der Aquivalenz von

f und g und der von fy, und gw, folgt die von fv, und gw,.

Beweis. [8] §4, no. 3 Corollaire 1. [ |
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1.3 Konjugation in Klassischen Gruppen

Von nun an setzen wir voraus, dal V endlichdimensional und f eine reguldre symmetrische,

symplektische oder ~-hermitesche Form auf V' ist.

Fiir die spdteren Anwendungen ist eine genaue Kenntnis der Konjugiertenklassen klassi-
scher Gruppen iiber endlichdimensionalen Vektorrdumen erforderlich. Diese wurden ausfiihrlich
von vielen Mathematikern untersucht. Wesentliche Arbeiten stammen von J. Milnor [55], C.
Riehm und M.A. Shrader-Frechette [60], [61], T.A. Springer und R. Steinberg [67] , [68], R.
Scharlau [63], G.E. Wall [73] und J. Williamson [74],...,[78] und H. Zassenhaus [81], [82].

Das Konzept dieser Arbeiten besteht im wesentlichen darin, sogenannte hermitesche Invarian-
ten H(mw,r) fur jeden ~-symmetrischen Elementarteiler » € KJ[z] einer Isometrie 7 € Aut(f) zu
definieren. Diese Invariante ist eine bestimmte reguléire hermitesche, schiefhermitesche, symmetri-
sche oder symplektische Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einer endlichen

Korpererweiterung von K. Bis auf einige Ausnahmen bei Korpercharakteristik 2 gilt der

Satz 1.3.1 Seien ¢,v € Aut(f). Genau dann sind ¢ und ¥ in Aut(f) zueinander konjugiert,
wenn ¢ zu 1 dhnlich ist und H(p,r) und H(y),r) fiir jeden ~-symmetrischen Elementarteiler r von

¢ und ¢ dquivalent sind.

Im folgenden soll das eben angegebene Konzept prézisiert und der Satz 1.3.1 bewiesen werden.
Die wesentlichen Beweisideen wurden den oben angegebenen Arbeiten entnommen. Es werden die
zwei in der Literatur iiblichen Definitionen der hermiteschen Invarianten vorgestellt (cf. 1.3.14
und 1.3.20) und ihre Aquivalenz bewiesen (cf. 1.3.21). In der gesamten Darstellung wurde Wert

auf ausfiihrliche Beweise gelegt.

Generalvoraussetzung 1.3.2 Wir fizieren einen weiteren K-Vektorraum W mit dimW =

dim V' und eine regulire klassissche Form g auf W, die vom selben Typ wie f sei. Ferner set-

zen wir

o { —1 ,falls fsymplektisch ist, (13.1)

1 sonst.

Definition 1.3.3 Fir einen Endomorphismus © von V und ein p € Klx] sei kerp(m)™ :=
Ujen ker p(m)t. Ist p ein Primteiler von mip(r), so sei I(m,p) := {i € N;p* ist ein Elementar-

teiler von w}. Bine Familie U = (Us)ici(x,p) mit den Eigenschaften

(i) Fir jedes j € I :==1(m,p) ist U; ein m-Modul, fiir den p’ der einzige Elementarteiler von Ty,
ist; (also Uj = Zj1 & -+ @ Zj 5, wobei die Zj ) zyklische w-Moduln mit Minimalpolynom p’
sind.)

(ii) kerp(m)>® = @®,erU;;

heifst eine p-Komponentenzerlegung von ker p(m)>° und fir jedes j € I heif$it U; die p’ -Komponente

von U und eine p’ -Komponente von .
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Es sei angemerkt, dafl 7-Moduln mit der in 1.3.3 (i) genannten Eigenschaft auch isotypisch genannt

werden, vgl. [63].

Definition 1.3.4 Zwei Isometrien m € Aut(f) und ¢ € Aut(g) heiffen dhnlich, falls es einen
Isomorphismus ¢ : V. — W gibt, so dafi mp = Yo gilt. Ist ¢ € Iso(f,g), so heiffen © und ¥

metrisch konjugiert.

Im folgenden soll nun bis auf einige spezielle Ausnahmen gekldrt werden, wann zwei Isometrien
m € Aut(f) und ¢ € Aut(g) metrisch konjugiert sind. Eine notwendige Bedingung ist offensichtlich,
dafl m und ¢ &hnlich sind. Falls 7 und ¢ keine ~-symmetrischen Elementarteiler besitzen, ist diese
Bedingung auch hinreichend, wie der Satz 1.3.7 zeigen wird. Als ein Hilfsmittel fiir den Beweis

dieses Satzes bendtigen wir die folgenden beiden Lemmata

Lemma 1.3.5 Fs gelte V.= A® B und W = C @& D fiir f-totalisotrope Unterriume A, B und
g-totalisotrope Unterrdume C,D. Sei m : A — C ein Isomorphismus. Dann gibt es genau eine
Isometrie @ € Iso(f,g) mit 714 = m und Bx = D. Im Fall (V,A,B,f) = (W,C,D,g) haben
alle Elementarteiler von g die Form p*, wobei p ein Elementarteiler von w ist, und fir eine p-
Komponente U von ma und eine p*-Komponente W von wtg gilt dimU = dim W . Insbesondere gilt

mip(#g) = mip(7)* und damit mip(7) = lem(mip (), mip(7)*).

Beweis. Weil V' f-regulédr ist und A, B f-totalisotrop sind, ist h := faxp eine reguldre ~-
Sesquilinearform. Analog ist [ := goxp eine regulire ~-Sesquilinearform. Nach 1.2.2 ist die (h,[)-
Adjungierte 7* von 7 der wohldefinierte und eindeutig bestimmte Isomorphismus ¢ : D — B, fiir
den g(am,d) = f(a,dy) fiir alle a € A und d € D gilt. Folglich ist # := 7 @ 7*~! der eindeutig
bestimmte Isomorphismus ¢ : V — W, fiir den ¢4 = 7, B¢ = D und g(ap,bp) = f(a,b) fiir alle
a € Aund b € B gilt. Fiir a,a’ € A und b,b" € B gilt dann

g((a+b)7, (' +b)7) = glam,b/'7* 1) + eg(a’'m,br*—1) = f(a,b) +ef(a’,b) = f(a+b,a +V),

ie. 7 € Iso(f,g). S ( ) B f) = (W,C,D,g). Fiir geeignete Basen A von A und B von B gilt
dann Mp(7*~') = M4 (7)~1 . Hieraus ergeben sich die restlichen Aussagen der Behauptung. M

Lemma 1.3.6 Seien p,q € K[z] normierte Teiler von mip(w), so dafi p zu q* teilerfremd ist.
Dann gilt kerp(m) L kerq(m). Sind (p;)icr und (gj)jes Familien paarweise teilerfremder, nor-
mierter, irreduzibler Polynome derart, daf jedes p; ~-symmetrisch, jedes q; nicht ~-symmetrisch
und mip(m) = (Hie[p;ni)(njequ ) fir geeignete m;,n; € N ist (cf.1.2.26), so haben wir eine
Zerlegung

V=(D jerlkerpi(m)™)D (D ;e,(kerg;(m)™ & kerqj(m)™)
von V' in reguldre m-Moduln ker p; (7)™, ker g;(m)" &ker gj (m)"7. Dabei ist ker q;(m)" ©ker ¢} (7)™

ein hyperbolischer Raum mit totalisotropen m-invarianten Teilrdumen ker ¢;(m)™ und ker q; (m)m™.

Beweis. Man findet r,s € Klx], so dal pr 4+ ¢*s = 1 ist. Fiir a € kerp(w) und b € ker g(w) folgt:
— 1

f(a,0) = f(a(pr + q"s)(7),b) = q(0)  f(as(r),bg(m)m™ (@) = 0. =

Satz 1.3.7 Seien m € Aut(f) und ¢ € Aut(g) derart, dafi kein irreduzibler Primteiler von mip(m)

und mip(¢) ~-symmetrisch ist. Dann sind ™ und ¢ genau dann metrisch konjugiert, wenn © und
¢ dhnlich sind.
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Beweis. Seien v : V. — W ein Isomorphismus mit 7y = ¥¢ und p ein irreduzibler Primteiler
von mip(7) = mip(¢). Seien A := ker p(7)>°, B := ker p*(7)>°,C := ker p(¢)>°, D := ker p*(¢)*°.
Dann sind A @ B, C @ D nach 1.3.6 reguldr, A, B,C, D sind totalisotrop, und es gilt Ay = C
und By = D. O.B.d.A. gelte V=A@ B und W = C & D. Seien 8 := ¢4 € Homg(A,C)
und B € Iso(f,g) die nach 1.3.5 eindeutig bestimmte Fortsetzung von 8 mit B = D. Dann ist
v := 37173 € Aut(g) eine Fortsetzung von ¢¢ mit Dy = D und stimmt daher nach 1.3.5 mit ¢

iiberein. [ |

Nachdem wir nun den ’Trivialfall’ abgehandelt haben, soll jetzt die allgemeine Situation in
Angriff genommen werden. Wie eingangs erwihnt muf zuniichst zu jedem Elementarteiler p?,
p € K|z] irreduzibel und ~-symmetrisch, ¢ € N, von 7 bzw. ¢ eine regulire klassische Form, eine
sogenannte hermitesche Invariante H(m,p’) von 7 bzw. H(¢, p’) von ¢ definiert werden. Ziel aller

weiteren Untersuchungen wird es sein, folgenden Satz zu beweisen.

Satz 1.3.8 Seien m € Aut(f) und ¢ € Aut(g). Es gelte char(K) # 2 oder ~— # 1x oder x + 1 sei
kein Teiler von mip(w) und mip(¢p). Dann sind m und ¢ genau dann metrisch konjugiert, wenn 7
und ¢ dhnlich und fiir jeden ~-symmetrischen Elementarteiler p', p € K|[z] irreduzibel, i € N, von

7 und ¢ die hermiteschen Invarianten H(m,p') und H(¢,p') dquivalent sind.

Fiir das folgende seien zwei dhnliche Isometrien 7 € Aut(f) und ¢ € Aut(g) fixiert. Aufgrund von
1.3.7 setzen wir voraus, daf} jeder irreduzible Primteiler von mip(7) = mip(¢) ~-symmetrisch ist.
Fiir die Definition der hermiteschen Invarianten werden nun einige Vorbereitungen getroffen.

Es seien p € KJ[z] ein normiertes, irreduzibles, ~-symmetrisches Polynom mit p(0) # 0, ¢ € N,
¢ =+ p'K[z] € K[z]/p'K[z] und ¢ := z + pK|x] € K[z]/pK[z]. Mit dieser Notation erhalten

wir den folgenden leicht zu verifizierenden

Satz 1.3.9 K[z]/p'K[z] = K[(] ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p(¢)K[C] und es gilt
¢ € K[{\p(Q)K[¢] = K[C]*. (Dabei bezeichne K[(]* die Einheitengruppe von K[(].) Die Abbildung
K[(] — K[¢],q(¢) — q(¢™Y), q € K[x], ist ein wohldefinierter involutorischer Ringautomorphis-
mus, der k+p'K[z], k € K, auf k +p'K|[x] abbildet, also eine 'Fortsetzung’ von ~ ist und deshalb
ebenfalls mit — bezeichnet wird. Der von — auf dem Faktorkorper K[C]/p(Q)K|[(] = K[x]/pK]x] =
K€ induzierte involutorische Korperautomorphismus ist durch q(€) — q(€71), q € K|z], gegeben

und wird auch mit — bezeichnet.

Beweis. Sei m := deg(p'). Es ist K[(] ein m-dimensionaler K-Vektorraum, auf dem ¢ durch
Rechtsmultiplikation einen Endomorphismus « : K[{] — KJ[(],r + r¢ mit Minimalpolynom
mipg (¢) := mip(a) = p’ induziert. Es ist mipy (¢) das eindeutig bestimmte normierte Polynom
q kleinsten Grades, fiir das ¢(¢) = 0 gilt. Der Einsetzhomomorphismus K[z] — Kla],7 — r(«a)
induziert dann einen Isomorphismus K[(] = K[z]/mip(a)K[z] — Kla],r(¢) — r(a), der ¢ auf «
abbildet. Folglich gilt fiir r € K|[z]:

r(() € K[(]* < r(a)ist singulir <
pteilt r < r(¢) € p(Q)K[¢].
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Hieraus folgt, dafl die Menge der Nichteinheiten in K[¢] das Ideal p(¢)K|[¢] ist. Dies wie-
derum impliziert, da K[(] ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p({)K][(] ist. Wegen
p(0) # 0, ist p kein Teiler von z in K[z]. Demnach ist ¢ eine Einheit in KJ[¢], besitzt
also ein Inverses (7! € KJ[¢]. Der von (7! auf dem K-Vektorraum KI[¢] durch Rechts-
multiplikation induzierte Endomorphismus K[¢] — K[(],r + 7(7! ist o' Es folgt

mipg ((7*) = mip(a™!) = mip(a)

X X1 =

= mipg (()* =p** =p".

X

"Wohldefiniertheit und Injektivitét von ~’. Seien ¢,r € K|z]. Es gilt (in K[(]):

oQ)=r) & @@-r)=0s
plteiltg—r o pi=pteiltq—r <

(@=nEH=0 & q¢h)=rC).
"Homomorphieeigenschaften von ~’. Weil sowohl das Einsetzen von ¢ und ¢~! in Polynome aus
K|[z] als auch die Abbildung K[z] — Klz],r — 7 Ringhomomorphismen sind, erhélt man fiir
q,r € Kz

(@) Q) =aqr(¢ ) = @) =al¢hHr,

(@+r)(Q=q+7(C)=(@+nC)=a¢ )+

'Involutorizitdt und Surjektivitit von ~’. Seien ag,...,a,, € K mit p’ = E;n:o ajzd. Dann gilt

am=1,a =ay' und (7' = —ag ;o a;¢/ 71 Es folgt:

(=T

(a0 »_@¢' ) = (—ap Y _@¢( )¢ = (—aop »_ ¢ 7)C+¢
j=1 Jj=1 J=0

—app' (TN + ¢ =¢C.

Weil ~ wie bereits gezeigt ein Ringhomomorphismus ist, gilt fiir ¢ € K[z]:

Folglich ist ~ involutorisch und damit auch surjektiv.

Nach dem dritten Homomorphiesatz fiir Ringe ist

B K[¢]/p(QK[C] — K&, 7(C) + p(OK[C] = r(€)

ein Ringisomorphismus (cf.[7] chapt.1, §4, no.7, Theorem 4.b)). Weil K[¢]/p(¢)K][(] und KI[¢]
Kérper sind, ist 3 ein Korperisomorphismus, der ¢ auf ¢ und (~% auf £~ abbildet. Weil p(¢)K|[(]
das einzige maximale Ideal von K[¢] ist und ~ als Ringautomorphismus maximale Ideale auf solche

abbildet, ist p({)K[¢] ~-invariant. Folglich ist

7 : K[C]/p(Q)K[¢] — K[C]/p(Q)K[¢],r(¢) + p(Q)K[C] — r(C) + p(Q) KI[¢]
eine wohldefinierte Abbildung. Weil ~ ein involutorischer Ringendomorphismus ist, trifft
dies auch auf v zu. Weil Involutionen bijektiv sind, ist ~ ein Korperautomorphis-

mus. Folglich ist auch § := 7193 ein Korperautomorphismus. Fiir ¢ € Klz] gilt
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9(§)0 = (a(¢™") + p(OK[C)B = a(¢'B) = a(¢™). n
Das niichste Lemma liefert Erzeuger des von p(¢) in KJ[(] erzeugten Hauptideales p(¢)K[(],

die von ~ fixiert oder negiert werden.

Lemma 1.3.10 Es gelte char(K) # 2 oder p # x £ 1 oder ~|x # lx. Dann gibt es ein a(¢) €
K[C]*, a € K|z], so daf fir q :== ap gilt: q(¢) € Fix(7), falls p # x £ 1 oder ~ |k # 1k, q(C) €
Neg(7), fallsp=2+1 und |k = 1x. (Dabei ist — durch 1.8.9 gegeben.)

Beweis. Seien t := deg(p), 6 € {£1} und a(¢) € K[(]*, a € K[z]. Dann gilt

a(C)¢™"p(0)(¢'p(0)p(¢™)) = ap(C) — da(Q)¢™ p(0)p™ (¢)

(9]

ap(¢) —dap(¢) = ap(¢) -

Falls ¢~'p(0) + 1 nicht in K[(]* enthalten ist, gilt auch ¢* + p(0) ¢ K[¢]*. Folglich ist p ein
Teiler von z* 4 p(0). Weil p ein normiertes Polynom vom Grad ¢ ist, folgt p = x* + p(0) und
p(0) = p(0) = p(0)~* € {#1}. Weil p dann symmetrisch ist, ist deg(p) gerade oder p = = + 1.

Ist p # = + 1, so wihle a(¢) := ¢ 'p(0) + 1, falls ¢~*p(0) + 1 in K[¢]* enthalten ist, und a(() :=
("2 € K[¢]* sonst. Dann gilt z(1) = 0, i.e. ap(¢) € Fix(7). Falls p =2+ 1 und ~|x # 1 ist, gibt
es ein w € K* mit @ # w. Setze o := w und [ := wp(0). Wegen p(0) # £p(0) ist p kein Teiler von

azr + 3 = w(xr + £p(0)). Demnach gehort a(() := a¢ + # zu K[(]*. Man berechnet nun

a(¢) = a(O)¢"p(0) = a¢™ + 5 — (a¢ + B)¢'p(0) = w¢H + @p(0) — op(0) —w( ™t =0,

~

also wiederum z2(1) = 0. Falls p = x &1 und ~|x = 1 ist, ist nach Voraussetzung char(K) # 2. In

diesem Fall gilt a(¢) := ¢ — p(0) € K[¢]* und a(¢) +a(()¢p(0) = (¢! =p(0)) + (p(0) =¢~1) = 0,
also z(—1) =0, i.e. ap(¢) € Neg(™). [

Das folgende Lemma macht in gewissem Sinne eine Reichhaltigkeitsausage iiber den K-Dualraum
K[¢]* := Homg(KI[€],K). Zuvor sei noch bemerkt, dafi durch die Multiplikationsvorschrift
(a-7)(B) :=7(af), o, 0 € K[g], T € K[§]*, K[¢]* ein K[{]-Vektorraum wird.

Lemma 1.3.11 Es gilt dimge K[£]* = 1, und es gibt ein 7 € K[{]*\{0}, das mit ~ kommutiert,
i.e. fiir alle « € K[&] gilt 7(a) = 7(@).

Beweis. Es ist dimg K[¢]* = dimg K[¢] = deg(p) =: ¢t > 0. Insbesondere gibt es ein a € K[£]*\{0}.

* ist. Seien ag,...,a;_1 € K, so daf} 0 =

Zeige nun, daB (&' - a)o<i<¢—1 eine K-Basis von K[¢]
S ai(€ - a) = (X2g ai€?) - a gilt. Wegen a # 0 gilt dann 3°/—) a;¢7 = 0. Weil (£9)g<i<;1 eine
K-Basis von K[£] ist, folgt a; = 0 fiir alle 0 < i <¢—1.

Sei nun # € K[¢]*. Nach dem Vorherigen gibt es dann by, ...,b;—1 € K, sodal § = Zf;é bi(&ha) =
(Zf;é b;£") - a.. Folglich ist {a} eine K|[¢]-Basis von K[¢]*.

Da auch & : K[¢] — K,a + a(a) ein Element von K[¢]*\{0} ist und {a} eine K[¢]-Basis von
K[¢]* ist, gibt es genau ein b € K[¢]\{0}, so daBB & = b - « gilt. Sei a € K[¢] mit a(a) # 0. Dann

gilt a(a) =b- a(a) = bb- a(a), also bb = 1. Falls ~ # 1 ist, gibt es bekanntlich (nach dem Satz
90 von Hilbert) ein ¢ € K[¢] mit b= cc™'.
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Setze 7 := c-a € K[{]*\{0}. Fiir a € K[¢] gilt dann 7(a) = (¢- «)(a) = b-a(ca) = (¢-a)(a) = 7(a).
Falls = = 1gjg ist, gilt insbesondere ~|x = 1x und 7 := o hat trivialerweise die gewiinschten

Eigenschaften. |

Die Bedeutung von 1.3.11 wird im nichsten Lemma deutlich. Fiir das weitere sei ein 7 € K[¢]*

gemaf 1.3.11 fest gewédhlt.

Lemma 1.3.12 Sei U ein K[£]-Vektorraum. Dann ist U in natirlicher Weise auch ein K-
Vektorraum. Sei h : U x U — K eine ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum U und es gelte
h(ru,v) = h(u,7v) fiir alle u,v € U und r € K[£]. Dann gibt es genau eine ~-Sesquilinearform
H :UxU — K[ auf dem KI]-Vektorraum U, fiir die 7 o H = h gilt. Ist h reguldr, so ist
auch H reguldr. Gibt es ein § € K, so daf W,b) = 6h(b,a) fir alle a,b € U gilt, so gilt auch

H(a,b) =0H(b,a) fiir alle a,b € U.

Beweis. Seien u,v € U. Dann ist die Abbildung o : K[¢] — K, a — h(au,v) ein Element von K [¢]*.
Es sei H(u,v) das nach 1.3.11 eindeutig bestimmte Element von K[¢], fiir das H(u,v) -7 = «
gilt. Zeige nun, dal H : U x U — K|[¢], (a,b) — H(a,b) eine ~-Sesquilinearform auf dem K[¢]-
Vektorraum U ist. Seien u,v,w,z € U und a, b, c € K[¢]. Es gilt

T(aH (u 4+ bv,w + cz)) h(a(u + bv),w + cz) = h(au, w) + h(abv, w) + h(cau, z) + h(cabv, z)
= 7(aH(u,w))+ 7(abH (v,w)) + 7(acH (u, z)) + T(abcH (v, 2))

= 7(a(H(u,w)+ bH (v,w) + ¢H(u, z) + bcH (v, 2))),

also H(u + bv,w + ¢cz) = H(u,w) + bH(v,w) + ¢H(u,z) + bcH(v,z). Seien h reguldr und
u € H-rad U. Dann gilt h(y,u) = 7(H(y,u)) = 0 = 7(H(u,y)) = h(u,y) fir alle y € U,
also v € h-rad U = {0}. Folglich ist H eine regulire ~—-Sesquilinearform auf dem KJ¢]-
Vektorraum U. Es gebe ein § € K, so daB h(w,z) = dh(w,z) fiir alle w,z € U gilt. Dann
gilt 7(aH (u,v)) = 7(H(u,av)) = h(u,av) = dh(av,u) = 7(adH (v,u)) fir alle a € K[¢], also
H(u,v) = §H (v, u). [ |

Wir kommen nun zur Definition der hermiteschen Invarianten H(w,p’) und H(¢,p’). Zu
diesem Zweck sei (¢, h) € {(7, f), (¢,9)}. Von nun an sei vorausgesetzt, dafl p’ ein Elementarteiler
von 9 ist (dabei ist weiterhin p wie in der Vereinbarung nach 1.3.8). In der Formulierung von Satz

1.3.8 wurde die Situation
(E) char(K)=2und |g =1lgundp=xz+1
ausgeschlossen. Sie soll entartet und ihre Negation
(R) char(K) # 2 oder ~ |k # 1k oder p # x + 1

reguldr genannt werden. (Die Bezeichnung riihrt daher, dafl die Spurabbildung K[¢] — K[¢], a(§) —

a(€) + a(€) von K[¢] genau dann Werte ungleich 0 annimmt, wenn die Bedingung (R) erfiillt ist.)

Notation 1.3.13 Im Fuall (R) seien q wie in 1.3.10 und n:=1, fallsp # x +1 oder ~|x # 1k ist,
bzw. n:= =1, fallsp =2+ 1 und ~|g = 1k ist. Im Fall (E) seien ¢ :==p({) =C+1 undn:=1.
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Definition/Satz 1.3.14 (hermitesche Invarianten I) Seien A := kerp(y)’, B :=
(Ap() )+ N A und C = A/B. Wegen Ap(y)) C B ist C auf kanonische Weise ein
K [¢]-Vektorraum. Es ist

[:CxC = K, lu+ Bv+ B) = h(ug($)™,v),

u,v € A, eine wohldefinierte regulire ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum C, fir die
l(ra,b) = l(a,b) und l(a,b) = n*~tel(b,a) fir alle a,b € C,r € K|[£] gilt. Die nach 1.3.12 eindeutig
bestimmte reguliire ~-Sesquilinearform H(v, p') : C x C — KI[£] auf dem K|[£]-Vektorraum C, fiir
die 7 o H(¢, p*) = 1 gilt, nennt man die zum Elementarteiler p* gehdrende hermitesche Invariante
von 1. Nach 1.8.12 gilt H(b, p*)(a,b) = n*~'eH(¢, p*) (b, a) fiir alle a,b € C.

Beweis. Es ist z := ho (q(1)""! x id) 4 eine ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum A. Weil im
Fall (R) ¢(¢)"=1 = n*~1q(¢)"~" ist, gilt g(¢ ;") ' = '~ q(vba)"~!. Fiir a,b € A gilt daher

—

z(a,b) h(aq(¥)' ", b) = h(a,bg(yy~")""")
n' 1h(a bg(¢) ") = en' ' h(bg(¥)'~ 1, a)

t2(b, a).

Im Fall (E) ist h insbesondere symmetrisch und wir haben Ag(y)""! = A(y + 1)1 < F(y), so

dafl wir auch in diesem Fall

2(a,b) = hla(y +1)71,0) = h(a,b(¥r + 1) "' )
h(a, b(¢ + ) H=hbw+1)"a
z(b,a) = ' ez(b, a)

fiir alle a,b € A erhalten. Weiterhin gilt a € z-rad A < h(aq()""1,b) =0 fiir alleb € A < a € B.

Folglich ist [ eine wohldefinierte regulidre ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum C' und fiir

u,v € C gilt 1(u,v) = en*~ (v, u). Die restlichen Aussagen folgen aus 1.3.12. [
Korollar 1.3.15 Sei H := H(¢, pt).
(i) Ist “ |k # 1k oder p £ x £ 1, so ist H eine hermitesche oder schiefhermitesche Form.

(ii) Ist char(K) # 2, “|k = 1k, p = x £ 1 und f symmetrisch, so ist H symmetrisch, falls i

ungerade, und symplektisch, falls i gerade ist.

(iii) Ist char(K) # 2, 7|k = 1k, p = x = 1 und f symplektisch, so ist H symmetrisch, falls i

gerade, und symplektisch, falls i ungerade ist.
(iv) Im Fall (E) ist H symmetrisch.

Insbesondere ist H eine hermitesche oder schiefhermitesche oder symmetrische oder symplektische

Form.

Beweis. Wir greifen die Bezeichnungen aus 1.3.14 auf.
(i). Es gilt = # 1 und H(a,b) = en' " H(b,a) fiir alle a,b € C (cf. 1.3.14).
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(ii) und (iii). Es ist K[¢] = K[z]/(x £ 1)K[z] 2 K und damit ~ = 1. Ferner gilt n = —1 (cf.
1.3.13). Fiir a € C folgt

H(a,a) = H(a,a) = en' *H(a,a) = e(—1)""'H(a, a),

so daf sich sdmtliche Behauptungen aus (1.3.1) ergeben.
(iv). Esist =~ = 1gg und e = 1 = 7 (cf. (1.3.1) und 1.3.13). [

Bemerkung 1.3.16 Die Bedingung (R) impliziert die Spur-Wertigkeit von H(1), p*).

Beweis. Aus (R) folgt, dal K und damit auch K[¢{] eine von 2 verschiedene Charakteristik hat
oder der Korperautomorphismus ~ von K[¢] nicht die Identitét ist. Also ist eine der Bedingungen
(i), (ii) oder (iii) von 1.2.29 fiir H(¢, p*) und K[¢] [anstelle von f und K] erfiillt. [

Es soll nun der Begriff der hermiteschen Invarianten durch eine etwas andere Betrachtungs-

weise zugdnglich gemacht werden.

Lemma 1.3.17 Es gibt eine p-Komponentenzerlegung von ker p(¢)>° derart, daf kerp(y)>® =
@ jGI(’lL’,p)Uj 18t.

Beweis. Seien I :=1(1),p) und (U;);er eine p-Komponentenzerlegung von ker p(1))>.

Der Beweis wird durch Induktion iiber |I| € N gefiihrt, wobei der Induktionsanfang trivial ist.
Induktionsschritt: Sei |I| > 1. Seien [ := max I und 0 # u € kerp(v)) NU; = Uyp(v)' L. Sei v € U,
derart, daB u = wp()' ! gilt. Weil ker p(¢))> regulir ist, gibt es ein z = Zjel zj, z; € Uj,
mit 0 # f(u,2) = f(v,zp(v ")) = f(v,2p(x" 1)) = f(u,z). Folglich gilt v ¢ rad U,
und damit rad U; N ker p(¢y,) = {0}. Da jeder minimale t-Untermodul von U; in ker p(+y,)
enthalten und rad U; v-invariant ist, folgt rad U; = {0}, i.e. U; ist regulir. Es gilt demnach
kerp(¢)>° = U, Uj. Nach dem Satz von Krull-Remak-Schmidt ist I(Yyr,p) = I\{l}, so daB

sich auf U ZL die Induktionsvoraussetzung anwenden 1&8t. |

Wir fithren nun zwei neue Begriffe ein.

Definition 1.3.18 (orthogonale p-Komponentenzerlegung)
Eine p-Komponentenzerlegung U = (Uj) jer(y,p) mit den in 1.8.17 aufgefiihrten Eigenschaften heift

eine orthogonale p-Komponentenzerlegung von ker p(¢)°°.

Bemerkung 1.3.19 Ist R eine regulire p’-Komponente von v, j € 1(1,p), so gibt es eine ortho-

(oo}

gonale p-Komponentenzerlegung von ker p(1))° mit p?-Komponente R.

Beweis. Sei W := ker p(¢))> N Rt. Dann ist W ein regulirer m-Untermodul von ker p(1)> und
p’ ist kein Elementarteiler von ty,. Setze L = I(vw,p) = 1(,p)\{j}. Nach 1.3.17 besitzt
W = kerp(¢w )™ eine orthogonale p-Komponentenzerlegung (U))er. Setzt man U, := R, so

ist (Us)ie1(p,p) eine orthogonale p-Komponentenzerlegung von ker p(¢))> mit p’-Komponente R. B

Definition/Satz 1.3.20 (hermitesche Invarianten I1) Sei R eine regulire p'-Komponente
von . Seien S := Rp(¢) und T := R/S. Dann ist T auf kanonische Weise ein K|[£]-Vektorraum.
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Esistl : T xT w— K,(u+ S,v+S) := h(ug(x)"1,v), u,v € R, eine wohldefinierte requldre
—-Sesquilinearform auf dem K -Vektorraum T, fir die l(ra,b) = l(a,7b) und I(a,b) = n*~'el(b,a)
fiir alle a,b € T,r € K] gilt. Die nach 1.3.12 eindeutig bestimmte regulire ~-Sesquilinearform
H(,R) : T x T — KI&] auf dem K|[€]-Vektorraum T, fir die 7 o H(y, R) =1 gilt, heifit die zu R
gehirende hermitesche Invariante von 1. Nach 1.3.12 gilt H(¢, R)(a,b) = n*~'eH (¢, R)(b, a) fiir

alle a,beT.
Beweis. Der Beweis verldauft vollkommen analog zu dem von 1.3.14. |

Satz 1.3.21 Fiir jede regulire p'-Komponente R von 1 sind H(y, R) und H(x,p') dquivalent.
Insbesondere sind alle zu requldren p*-Komponenten von v gehorenden hermiteschen Invarianten

von P untereinander dquivalent.

Beweis. Seien A, B,C wie in 1.3.14 und S, T wie in 1.3.20 und sei (Uj);er(y,p) €ine orthogonale

oo

p-Komponentenzerlegung von ker p(1))> mit p‘-Komponente R. Setze

N =D jerwp):U)D (@ jerwp-.Uj (1)’ 7).

Dann gilt A= RO N und
B’ :=kerp(y)'™" + (kerp(v)™)p()) = Rp(v)D N.

Es soll nun gezeigt werden, dal B = B’ ist. Seien a € ker p(¢))*~%, b € ker p(x))*™* und ¢ € A. Dann
gilt fa,ep(¥)'™1) = flap(¥™)"" 1, c) = 0, weil ap(p~1)""! = 0 ist, und f(bp(¥),cp(v)' ™) =
f(b,ep() = tp(yp=1)) = 0, weil ap()~1p(xp~1) = 0 ist. Es folgt B’ < (Ap(y)"~1)+ N A = B. Sei
b € B. Wahle zu jedem j € I(¢,p) ein u; € U;, so dal b = Zj€l(¢,p)<i u; + Zjél(w,p)>i u;p()i 0
Es gilt dann u; € (Upp(¥)" 1)t NU; = Uip(v)) = Rp(x)) und somit b € B’. Aus dem zweiten
Homorphiesatz fiir Gruppen mit Operatoren (cf. [7] chapt.1l, §4, no.6, Theorem 4c)) folgt, daf
C=A/B=R+(SO N)/(SO N)undT =R/S =R/((SDO N)NR) als K[1)]-Moduln isomorph
sind. Genauer ist « : T — C,r+ S — r + B, r € R, ein K[¢]-Isomorphismus (cf. [7] chapt.1, §4,
no.6, Proposition 8). Damit ist & auch ein K[¢]-Isomorphismus der K[{]- Vektorrdume T und C.
Es soll nun gezeigt werden, da8 o zu Iso(H(, R), H(v, p')) gehort. Setze hierzu H := H(x, p°)
und G := H(®, R). Seien a,b € R und r € K[z]. Dann gilt 7(r(§)H((a + S)a, (b + S)a)) =
7(r(€)H(a + B,b+ B)) = h(ar(y)q(¢)=1,b) = 7(r(€)G(a + S,b + S)) (cf. 1.3.14 und 1.3.20).
Hieraus folgt H((a + S)a, (b+ S)a) = G(a+ S,b+ S) (cf. 1.3.11). [ |

Im folgenden wird deutlich werden, dafl man in einem konkreten Fall mit einer zu einer
reguliren p*-Komponente von ¢ gehorenden hermiteschen Invariante besser 'rechnen’ kann als
mit der hermiteschen Invarianten H(v,p?). Diese aber vielleicht aufgrund ihrer begrifflichen

Eindeutigkeit besser zur Formulierung von strukturellen Zusammenhéngen geeignet ist.

Fiir das weitere seien zwei orthogonale p-Komponentenzerlegungen (Uj);ei(rp) von ker p(m)>
und (W;)jer(g,p) von kerp(¢)> fixiert. Weil 7 und ¢ dhnlich sind gilt I := I(7,p) = I(¢,p) und
dim U; = dim W; fiir alle j € I. Wir fiihren weiterhin folgende Abkiirzungen ein:
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Notation 1.3.22 R := U;, S := Rp(r), T := R/S, H := H(n,R), A := kerp(n)!, B
(Ap(m)—Ht n A C = A/B, G := H(nw, 1) und analog R == W;, S := Rp(¢), T := R
H =H(¢,R), A:=kerp(9)', B:=(Ap(¢)")* N A, C:= A/B, G :=H(¢,p").

Durch die Multiplikationsvorschriften z(¢)a := ar(r) und z(¢)b := br(¢), z € K[z], a € R, b € R,

werden R und R auf kanonische Weise zu K [¢]-Moduln. Diese sind frei und haben, weil 7 und ¢

U

/

7

dhnlich sind die gleiche endliche Lange.
Wir notieren nun noch ein Lemma der linearen Algebra, welches nicht in voller Allgemeinheit

formuliert wird, sondern auf die spezielle vorliegende Situation zugeschnitten ist.

Lemma 1.3.23 Jedes o € Homge) (T T) wird durch ein (nicht notwendig eindeutig bestimmtes)
f € Homgq(R, R) induziert, d.h. es gilt (e+S)a = e+S fiir alle e € R. Ist  ein Isomorphismus,

so ist B ein Isomorphismus.

Beweis. Sei (vj)1<j<; eine K[(]-Basis von R, | € N. Wihle zu jedem j € N ein w; € R mit
(vj + S)a = w; + S. Dann wird durch v;3 := w; genau ein Homomorphismus (3 € Homg ¢ (R, R)
definiert. Sei e € R. Dann gibt es eindeutig bestimmte 71 (¢),...,7(¢) € K[(], (r1,...,r € K]z]),
so dafl e = Z;Zl ri(Q)v; = 2321 vjr;(m) gilt. Es folgt :

!
(e+S)a = (er( &)(v; +9)) a—ZrJ &) (w; + S)
j=1
l
= (er((j)w Z’I“J QOv))B+S=eB+8S.
j=1
Sei a ein Isomorphismus. Wegen R = @!_,(v;)x und anng(v;) = p' ist (v; + S)i<j<i eine

K [¢]-Basis von T'. Folglich ist (w; + S)1<;<; eine K[¢]-Basis von T'. Seien 7q 1, ..., 70, € K[z] und
es gelte 0 = Zj 170 (Qu; = Zézl w;To,;(¢). Dann gilt Zé’:l ro,;(&)w; +S5 =0, also ro j = ri ;p
fiir ein 1 ; € K [z]. Bs folgt (35 wjr1;(6))p(¢) =0, also S wyr1 ;(¢) € kerp(¢) = Rpi=1(¢).
Per Induktion findet man dann fiir j € N<;,k € N<; Polynome 7, ; € K[z| mit rp_1; = r;p
und 22:1 wiry.;(¢) € kerp®(¢) = Rp*=*(¢). BEs folgt ro; = p'ri, also ro;(¢) = 0. Folglich
ist (w;)1<j<i linear unabhingig tiber K[C]. Wegen | = lengqR = lengqR, ist (w;)1<j<; eine

K[¢]-Basis von R und damit 3 ein Isomorphismus. |

Abschliefend beweisen wir den Hauptsatz 1.3.8. Hierfiir konnen wir 0.B.d.A. V' = ker p(7)*° und
W = ker p(¢)*>° annehmen.

=. Sei ¥ € Iso(f,g) mit mp = 1p¢. BEs gilt dann Ay = A und By = (Ap(n)""HL N Ay =
(Ap(¢)i=1)+ N Ay = B. Folglich ist 1) : C — C,u+ B — wip + B, u € A, ein wohldefinierter
K-Epimorphismus. Weil fiir alle u € A und r € K|[z]

(r(€)(u+ B))Y = ur(m)ip + B = upr(9) + B = r(&)(wy) + B) = r(¢)((u + B)Y)

gilt, ist ¢ K[¢]-linear. Sei u + B € kert). Dann gilt 0 = (u + B)t) = utp + B, also uth € B = Bi.
WEeil ¢ injektiv ist, folgt u € B, also ist 1& injektiv und damit ein K [¢]-Isomorphismus. Fiir u,v € A
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und a € K|x] gilt aulerdem
T(a(©G((u+ B, (v+ B)) = gluva(@)a(@)",ve) = glua(r)q(r)'~ v, v)
= flua(m)q(r)' ™", v) = 7(a(§)G(u+ B,v + B)),

also G((u+ B), (v+ B)Y) = G(u+ B, v+ B), cf. 1.3.11. Folglich sind G und G #quivalent.

<. Seien G und G #quivalent. Nach 1.3.21 sind dann auch H und H #Hquivalent. Sei
o € Homg (T, T) ein Isomorphismus mit H (ac, ba) = H(a,b) fiir alle a,b € T. Es soll nun durch
Induktion iiber j € N<; gezeigt werden, dafl es einen Isomorphismus 3; € Homg (R, R) gibt, so
daB g(uB;q" = (¢),vB3;) = f(ug'™ (), v) fiir alle u,v € R gilt.

Induktionsanfang : j=1. Nach 1.3.23 gibt es einen Isomorphismus 3 € Homg (R, ]:Z) der « indu-
ziert, i.e. fiir den (u + S)a = uB + S fiir alle u € R gilt. Es folgt

g(uBq (o), vp) = T(f]((u + 8, (v+S)a)) =1(H(u+ S,v+8)) = flug"(r),v)

fir alle u,v € R. Setze 1 := .
Induktionsschritt: j — j 4 1. Seien j € N<;_q, 8 := §; und

LR xR — K, (u,0) =~ fup™ q(n)" 7~ 087") — g(uq(9)™7 ", v).

Dann ist | eine ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum R und fiir u,v € R gilt I(u,v) =
en’=I71 (v, u), cf.1.3.13. Nach Induktionsannahme ist

lug(¢),v) = flug(d)B  q(m) 71 067 — glug(d) ™, v)
= fp™q(m) 7, 0p7") — glug(d)7,v) = 0.

Hieraus erhiilt man S = Rp(¢) = Rq(¢) < l-rad R. Folglich ist L : T x T — K, (u+ S,v + S) —
lu,v), u,v € R, eine wohldefinierte ~-Sesquilinearform auf dem K-Vektorraum 7T, fiir die
L(ay,z) = L(y,az) und L(y,z) = en* 7~ 'L(z,y) fiir alle y,z € T und a € K[¢] gilt. Nach 1.3.12
gibt es eine eindeutig bestimmte ~-Sesquilinearform D : T x T — K[¢] auf dem K [¢]-Vektorraum
T mit 7o D = L und D(y, 2) = e 7= D(z,y) fiir alle y, z € T. Weil der Fall (E) ausgeschlossen
wurde findet man ein § € K[¢], so daB § + 8 = 1 ist. Weil H regulir ist, gibt es (genau) ein
¢ € Endgg (T) mit Ho (¢’ x17) = 8D. Nach 1.3.23 wird ¢’ von einem 1) € Endg (R) induziert,
ie (e+8) = e+ S fiir alle e € R. Fiir u,v € R gilt dann

Flup™lq(m) =71 wB™) — g(ug(¢)' 771, v) = l(u,v) = L(u+ S,v +5)
=7(Du+S,v+8)) =7(6D(u+85,v+85)+en7716D(v + S, u+ S))

+en' 7 g(vibg(9) =L, u)

+ 177 g(ug(¢)' ", vy))

+ g(ug(d) 7, vipg(¢)’)

+9(ug(9) 71, vg(8)7) + g(upg(9)' =", vipg(4)7),

<
<
=
<
~

|
=

<

(
(
(uhg(p) 1 v
(
(

—_ — —

uhg(p) v
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B tq(r) == vp7h)
= g(uhq(o)' 1, v) + glug(¢) =1, vbq(¢)?) + g(ubg(d) 1, voq(¢)?) + g(ug(¢) 71, v)
= g(u(1+vq(8))q(o) 7~ v(1 + Yg(d)?)).

Setze v = B(1 + ¥q(¢)?) € Hompg(R, R). Zeige nun, daf ~ injektiv ist. Sei u € kern.
Dann gilt u8 = —uB¢q(¢)? und somit uB = (—1)*uBy*q(4)* fiir alle k € N. Wegen j # 0 folgt
uf = 0. Weil 8 injektiv ist, gilt u = 0. Wegen leng(R) = lengj (R) € N ist v auch surjektiv,
also ein Isomorphismus. Setze 841 := 7.

Es gilt nun (R, R) := 3; € U(fr,95) und wegen 9(R, R) e Homg (R, R) auch mry)(R, R) =

V(R R)p.
Durch ’Zusammensetzen’ erhélt man eine Isometrie ¢ = @O ,c;v(U;, W;) € Iso(f,g), fiir die
mp = Yo gilt. |

Als eine bekannte Anwendung des Satzes 1.3.8 machen wir die folgende

Bemerkung 1.3.24 (Wall) Seien K ein endlicher Korper, f eine regulire ~-hermitesche Form
und 7,¢ € U(f). Dann sind m und ¢ genau dann in U(f) konjugiert, wenn sie dhnlich sind.

Beweis. Seien 7 und ¢ dhnlich, p € K[x] normiert und irreduzibel so, dafl p’ ein Elemantarteiler von
7 und ¢ mit Vielfacheit m € N ist, i € N. Seien R, R’ regulére p*-Komponenten von 7 bzw. ¢ Nach
1.3.15 (i) sind H(w, R) und H(¢, R") beides hermitesche oder beides schiefthermitesche Formen auf
den m-dimensionalen K[z]/pK [z]-Vektorrdumen R bzw. R’. Weil K [z]/pK|[x] ein endlicher Koérper
ist, sind bekanntlich H(w, R) und H(¢, R’) dquivalent. Nach 1.3.8 sind ¢ und ¢ konjugiert in U(f).
|

1.4 Korrespondenzen zwischen f und H

Es seien die Annahmen und Notation des vorigen Abschnittes weiterhin giiltig (cf. 1.3.1, 1.3.13,
1.3.22).

Bemerkung 1.4.1 Seien Y, Z w-Untermoduln von R und a,b € R. Dann gilt:
) Y+S/SLlyZ+85/S< Yp(?‘r)iil 1y Z;

(i) H(a+S,b+S) =0« (ap(m)=1), < (b}#f; Insbesondere ist a+ S ist genau dann H-isotrop,

wenn ann, (a) = p* und (a), nicht regulir ist;

(iil) Y ist genau dann f—regulir, wenn Y + S/S H-regulir ist und es einen w-Modul W mit
R=Y ®W gibt.

Beweis. (i) Seien y € Y und z € Z.

=. Esgilt 0=7(H(y+S,2+5)) = f(yq(m)"~1, 2), also Yp(r)~! =Yq(r)~ Ls Z.

<. Fiir alle a € K[z] gilt 0 = f(ya(m)q(7)~1,2) = 7(a(§)H(y + S,z + S)). Nach Definition von H
folgt hieraus H(y + S,z + 5) = 0.

(ii) folgt unmittelbar aus (i) angewandt auf Y = (a), und Z = (b),.
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(iii) =. Sei u + S € H-rad (Y + S/S), u € Y. Nach (i) gilt dann up(7)i=t € f-rad Y = {0}, i.e.
u € ker p(7)*"1 N R = S. Weiterhin ist W := Y1 N R ein 7-Modul, fiir den R =Y @ W gilt.

<. Sei w € (f-rad Y) Nkerp(w). Weil Y und W m-invariant sind, gilt nach dem Satz von
Krull-Remak-Schmidt ker p(ry) = Yp(r)"~1, also u = yp(7r)i~! fiir ein y € Y. Aus (i) folgt dann
y+S € H-rad Y + S/S = {0}, i.e. y € S = Rp(n). Dies liefert u € Rp(r)’ = {0}. [ |

Das nun folgende Lemma wurde in [48] fiir symmetrisches f bewiesen, der angegebene Be-
weis macht jedoch von der Symmetrie keinen Gebrauch. Vollstéindigkeitshalber wird er hier

wiederholt.

Lemma 1.4.2 Sei r € K[X] ein irreduzibler Teiler von mip(w). Seien u,w € V mit ann,(u) =
rt = ann,(w)*, i € N, derart, daff (u), und (w), nicht regulir sind und (ur(m)' 1), £ (w)+ gilt.
Dann gilt (u)x N (w)r = {0} und L := (u)x ® (W), ist regulir.

Beweis. Seien a € (u), und b € (w), mit 0 # f(ar(r)"=1,b) = f(a,br(7~1)i~1). Demnach gilt auch

(wr* ()"~ He = (wr(z 1) x £ ()

(u)r N {(w), = {0} . Dies ist trivial falls r # r* ist, so dal man r = r* annehmen kann. Aus (u), N
(w), # {0} wiirde dann (ur(7)* 1), = (wr(7)* 1), <rad (w), < (w)+ folgen, ein Widerspruch.

'L = (u)r D (w), ist reguliir’. Sei z € (rad L) N (ker r(m) @ker 7*(m)) < (ur(m) =), & (wr* (7)1,
Wihle a € (ur(m)*=!); und b € (wr*(7)*=1), so, daB z = a + b ist. Dann gilt fiir ¢,d € K|x]:

0= f(ue(m), zd(m)) = f(uc(m),bd(r))

also (b, < (u)+ N (wr*(m)=1),; = {0}, und analog

0 = flwe(r), zd(m)) = f(we(n), ad(r))

also {(a), < (w)+ N (ur(r)"=1), = {0}. Es folgt 2 = 0 und wegen mip(ry) = lem(r, 7*)* damit auch
rad L = {0}. |
Im Kontext der hermiteschen Invarianten bedeutet 1.4.2 folgendes:
Lemma 1.4.3 Seien a,b € R. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) a+ S und b+ S sind H-isotrop und L := (a)x[e) © (b) kg ist eine H-hyperbolische Ebene.

(i) anng(a) = p' = ann,(b), (a), und (b), sind singulir und M = (a), © (b), ist requlir.
Im Fall (R) impliziert jede der beiden gleichwertigen Aussagen (i) und (i) die Aussage

(iii) Es gibt c,d € (a)z D (b)x, so daf8 {c)r und (d), totalisotrop sind und (@) ® b)r = (¢)= ®(d)x

ist.

Beweis. (i) = (ii). Weil L eine Ebene ist, folgt a,b & S und daher ann,(a) = p* = ann,(b). Nach
1.4.1 (ii) sind (a), und (b), singuléir. Weil L H-regulér ist, gilt H(a + S,b+ S) # 0, so daf sich
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{ap(m)i—1), £ (b)#f aus 1.4.1 (ii) ergibt. Nun beweist 1.4.2 die letzte Aussage von (ii).

(i) = (i). Wegen ann,(a) = p' = ann,(b), sind a + S und b + S von S verschieden. Weil
{(a)x, (b)r singulir sind und M regulir ist, gilt (ap(m) Y < (a)t, (bp(m)~1), < (b)E und

{ap(m)i=1); £ (b)L. Nach 1.4.1 (ii) sind a+ S und b+ S H-isotrop und es gilt H(a+S,b+S) # 0.
Insbesondere ist (a)x[e) # (b) k1) und (a) x[e] © (b) k[¢) eine H-hyperbolische Ebene.

(ii) = (iii). Falls i gerade ist, ist Z := (ap(m)"/?); @ (bp(w)"/?); ein totalisotroper Unter-
raum mit dimZ = % dim M. Falls i ungerade ist, ist Z := (ap(m)~1/2) @ (bp(m)+D/2) ein
totalisotroper Unterraum mit dim Z = %dim M.

Sei Y ein weiterer totalisotroper Unterraum von M mit M =Y & Z. Wegen dimY = %dimM =
deg p’ gibt es ein ¢ € GL(Y) mit mip(s)) = p’. Sei ¢ € U(fyr) die nach 1.3.5 eindeutig bestimmte
Fortsetzung von 1, fiir die Zp = Z gilt. Wegen p = p* gilt dann nach 1.3.5 mip(ﬁ)z) = p'.
Folglich sind 7y und ¢ #hnlich. Seien D := Mp(), D' :== Mp(x), E :== M/D, E' := M/D’,
G = H(,p') = H(@, M), G := H(mp,p') = H(mpy, M) und y € Y,2 € Z mit Y = (y); und
Z = (z)y-
Nach (ii) = (i) [mit ¢, y und z anstelle von 7, @ und b] ist E eine G-hyperbolische Ebene. Weil
aus dem gleichen Grund auch E’ eine G’-hyperbolische Ebene ist, sind G und G’ dquivalent.
Dann sind £ und E’ auf kanonische Weise K [¢]-Vektorrdume und E = (y + D) ke @ (2 + D) kg
ist ein 2-dimensionaler K[£]-Vektorraum mit G-isotropen Basisvektoren y + D, z + D, i.e. E
ist eine G-hyperbolische Ebene. Nach obigem ist auch E' = (u + D)k ® (w 4+ D') k[ eine
G’-hyperbolische Ebene mit G’-isotropen Basisvektoren u + D', w + D’. Folglich sind G und G’

dquivalent. Nach 1.3.8 sind 7s und ¢ metrisch konjugiert. |

Wir kommen nun zur Verallgemeinerung von 1.4.3 auf hyperbolische Réume, deren Beweis
jedoch auf dem Spezialfall 1.4.3 beruht.

Lemma 1.4.4 Fs gelte (R). Sei L ein m-invarianter Unterraum von R. Dann sind folgende Aus-

sagen dquivalent:
(i) L+ S/S ist ein H-regulirer, H-hyperbolischer Raum.

(ii) L enthilt einen f-reguliren, f-hyperbolischen w-Modul M, fiir den L+ S/S = M + S/S gilt,
und es gibt totalisotrope m-Moduln Y, Z < M mit M =Y & Z.

Beweis. (i) = (ii). Seien Y,Z < L f-totalisotrope m-Moduln derart, dal ¥ & Z ein reguldrer
m-Modul ist. Es seien Y, Z so gewihlt, da M := Y @ Z maximal ist. Sei U := M+ N L. Dann
gilt L = M@ ,U. Nach 1.4.1 (i) und (iii) gilt L + 5/ = (Y + S/S® Z + 5/S)D xU + S5/S
und VY +5/S®Z+5/S = (Y +2Z)+ S/S ist ein H-reguldrer, H-hyperbolischer Raum mit
H-totalisotropen K[¢]-Unterrdumen Y + S/S,Z + 5/S.

Annahme: U + S/S # {0}. Weil L + S/S ein H-reguldrer, H-hyperbolischer Raum ist, ist
nach dem Witt’schen Kiirzungssatz auch U + S/S ein H-reguliirer, H-hyperbolischer Raum.
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Wiihle a,b € U, so daBl a+5,b+S H-isotrop sind und (a+5) k1) @ (b+S) k¢ eine H-hyperbolische
Ebene ist. Nach 1.4.3 kann man a,b so wéhlen, daf§ daf8 (a), und (b), totalisotrope m-Moduln
sind und N := (a)r @ (b}, < U regulér ist.

Setze Y/ := Y @ (a)r und Z' := Z @ (b)r. Dann sind Y’, Z’ totalisotrope m-Moduln und
Y'®Z = MO N ist ein regulirer, hyperbolischer m-Modul mit der M echt umfaft, ein
Widerspruch zur Wahl von M. Es folgt U < S und damit L +5/S =M + 5/8S.

(ii) = (i). Nach 1.4.1 sind Y + S/S und Z + §/S H-totalisotrop und L + S/S = M + §/S ist
H-reguldr. Also ist L+ S/S =Y +S5/S® Z+ S/S ein H-reguldrer, H-hyperbolischer Raum. W

1.5 Normalformen von Isometrien

Wir benétigen einige Fakten tiber Normalformen von orthogonalen, symplektischen und unitéren
Isometrien, wie man sie zum Beispiel in dem Buch ’Angewandte Lineare Algebra’ von B. Huppert
[43] nachschlagen kann. Weil diese sich jedoch im wesentlichen unmittelbar mit den bereitgestellten
Hilfsmitteln der letzten beiden Abschnitte herleiten lassen, haben wir uns entschlossen, kurze

Beweise anzugeben.

Definition 1.5.1 Sei m € Aut(f). Nenne V # {0} einen orthogonal unzerlegbaren w-Modul, falls
aus V=UQD W fir m-Moduln U und W entweder U = {0} oder W = {0} folgt.

Lemma 1.5.2 (orthogonale Zerlegung in 7-Moduln) Sei 7 € Aut(f). Dann besitzt V eine
Zerlegung V. =V1D ...D Vi in orthogonal unzerlegbare m-Moduln V;. |

Satz 1.5.3 (orthogonal unzerlegbare m-Moduln) Seien m € Aut(f) und V # {0} ein ortho-

gonal unzerlegbarer m-Modul. Dann gehdrt V' zu genau einem der folgenden Typen:

(I) Es gilt mip(m) = p'p** fiir ein i € N und ein p € K[z], das irreduzibel und teilerfremd zu
p* ist. Ferner ist V = ker p'(m) @ ker p*!(), wobei die m-Moduln ker p*(m) und ker p**(r)
m-unzerlegbar (also w-zyklisch) und totalisotrop sind. Insbesondere ist V' ein hyperbolischer

Raum und ein zyklischer w-Modul.

(I1) Esist = =1k, mip(m) = (x£1)" fir eini € N und es gilt V.= U@W fiir zwei w-unzerlegbare
(also mw-zyklische) m-Moduln U, W. Dabei stimmen die Minimalpoynome von my und mw mit

dem von m dberein.

Ist char(K) # 2, so ist i gerade (bzw. ungerade), falls f symmetrisch (bzw. symplektisch) ist.
Ferner gibt es in diesem Fall totalisotrope m-Moduln U, W' mit V =U" & W'.

(IIT) Der w-Modul V ist w-unzerlegbar. Dann gilt mip(w) = p* fiir ein irreduzibles ~-symmetrisches
Polynom p € Klx] und eini € N, und V ist w-zyklisch.
Ist — = 1 und p = = £ 1 und char(K) # 2, so ist i ungerade (bzw. gerade), falls f

symmetrisch (bzw. symplektisch) ist.

Ist — =1k und p =z £ 1 und char(K) = 2, so ist i = 1 oder i ist gerade.
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Beweis. Zunéchst bemerken wir, dafl V' keine echten, nichttrivialen, reguldren 7-Untermoduln U
enthalten kann, da sonst auch U~ 7-invariant und damit V = U@ U+ eine nichttriviale Zerlegung
von V in m-Moduln wiére.

Nach 1.3.6 gilt mip(7) = ged(p, p*)* fiir ein irreduzibles normiertes Polynom p € K|[x] und eini € N.

Fall A: p # p*. Dann ist V = kerp(n)" @ kerp*(r)®. Nach 1.3.6 sind ker p(7)* und ker p*(m)°
¢ mit ann,(v) = p'. Weil dann vp(r)"~1 € kerp(m)’\{0} liegt,
findet man aufgrund der Regularitit von f ein w € kerp*(n)® mit 0 # f(vp(r)"t,w) =
p(0) f (v, wp* ()"~ rdee®)1=9)  Damit ist insbesondere wp*(7)*~! # 0, i.e. ann,(w) = p**. Nach
1.4.2 ist (v); @ (w), ein regulirer m-Modul, so dafl aus der Vorbemerkung V = (v), & (w), folgt.

totalisotrop. Sei v € kerp(w)

Demnach ist V' vom Typ L.

Fall B: p = p*. Nach 1.3.17 ist V bereits eine p’-Komponente. Seien H := H(m,p') und
S := Vp(r). Ferner seien ¢ wie in (1.3.1) und ¢,n wie unter 1.3.13 aus Abschnitt 1.3 definiert.

B1l: H ist nicht symplektisch. Dann gibt es ein a € V, so dafl a + S ein H-anisotroper
Vektor ist. Nach 1.4.1 (ii) ist ann,(a) = p’ und (a), ein regulirer m-Modul. Somit ist V = (a).
und V vom Typ III. Seien ~ = 1x und p € {x + 1,z — 1}. Ist char(K) # 2, so haben wir in
1.3.15 (ii) gesehen, daf ¢ ungerade (gerade) sein muf}, wenn f symmetrisch (symplektisch) ist.
Sei schlieflich char(K) = 2. Beachte, dafl dann das Quadrieren ein Kérpermonomorphismus ist.

Annahme: ¢ = 2j + 1 fiir ein j € N. Wir berechnen

f@+ 1) mw) = flon® o(r +1)¥71) = for® + Lo(r + 1% + f(v,v(r + 1)%7)

DY) =

= flo( + 1% 0(m+ D)7 + fv,o(r + 1))

v(m 4+ 1)? Jz:ﬂ'k o(m+ )Y + flo,o(r +1)%71)
k=0

= (ool + 1P,

Dies impliziert
F(m+1)?,0) = fo(r+1)? " m0)+ f(o(r+1)¥ 71 0) = flo,o(m+1)2 7+ f(o(r+1)7 7 v) = 0.

Hieraus folgt bereits v(m + 1)% € rad V, ein Widerspruch.

B2: H ist symplektisch. Nach 1.3.15 ist dann ~ = 1x und im Fall char(K) # 2 ist ¢ gerade (unge-
rade), falls f symmetrisch (symplektisch) ist. Wihle a,b € V', so dafl a + S und b + S H-isotrop
sind und eine H-hyperbolische Ebene aufspannen. Nach 1.4.3 ist ann,(a) = p* = ann,(b), (a),
und (b), sind singuldr und (a), @ (b)» ist reguldr. Demnach ist V' = (a)r & (b)r vom Typ II. Fiir
char(K) # 2 haben wir in 1.4.3 (iii) die letzte unter (II) aufgefithrte Aussage bewiesen. |

Es sei angemerkt, daB alle in Satz 1.5.3 aufgefiithrten Fille auch tatséchlich vorkommen
konnen. (Fiir Beweise verweisen wir auf das bereits oben zitierte Werk von B. Huppert.)

Ist f symplektisch, 7 € Sp(f) und V ein orthogonal unzerlegbarer 7-Modul vom Typ II, so haben
wir gesehen, dafl V stets eine Zerlegung V = U & W in totalisotrope m-Moduln U und W gestattet,
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vorausgesetzt die Charakteristik von K ist ungleich 2. Diese Tatsache werden wir spater benotigen
um zu kldren, wann eine unipotente unitére Isometrie ein Produkt von zwei unitdren Involutionen
ist.

Fiir char(K) = 2 ist die Sachlage anders. In [43] (Kapitel V, §8, S.588,589, Aufgabe A8.2) wird
ein Beispiel angegeben, bei dem mip(7) = (z + 1)? ist und es keine Zerlegung der oben genannten
Art gibt. (Weitere solche Beispiele mit beliebigem ungeraden Exponenten ¢ > 1 werden wir im
néichsten Abschnitt sehen, cf. 2.2.4 (iii).)

Wir wollen nun auf elementare Weise zeigen, dafl es fiir gerade Exponenten ¢ € N und mip(7) =
(x 4+ 1)%, auch bei Charakteristik 2 stets totalisotrope m-Moduln gibt, die V zerlegen.

Hierfiir benotigen wir zunichst eine in [43] (Kapitel V, §8, S.588,589, Aufgabe A8.1) als Ubungs-
aufgabe gestellte

Bemerkung 1.5.4 Seien char(K) = 2, f symmetrisch und m € Aut(f). Es gelte V = (u)r ® (V)
fiir singulire m-Moduln (u)r, (v); und ann,(u) = (x + 1)* = ann,(v), i € N. Dann ist V ein

orthogonal unzerlegbarer m-Modul vom Typ II.

Beweis. Sei H := H(m, V). Nach 1.3.15 (iv) ist H eine symmetrische Form. Nach 1.4.3 (ii) = (i) ist
V/B(w) eine H-hyperbolische Ebene. Wegen char(K[¢]) = 2 folgt dann bereits, dal H symplektisch
ist. Wiire V orthogonal zerlegbar, so giibe es ein ¢ € V mit ann,(c) = (z + 1)%, so daB {(c), regulir

ist. Nach 1.4.1 wiire dann ¢ + B(7) ein H-anisotroper Vektor, ein Widerspruch. |

Satz 1.5.5 Seien char(K) = 2, f symplektisch und © € Sp(f) mit mip(r) = (z + 1)*, t € N,
derart, dafl V' ein orthogonal unzerlegbarer w-Modul vom Typ II ist. Dann gibt es u,v € V, so daf
(W), (V) totalisotrop sind und V = (u)x & (v), ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber ¢t € N. Wir beweisen:

(¥) Sind a,b € V mit V = (a), @ (b)x, so gibt es a’,b’ € B(n), so daB (a + a’)r und (b + b'),
totalisotrop sind und V = (a + a')» & (b + V') gilt.

Seien a,b € V, so daB V = (a)r @ (b)» ist. Weil V orthogonal unzerlegbar ist, sind (a), und (b)
singuldr. Weil (a(m + 1)2=Y . ((b( + 1)?*71),) der kleinste 7-Untermodul von (a), ((b),) und
rad (a), (rad (b),) m-invariant ist, folgt

(1) {a(m+ 1), <rad (a); ((b(m+ 1)1 <rad (b),).

Induktionsanfang: ¢ = 1. Weil f symplektisch ist, folgt mit dem eben gezeigten, daff (a), und (b),
bereits totalisotrop sind. (W&hle o' =0=10".)

Induktionsschritt: Sei ¢ > 2. Seien B := B(w) und R := F(x) = B(x) N F(r) = radB(w)
und "~ : B — B/R,a — a + R. Dann induziert f auf B/R eine wohldefinierte, regulire,
symplektische Form

f:B/R x B/R,(a,b) — f(a,b)

und 7 eine wohldefinierte Isometrie

7:B/R— B/R,a+— arn
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von f. Setze ¢ = a(r + 1) und d := b(x + 1). Dann gilt B/R = (&) ® (d)z und
annzz = (v + 1)2¢-Y = annz(d). Unter Ausnutzung von (1) berechnet man leicht, daB
(¢)7 und (d ) f-singulér sind. Nach 1.5.4 ist B /R ein orthogonal unzerlegbarer 7-Modul vom Typ
I1. Wir kénnen daher die Induktionsannahme (%) auf B/S, f, #, (¢)z und (d)7 anwenden. Wegen
B(7) = B2(w) findet man deshalb o', b € B(n), so daf fir u:=a+da ,v:i=u(r+1),y:=b4+V
und z := y(7 + 1) die #Moduln (#)7 und ()7 f-totalisotrop sind und B/R = (0); @® (Z)5 gilt.

Wegen 2t > 4 > 3 liegt b3 := b(m + 1)?*=2 in B(m)\{0}. Ziel ist es, einen Faktor A € K so zu

bestimmen, daf$ w := u+ Abs einen totalisotropen 7m-Modul (w), = (w,w(w +1),...,w(7+1)*71)

2t—1

erzeugt. Weil (w), fiir jedes A € K singuldr ist mit w(m + 1) € rad (w);, und weil f

symplektisch ist, ist dies genau dann der Fall, wenn f(w(m + 1)7,w(r + 1)*) = 0 fiir alle
gk €{0,...,2(t — 1)} mit j > k gilt.

Seien j,k € N mit diesen Eigenschaften gewihlt, by := bg(m + 1) = b(m + 1)2¢=D und
by := ba(m + 1) = b(r + 1)?'~! € F(7) = R. Wir betrachten zuniichst den Fall j + k > 3. Man

berechnet
flw(m+ 17 wr+1)F) = f((v+Ab2) (7 + 1) w(m +1)%)
v+ Ab2) 7L (v 4 Abg) (1 + 1)FF72)
v 4 Abo) I w(m 4+ 1) 4 \by (1 1)FT73)
)\bg) Jj— 1 (ﬁ_ + 1)k+j—2)
= Af( o7l T (7 4 1)kH72)

(b~1(7~r+1)k+j—377rj 1 f]ﬁ'k+] 2) 0.

|
>
e

Ferner gilt

flw(r+1)%w) = flwrm+Dmw(r+1)) = f((v+ Abg)m, v+ \b2)
= f(vm + Aby + Aby, v + Aby) = F(07, Abg) + f(Abg, D)
= fO(F + 1), \bg) = (o7, Aba(7 + 1))

F(7, Aby) = 0.

Wegen 4t — 5 > 2t — 1 folgt aus (1):
F(baybg) = F(b(m + 1)V b(m +1)*7%) = f(b(m + )", b 7%) = 0,
also

flwmr+1),w) = flu(m+1)+ Abg,u+ Ab3) = f(u(m+1),u) + f(u(m + 1), Abs) + f(Ab2, u)
= f(u(m+1),u) + f(um, Ab2) + f(Ab2,u) = f(u(m 4+ 1),u) + f(u(m + 1), Abs)
= fu(m+1),u) + f(u, \ba(m + D)™ Y) = flu(m +1),u) + Af(u,by).

Wegen b = (b(r + )2 ~1) = {a)x(m + 1) ® (b),, gilt

flu,by) = fla+d,b(m+1)*Y) = fla,b(r + 1)*71) £0.
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Wihlt man A := f(u(m + 1),u)f(u,b;) "1, so hat w die gewiinschten Eigenschaften. Analog findet
man ein § € K, so daf§ e := y + da(m + 1)*73 einen totalisotropen m-Modul erzeugt. Offenbar ist
ann, (w) = (z+1)2~! = ann, (e). Wegen w(r+1)%"1 = a(7+1)?* " und e(7+1)%' "1 = b(741)2 -1
gilt (w(m + 1)%71), # (e(rm + 1)?'~1), und daher bekanntlich (w), N {e), = {0}. Wir erhalten
somit eine Zerlegung V = (w), @ (€), der gewiinschten Art und w, e haben die unter (%) geforderte
Gestalt. (Wihle a” := a’ + \b3 € B(n) und b’ := b’ + da(7 + 1)*73 € B(n). Dann gilt w = a + a”
und e =b+1b".) |



30



31

Kapitel 2

Eine Kennzeichnung der Produkte

von zwel unitiren Involutionen

Wir betrachten folgendes Problem:
(P) Gibt es eine einfache algebraische Beschreibung der Produkte von zwei unitéiren Involutionen?

Wir listen zunéchst in knapper Form Beispiele klassischer Gruppen auf, fiir die eine befriedigende
algebraische Beschreibung der Produkte von zwei Involutionen vorliegt.
1. Allgemeine lineare Gruppen (D.Z. Djokovié [24], M.J. Wonenburger [79]):

Ein 7 € GL(V) ist genau dann ein Produkt von zwei Involutionen aus GL(V'), wenn 7 dhnlich

zu w1 ist.

2. Orthogonale Gruppen (D.Z. Djokovié [23], E.W. Ellers und W. Nolte [29], R. Gow [38], M.J.
Wonenburger [79)):

Jede Isometrie einer orthogonalen Gruppe ist ein Produkt von zwei Involutionen.

3. Symplektische Gruppen.
Charakteristik = 2 (E.W. Ellers und W. Nolte [29], R. Gow [38]):

Jede Isometrie einer symplektischen Gruppe iiber einem Korper der Charakteristik 2 ist ein

Produkt von zwei Involutionen.
Charakteristik # 2 (K. Nielsen [56]):

Seien f eine symplektische Form, char(K) # 2 und n := dim V. Dann ist 7 € Sp(f) genau

dann ein Produkt von zwei Involutionen, wenn es eine Darstellung

P 0 t]undMB(f):[o 1]

MsM =10 (py 10

gibt, wobei P € GL,,/2(K) éhnlich zu P~ ist (B eine Basis von V).
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Ist nun f eine reguldre ~-hermitesche Form und 7w € U(f) ein Produkt von zwei Involutionen
p,o € U(f), so ist m, wie es fiir Produkte von zwei Involutionen in beliebigen Gruppen stets der

Fall ist, konjugiert zu = *

= 7?7 = 7. Dies ist also in Hinblick auf das Problem (P) stets eine
notwendige Bedingung. Wie man sich aber am Beispiel einer unitéren Transvektion iiber einem
endlichen Korper der Charakteristik # 2 klarmachen kann, ist sie aber nicht hinreichend.

Unser Ansatz ist der folgende: Mit 7 ist auch jedes Element der Konjugiertenklasse Q := 7V(/) von
7 ein Produkt von zwei unitéren Involutionen. Diese ist nach Satz 1.3.8 (bis auf einige Ausnahmen
bei Korpercharakteristik 2) eindeutig durch die Aquivalenzklassen der f-hermiteschen Invarianten

von 7 festgelegt. Das Problem lautet daher:
(P’) Zu welchen Aquivalenzklassen gehéren die f-hermiteschen Invarianten von 7 ?

Dieses Problem ist eng mit einem anderen verkniipft, zu dessen Formulierung wir bemerken, daf3
fiir ein ¢ € K* mit ¢ = —¢ die Abbildung

sp:VxV —F s¢a,b) :=uf(a,b)— f(b,a))

eine wohldefinierte regulire symplektische Form auf dem F-Vektorraum V' ist. Es ist Sp(sy) von
der Wahl von ¢ unabhéngig und U(f) < Sp(sy) (cf. 2.1.2 unten).

(P”) Zu welchen Aquivalenzklassen gehoren die s -hermiteschen Invarianten von m ?

Bis auf oben angesprochene Ausnahmen bei Korpercharakteristik 2 lautet eine Antwort auf das
Problem (P):

7 € U(f) ist genau dann ein Produkt von zwei unitéren Involutionen, wenn n fhnlich zu 7—*

ist

)

und alle s¢-hermiteschen Invarianten von 7 hyperbolische Formen sind (cf. 2.3.1 unten).

2.1 Symplektisierung und Symmetrisierung

Von nun an setzen wir ~— # 1k voraus. Damit ist f eine reguldre ~-hermitesche Form. Auflerdem
sei ¢ € K* mit 7 = —¢ und im Fall char(K) =2 w € K* mit @ = w+ 1 fest gewihlt. (Beachte, daf
¢ in dem Fixkorper F' von ~ liegt, falls K die Charakteristik 2 hat.)

Bemerkung 2.1.1 Jeder K -Vektorraum W ist auf natiirliche Weise auch ein F-Vektorraum. Die-
ser sei mit Wg bezeichnet. Ist B eine K-Basis von W, so ist B 0 {vblb € B} fir jedes v € K\F
eine F-Basis von Wg. Ist W endlich-dimensional, so gilt insbesondere dim Wrp = 2dim W. Fer-
ner gehort jedes m € Hom(W) auch zu Hom(Wg) und wir schreiben oft deutlichkeitshalber wp,
wenn © ausdricklich als F-Endomorphismus aufgefafit werden soll. Mit dieser Notation ergeben

sich folgende Zusammenhdinge:
(i) detwp = det wdet 7r;

(ii) char(mp) = char(m)char(r);

(iii) mip(7r) = lem(mip(7), mip());

(iv) anng,(v) = lem(ann, (v), ann, (v)) fir alle v € V;
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(v) Ein Polynom ' € F[x] ist genau dann ein Elementarteiler von wp, wenn es einen Elementar-

teiler r € Klx] von m mit ' = lem(r, ) gibt.

(vi) Ist v € V, so gilt (V)r = (V)rp + (VO rp. Ist anng(v) teilerfremd zu anng(v), so ist (V) =

(V) rp- Liegt anng (v) in Flz], so gilt (vV)r = (V)rp BF @V)rp.

(vii) Seien r ein Elementarteiler von m, R eine r-Komponente und R eine 7-Kompnente, falls 7
ein Elementarteiler von 7 ist, bzw. R = {0} andernfalls. Im Fall r = 7 € F[x] gelte R = R.
Fiir v := lem(r,7) ist dann R’ := (R + R)p eine r'-Komponente. Die Vielfachheit des
Elementarteilers v’ von wp ist die Summe der Vielfachheiten von r und 7 als Elementarteiler

von w. Insbesondere hat r' eine gerade Vielfachheit, wenn r =T ist. |

Definition/Satz 2.1.2 (i) Die Abbildung

Sf = L(f—f):VF XVFHF?(avb)'_)L(f(a”b)_f(b’a))

ist eine reguldre symplektische Form auf Vi und heifst eine Symplektisierung von f. Weil
es zu jedem k € K* mit k = —k ein A € F* mit \o = & gibt, gilt h == r(f — f) = Asy und
damit Sp(h) = Sp(sy). In diesem Sinne kann man von sy als der Symplektisierung von f

sprechen.

(ii) Die Abbildung
of ::f+.f_:VF x Vg _>F7(aab) '_)f(aab)+f(bva)

ist eine requldre symmetrische Form auf Vi und soll Symmetrisierung von f genannt werden.
(iii) Ist char(K) # 2, so gilt sy = of o (t1y x 1y) [of = spo (L7 1y x 1y)] und damit
f=utsp4+or=1"top0(ly x1y)+op=1"tsp+sp0 (0 Hy x 1y).
Ist char(K) = 2, so gilt sy = w05 und f = oy o (ly X wly) +woy.
(iii) FEs gilt stets
U(f) = Sp(s7) N GL (V) = O(oy) N GL(V) < Sp(s7) 1 Ooy).
Im Fall char(K) # 2 ist U(f) = Sp(sy) N O(oy).

(iv) Fir Teilmengen U, W von V mit K-U C U und g € {oy,ss} gilt U Ly W genau dann,
wenn U Ly W. Insbesondere ist ein K-Untervektorraum von V genau dann f-regulir, wenn

er sg-requldr (of-reguldr) ist. [

Bemerkung 2.1.3 Sei w € U(f) und r ein ~-symmetrischer Elementarteiler von . Seien wei-
terhin R eine reguldire r-Komponente und R eine requldre 7-Komponente von w, falls T ein Ele-
mentarteiler von 7 ist, bzw. R = {0} andernfalls. Der wp-Modul R' := (R + R)p ist dann eine

sy-regulire (oy-regulire) r'-Komponente von mp.
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Beweis. Nach 2.1.1 (vii) ist R’ eine r’-Komponente von 7p. Nach 2.1.2 (iv) ist R’ sy-reguldr

(op-reguldr). [

Ist nun m € U(f) ein Produkt von zwei unitdren Involutionen p und o, so sind pp und op
Involutionen aus Sp(sy), also ist m dhnlich zu 7~ und 75 ein Produkt von zwei s s-symplektischen
Involutionen.

Ein Ziel ist es, fiir char(K) # 2 die Umkehrung dieser Aussage zu etablieren (cf. 2.3.5 unten).

2.2 Unitédre Darstellungen von Diedergruppen
Als eine triviale Folgerung aus 1.3.5 notieren wir zunéchst das

Lemma 2.2.1 Fs seien die Voraussetzungen wvon 1.3.5 erfillt und es gelte (VA B,f) =
(W,C,D,g). Ist dann 7 ein Produkt von zwei Involutionen p,o, so sind p,6 € U(f) Involutio-

nen, und es gilt 1 = po. ]

Das nun folgende einfache aber niitzliche Lemma charakterisiert im Fall char(K) # 2 die Zweier-

produkte 7 von Involutionen in U(f), fiir die V' m-unzerlegbar ist.
Lemma 2.2.2 Sei w € U(f) und V sei w-zyklisch.

(i) Ist mip(rw) symmetrisch und gibt es ein v € V. mit V = (v}, und f(vr®,vr?) = f(vrd vr?)

fiir alle i,j € Ny, so ist © ein Produkt von zwei Involutionen aus U(f).

(ii) Ist m ein Produkt von zwei unitiren Involutionen, V m-unzerlegbar und gilt [char(K) # 2
oder mip(m) ¢ {(z + 1)*;t € N}/, so gibt es ein v € V mit V = (v); und f(vr’,onl) =
fond jurt) € F fiir alle i,j € No.

Beweis. (i). Sei n := dimV. Definiere p,c € GL(V) durch vr’p := ovr" ! und
vrlo = or"¢ fir i € {0,...,n — 1}. Dann gilt 7 = po, p? = 1 und vrlo? = or'
fir alle ¢« € {1,...,n — 1}. Weil mip(r) = > !piz’, p, = 1, symmetrisch ist, gilt auch
vo? = vr"o = —vzzzolpmnfi —v+v = —vr"mip(m)(7~!) + v = v, also ¢ = 1. Fiir
i,j € {0,...,n — 1} gilt f(vrio,vmio) = flor" "t or" 7)) = f(vrd,vrt) = f(ort, vnd), also

o € U(f). Weil U(f) eine Gruppe ist, gehort auch p = wo zu U(f).

(ii). Seien p,0 € U(f) Involutionen, fiir die # = po gilt. Weil V m-unzerlegbar ist, ist
mip(r) = p* fiir ein normiertes, irreduzibles Polynom p € K[z] und ein i € N.
Annahme: F(p) +F(0) # V # F(p) + B(p). Dann gilt insbesondere char(K) = 2, B(p) C F(p) und
B(o) C F(o) und damit

B(m) € B(p) +B(o) & V.

Dies impliziert p = « + 1. Nach Voraussetzung ist dann ¢ = dim V' ungerade. Wegen dim B(7) =
dimV — 1 folgt B(w) = B(p) + B(0) = F(p) + F(¢) und damit F(r) = B(x)* = F(p)* NF(o)*
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B(p) N B(o). Insbesondere gilt dim B(p) N B(o) = 1. Es folgt :

dimV = dim(B(p)+ B(0)) + dimF(n)

dim B(p) + dim B(c) — dim B(p) N B(o) + dim F(7)
dim B(p) + dim B(o)

und

dim B(p) dimV — dimF(p) = dimB(p) + dim B(c) — dim F(p)

= dimB(o) — (dimF(p) — dimB(p)) > dim B(o)
und analog dimB(c) > dimB(p), also dimB(o) = dimB(p) und dimV = 2dim B(o) ist gerade,

ein Widerspruch.

Es gibt daher ein € {p, o} und ein v € F(n) UB(n) mit ann,(v) = p’. Dann gilt V = (v), und

flon? ort)y = forin,vrln) = flogr=9 oprt)

= flor 7, on7 Y = flort,vn?)
fir alle 7,1 € Ng. |

Korollar 2.2.3 Secien 7 € U(f) mit mip(r) = (x & 1)t und V ein orthogonal unzerlegbarer -
Modul.

(i) Ist char(K) # 2, so ist ™ genau dann ein Produkt von zwei unitiren Involutionen, wenn t

ungerade ist.

(ii) Ist char(K) = 2, so ist m genau dann ein Produkt von zwei unitiren Involutionen, wenn t

gerade oder =1 1ist.

Zum Beweis benétigen wir einige fiir sich interessante Tatsachen, welche in der folgenden Zwi-

schenbemerkung festgehalten werden sollen.
Bemerkung 2.2.4 FEs seien die Voraussetzungen von 2.2.3 erfillt.

(i) Ist char(K) # 2, so ist Vg genau dann ein sy-orthogonal (og-orthogonal) unzerlegbarer mp-

Modul, wenn t ungerade (gerade) ist.

(i) Ist char(K) =2 und v € V mit ann, (v) = (x + 1), so gilt f(v,v(m + 1)) € F*. Istt > 1
ungerade, so gilt zusdtzlich f(v,v(m +1)72) & F.

(iii) Ist char(K) =2, so ist Vg ein sg-orthogonal unzerlegbarer mp-Modul, und es gibt genau dann

ein u € V. mit der Figenschaft
(%) anng(u) = (z + 1)" und (u)r, ist sy-totalisotrop,

wenn t gerade oder =1 ist.



36

Beweis. Sei p := mip(n). Es ist 7 dhnlich zu 7~! und V eine reguliire p-Komponente. Nach 2.1.3 ist
auch Vg eine regulire p-Komponente. Aus dim Ve = 2dim V folgt bereits, dafl p als Elementarteiler
von 7 die Vielfachheit 2 besitzt. Behauptung (i) folgt nun aus 1.5.3 (II) und (IIT). Sei char(K) = 2
(ii). Wegen (v(m +1)!"1) = F(x) = B(n)* gilt

0#£0:= fv,o(r+ 1) = flo(r + 1) 7=t v) = flo(r +1)71 v) € F*.

Seien ¢t > 1 ungerade und i := (¢ — 1)/2 € N. Man berechnet
Flm+ D)o@ +1) = fo(r+ 1) o(r' +1)%) = fo(r + D Lo(r+ 12 _7!)?) =

somit

§ = fw,o(m+1)%) = flo,o(n+1)* 1) + f(v,v(r + 1)1
flo(r+ 1% or®) + fv,0(r +1)%7)

= flo(r+ )% o@* + 1) + folr + 1)) + fu,o(r +1)%71)
= fu(r+1)*" o)+ flo,o(m +1)*7H).

v\

Also liegt f(v(m + 1)%*=1 v) nicht in F.

(iii). Es gilt V@ = (U)rp ® (W0)rp (cf. 2.1.1 (vi)). Aus (ii) folgt sy(v,v(m + 1)) = 0 =
s¢(wv,wo(m 4+ 1)1, und hieraus v(m + 1)1 € sp-rad (v)r, und wo(r + 1)1 € sp-rad (WV)rp.
Nach 1.5.4 ist V; ein sg-orthogonal unzerlegbarer mp-Modul. Ist ¢ gerade, so gibt es nach 1.5.5
ein u € V mit der Eigenschaft (). Ist ¢ = 1, so ist (v);, eindimensional und trivialerweise
sf-totalisotrop. Ist ¢ > 1 ungerade, so kann es wegen der zweiten Aussage unter (ii) keinen Vektor

u mit der Eigenschaft (%) geben. [ |

Wir kommen nun zum Beweis von 2.2.3.

Sei p := mip(r).

(i) =. Nach 2.2.2 gibt es ein v € V mit V = (v), und f(vr’,on?) = f(vr?,vr’) € F fiir alle
1,7 € No. Seien U := (V)n,, G die Gramsche Matrix von f und H die von (of)y beziiglich der
Basis (v,...,vr!™1). Dann gilt H = 2G. Wegen char(K) # 2 ist H invertierbar, also U ein von Vz
verschiedener oy-regulérer, oy-orthogonal unzerlegbarer mp-Modul. Nach 2.2.4 (i) ist ¢ ungerade.
<. Nach 2.2.4 (i) ist Vy ein sy-orthogonal unzerlegbarer mp-Modul vom Typ II. Nach 1.5.3 (II)
gibt es ein v € V mit ann,,. (v) = p, so daBl (v}, ss-totalisotrop ist. Dies bedeutet f(vr®,vm?) € F

fiir alle 4,7 € N. Nach 2.2.2 ist 7 ein Produkt von zwei unitéren Involutionen.

(ii) =. Selen ¢t = 2i + 1, ¢ € N. Nach 2.24 (ii) und 2.2.2 (ii) kann 7 kein Produkt von
zwei unitéren Involutionen sein.

<. Sei t gerade. Nach 2.2.4 (iii) gibt es ein ein Vektor u € V der die dortige Bedingung (x) erfiillt,
so daf} die Behauptung wiederum mit 2.2.2 (i) (angewandt auf u) folgt. [ |

Der nun folgende Satz zeigt, wie sich beliebige Zweierprodukte von unitdren Involutionen
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in direkte orthogonale Summen von ’elementaren’ Zweierprodukten unitérer Involutionen zerlegen
lassen. Es handelt sich hierbei um das unitére Analogon der Ergebnisse aus [48] von F. Kniippel
und K. Nielsen und [56] (Satz 7.1) von K. Nielsen fiir orthogonale bzw. symplektische Gruppen
iiber Korpern der Charakteristik # 2. Fiir eine allgemeine Klassifikation endlich-dimensionaler
Darstellungen von Diedergruppen sei auf die Arbeiten von S.D. Berman und K. Buzasi [4], D.Z.
Djokovi¢ [25], V.M. Bondarenko [5] und C.M. Ringel [62] hingewiesen.

Satz 2.2.5 Seiw € U(f) ein Produkt von zwei unitiren Involutionen p und o. Es gelte char(K) # 2
oder x + 1 sei kein Teiler von mip(w). Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung V.= O o Vi in
w-, p- und o-invariante Unterrdume Vi, so daf fiir jedes | € L A := V; einer der folgenden

Bedingungen gendigt :

(i) A = U ® W ist ein orthogonal unzerlegbarer w-Modul vom Typ I mit totalisotropen, -

unzerlegbaren, p-invarianten w-Moduln U und W .

(i) A = U @ W ist ein orthogonal unzerlegbarer m-Modul vom Typ I mit totalisotropen -
unzerlegbaren m-Moduln U und W = Up.

(iii) A=(UaaW)D (Y& Z), sowohlU W als auch Y @ Z ist ein orthogonal unzerlegbarer -
Modul vom Typ I mit totalisotropen w-unzerlegbaren w-Moduln U, W, Y =Up und Z = Wp.

(iv) A=UQ W, U und W = Up sind orthogonal unzerlegbare 7w-Moduln vom Typ III und

mip(7y) st nicht symmetrisch.

vy A=UeW,U = Up und W = Wp sind m-unzerlegbare nichitregulire m-Moduln mit
mip(my) = mip(mw ) = (z £ 1) fiir ein t € N.

(vi) A ist ein orthogonal unzerlegbarer w-Modul vom Typ III mit Minimalpolynom mip(wa) = p'

fiir ein irreduzibles, symmetrisches p € Flz] und eint € N. Ist p = x £ 1, so ist t ungerade.

Beweis. Weil 7 als Produkt von zwei Involutionen zu 7~! #hnlich ist, ist mip(7) sowohl symme-
trisch als auch ~-symmetrisch. Demnach ist » € K[z] genau dann ein Teiler von mip(w), wenn r*,
r* und 7 ein Teiler von mip(w) ist. Ist p ein irreduzibler Teiler von mip(w), so haben p, p*, p*,p
denselben Exponenten j in der Primfaktorzerlegung von mip(w) in K[z]. Setze C := kerp(nm)’,
C* = kerp*(n)?, C* := kerp*(r)? und C := kerj(r)/. Wegen 7 = 7~ haben wir Cp = C*
und C*p = C. Weil B := C 4+ C* + C* + C ein reguléirer m-Modul ist, kann man 0.B.d.A. V = B
annehmen. Offenbar geniigt es zu zeigen, daf es einen reguldren m-Modul A gibt, der eine der
Bedingungen (i)-(vi) erfiillt, weil nimlich in diesem Fall V = AD At und A+ = Atp = Atr gilt,
so daf} die Behauptung per Induktion iiber dim V' folgt.

1L.Fall: p* # p = p*. Dann git V = C ® C*, und C = C* und C* = C sind totalisotro-
pe, p- und o-invariante Unterrdume. Wegen p # x — 1 gilt C = B(n¢) = B(pe) + Bloe)
und C* = B(ne») = B(pe~) + B(oe~). Es gibt demnach ein n € {p,o} und ein ¢ € B(nc) mit
ap(m)?=1 # 0. Weil V regulér ist, gibt es ein s € {p, 0} und ein b € B(kc+) mit (ap(7)? 1), £ (b)L.

Insbesondere gilt ann, (b) = p*7. Es sind (a), und (b), totalisotrop und damit insbesondere nicht
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reguldr und p- und o-invariant. Nach 1.4.2 gilt (), N (b)r = {0} und A := (a) ® (b)- ist ein
regulérer, orthogonal unzerlegbarer m-Modul. Folglich erfiillt A die Bedingung (i).

2.Fall: p* # p = p. Dann gilt V = C & C*, und C = C*p ist totalisotrop. Annahme: Fiir
alle a € C ist f(ap(7)’~,ap) = 0. Seien a,b € C und A € K* mit A # —\. Dann gilt

0= f((Aa+b)p(m) =", (Aa+b)p) = f(Aap(m)’™",bp) + f(bp(m)'~", Aap).

Wegen p = p folgt

Af(ap(m)? =1 bp) = —f(bp(m)’ =, Aap) = —f(b, Aapp(x~")7 1)
= f(bp, ap(nY 1) = ~XF(ap() L, Bp).

Dies impliziert f(ap(m)?~1,bp) = 0, also Cp(7)? =1 < (Cp)*+ = C**, ein Widerspruch.

Es gibt also ein @ € C mit (ap(7)?~ 1)), £ (ap):. Weil dann insbesondere ann,(a) = p/ =
ann, (ap)* gilt, und weil (a), und (ap), totalisotrop sind, folgt aus 1.4.2, daB {(a), N (ap)> = {0}
und A := (a)x ® (ap)~ ein regulérer, orthogonal unzerlegbarer m-Modul ist. Er erfiillt also die

Bedingung (ii).

3.Fall: p* # p # p* # p*. Damn gilt V = (C ® C*)D (C* @ C) und C,C*,C* und C sind
totalisotrop. Wihle a € C, b € C* mit {ap(7*~1)), £ (b)+. Dann gilt auch (app(7)* 1), £ (bp)=.
Weil dann p/ = ann,(a) = anng(ap)* = anng(b)* = anng(bp) ist und U := (a)r, W = (b)n,
Y := (ap)x, Z := (bp)r totalisotrop sind, erhélt man aus 1.4.2, daB UNW = {0} =Y NZ
ist, und U & W, Y & Z reguldre, orthogonal unzerlegbare m-Moduln sind. Folglich erfiillt
A=UadW)D (Y & Z) die Bedingung (iii).

4.Fall: p* = p # p*. Dann gilt V = CQ C*. Wihle a € C derart, daB (a), ein reguldrer
m-Modul ist. Dann ist auch {(ap), < C* regulidr. Also erfiillt A := (a),D (ap). die Bedingung(iv).

5Fall: p* = p = p*. Damn gilt V = C = C* = C* = C. Wegen char(K) # 2 oder
p # x+1gilt V =F(p) + B(p) + F(o) + B(o). Es gibt demnach ein n € {p,o} und ein
a € B(n) UF(n) mit ap(7)?~! # 0. Ist der 7-Modul {(a), reguliir, so muf im Fall char(K) = 2 und
p=x=+1 jmnach 2.2.3 (i) ungerade sein, womit (vi) zutreffen wiirde. Man kann daher 0.B.d.A.

annehmen :
(1) {c), ist fiir kein ¢ € B(p) UF(p) UB(c) UF(0) mit ann,(c) = p’ reguliir.

Weil V reguliir ist, gibt es ein K € {p,0} und ein b € B(k) U F(x) mit {(ap(7)I~1), £ (b)<.
Weil dann auch ann, (b) = p’ folgt und weil {a), und (b), nach (1) nicht reguliir sind, gilt nach
142 (a)x N (by, = {0} und A := (a)x & (b), ist ein reguldrer p-invarianter m-Modul und wir
kénnen V' = A annehmen. Falls p = = £ 1 und j gerade ist, erfiillt er die Bedingung (v), so

dal man weiterhin p # x+1 oder j ungerade annehmen kann. Wir unterscheiden diese beiden Fille.

5.1. p = x + 1. Nach Voraussetzung ist dann char(K) # 2. Weil j ungerade ist, gibt es ein
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c € V mit ann,(c) = p’, so daB (c), regulér ist (cf. 1.5.3). Nach 2.2.3 (i) und 2.2.2 (ii) kann man

¢ so wahlen, daf
(2) f(em*, cp(n)i—1) € F* fiir ein k € Z

gilt. Wegen V =F(p)D F_1(p), findet man y € F(p) und z € F_;(p) so, daB ¢ = y + z ist. Wegen
(1) gilt dann (yp(m)? 1), < rad (y)r und (2p(7)?~1), < rad (2),. Wegen char(K) # 2 folgt nun
ein Widerspruch zu (2):

flem® ep(m)? ™) = flyn*, 2p(n)~1) + f(an® yp(x)'~)
= flyr®, zp(m) =) + f(zm*p,yp(m) " p)
= flym*, zp(r) ") + fzpr* ypp(r YY)
= flym", zp(n)’ =) = flenF yp(n= 1))
= flym", zp(x)’ =) = fzp(m)’ "t yn")
= flyr*, 2p(r) ") = fymk, 2p(n)i—1) & F*

52. p # x =+ 1. Weil p symmetrisch ist, ist dann p(0) = 1 und deg(p) = 2! gerade, [ € N.
Setze v := w! (=) p(7)7 =1 (vgl. 1.3.10). Dann gilt

(3) Wl(jfl)p(fl)jfl — Wl(jfl)fﬂ(jfl)pxh)jfl =
Fiir k € {p, 0} ergibt sich hieraus

(4) = w9,
Es ist

gi=foWx1ly): VXV =K, (uv)— flup,v)
eine ~-Sesquilinearform, die wegen (3) ~-symmetrisch ist, und das Radikal R := Vp(r) besitzt
(vgl. 1.3.14). Fiir k € {p, 0,7} ist Rk = R, und damit die Abbildung
kE:V/IR—V/Rv+R—vk+R

wohldefiniert und eine Isometrie der von g auf V/R induzierten reguldren ~-hermiteschen Form

§g:V/IRxV/R— K,(u+ R,v+ R) — g(u,v)

(cf. (4)). Es ist mip(7) = p # « £ 1. Also ist # = po insbesondere keine Involution und damit
p # *1ly/r. Man findet daher ein v € V' mit g(v + R, (v + R)(p + 1)) [Dies ist méglich, denn im
Fall char(K) # 2 ist F(p) # {0} g-regulédr, enthélt also einen g-anisotropen Vektor v + R. Fiir
char(K) = 2 folgt dies unmittelbar, indem man zum Beispiel eine Normalform von p betrachtet
(cf. 1.5.3 (II1)).] Wegen V = B(w) = B(p) ® B(o) = F_1(p) ® F_1(0), gibt es u € F_1(p) und
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w € F_1(0) mit v =« + w. Man berechnet nun:

0 # g+ R (v+R)(p+1)=gv,v(p+1))
= g, wlp+1)) + g(w,w(p+1)) = g(w,w(p+1))
= —g(w,wm) + g(w, w) = g(w, w(l - 7))
= flor' T p(r) 7 w(l - ).
Hieraus folgt (wp(r)’~1), £ rad (w)E und ann, (w) = p’. Damit ist (w), regulir, ein Widerspruch

zu (1). [ |

Korollar 2.2.6 Sei char(K) # 2 und m ein Produkt von zwei unitiren Involutionen; dann hat

jeder Elementarteiler der Form (x + 1), t € N, von 7 eine gerade Vielfachheit. |

Ist 7 #hnlich zu 7—! und K ein endlicher Korper mit char(K) # 2, so wird sich herausstellen, daf
auch die Umkehrung von 2.2.6 gilt (cf. 2.3.6 unten).

2.3 Der Charakterisierungssatz

Wir kommen nun zu der eingangs motivierten Kennzeichnung der Produkte von zwei unitiren

Involutionen.

Satz 2.3.1 (Charakterisierungssatz) Sei m € U(f). Es gelte char(K) # 2, oder = + 1 sei kein

Teiler von mip(r). Folgende Aussagen sind dquivalent :
(i) m ist ein Produkt von zwei unitiren Involutionen.

(ii) 7 ist d@hnlich zu w1, und fiir jeden irreduziblen, ~-symmetrischen Teiler p von mip(7) besitzt
E := kerp(m)>™ + kerp*(m)> eine Zerlegung E = @ jc;((uj)x © (wj)n)D jer(vi)r mit
folgenden Eigenschaften:

(a) (uj)m, (wj)x sind totalisotrop und es gilt anny(u;) = lem(p,p*)ki = ann,(w;) fir ein
kj e N.

(b) f(um®, un®) = f(urb,ur?) € F fir alle a,b € Ny und ann, (v;) = lem(p, p*)* fiir ein
k; € N.

(iii) Es gibt eine Zerlegung V = O ;c;((uj)r © (wj)x)D 1 (vi)x mit folgenden Eigenschaften:

(a) (uj)x, (wj)x sind totalisotrop und es gilt anny(u;) = lem(r,7*) = ann,(w;)* fir einen
Elementarteiler r von .

(b) f(vm®, ) = f(umb,ur®) € F fiir alle a,b € Ny und ann,(v;) = lem(r,7>) fiir einen
Elementarteiler r von .

(iv) Es gibt eine Basis B von V derart, dafs

A
Mp(m) = AT s M(f) =11 0
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gilt, wobei A dhnlich zu A™1 ist und B, L € F7*J fiir ein j € Ny.
v) 7 ist dhnlich zu 7" und alle s¢-hermiteschen Invarianten von m sind hyperbolische Formen.
f

Beweis. (1) = (ii). Seien p,o € U(f) Involutionen, fiir die 7 = po gilt. Als Produkt von zwei
Involutionen ist 7 #hnlich zu 7~!. Seien p ein irreduzibler, ~-symmetrischer Teiler von mip(~),
p' :=lem(p, p*) und E := ker p'(7)>°. Weil E ein regulirer p- und o-invarianter w-Modul ist, gibt
es eine orthogonale Zerlegung V = @ ;<. V; in 7-, p- und o-invariante Unterrdume V;, so daf} fiir
jedes I € L der Raum V] einer der Bedingungen (iv)-(vi) aus 2.2.5 geniigt. Seien | € L und A := V.
1.Fall: p # p*. Dann hat A die Eigenschaft 2.2.5 (iv). Es gibt demnach ein a € A, so dafl ann,(a) =
pk fiireink € Nund A = (a),D (ap), gilt. Fiir w := a+ap ist dann ann, (w) = pp* und 4 = (w).
Wegen w € F(p) gilt

f(wn? wrk) = fwrd p,wr*p) = flwprn ™, wprn™%) = f(wr®, wrl) € F

fiir alle j, k € N. Folglich erfiillt A die Bedingung (b) aus (ii).

2.Fall: p = p*. Dann hat A entweder die Eigenschaft (v) oder (vi) aus 2.2.5. Falls A die
Eigenschaft (vi) aus 2.2.5 besitzt, so erfiillt A nach 2.2.2 (ii) die Bedingung (b) aus (ii). Falls A die
Eigenschaft (v) aus 2.2.5 besitzt, so gibt es nach 1.4.3 a,b € A, so daf (a), und (b), totalisotrop
sind und A = (a); @ (b), gilt. Dabei ist ann,(a) = ann, (b) = p* fiir ein geeignetes k € N. Folglich
erfiillt A die Bedingung (a) aus (ii).

(ii) = (iii). Seien T die Menge der normierten Primteiler von mip(r) und S := {s € T;s* = s}
die Teilmenge der ~-symmetrischen. Sei R C T\ S derart, da} R* := {r*;r € R} = T\(RU S) ist.
Dann gilt 7= R U R* U S und

V=0 ,cplkerr(m)® @kerr*(m)>*)D ,cgkers(m)™.
Weil 7 &hnlich zu 7! ist, kann man 0.B.d.A. annehmen, da8
V =kerr(m)> + ker r*(m)* + ker 7 (7)*° + ker 7#(m)*>°

fiir ein r € T gilt. Falls r = r* ist, folgt die Behauptung sofort aus (ii), so dafi man r # r*

annehmen kann.

Fall A: 7* # 7 # 7. Dann gilt V = @O ;c;((aj)x © (bj)x)D jer({ct)x @ (di)~) fiir totalisotrope
m-Moduln (@), (b;), (c1)xs (di)x mit anng (a;) = ann, (b;)*, anng (¢;)* = ann,(d;) € {r¥;k € N}.
Weil 7 #hnlich zu 7! ist, kann man J = L und ann,(a;) = ann,(b;)* = ann,(c;)* = ann,(d;)
fir alle j € J annehmen. Setze u; := a; + ¢; und w; := b; + d;. Dann haben u; und w; die in (iii)

(a) geforderten Eigenschaften.

Fall B: r* # r* = r. Dann gilt V. = @ ;c;((uj)x © (w;)r) fiir totalisotrope m-Moduln
(), (wj)r mit ann, (u;) = ann, (w;)* € {r*;k € N}, also geniigen die u; und w; der Bedingung

(a) aus (iii).
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Fall C: r* = r*. Dann gilt V = @ ;c;({uj)r © (w;)x) fiir totalisotrope m-Moduln (u;)z, (w;)~

mit ann.(u;) = anng(w;)* = ann;(w;)* € {r¥;k € N}. Man kann daher |J| = 1 an-
nehmen und die Indizies in obiger Notation weglassen. Wegen r = 7,r* = r* € Flx] gilt
anng, (u) = r* = ann,,.(w)* fir ein £ € N und Vp = (U)r, @ (VU)rp © (W)np & (VW) r,

fir ein v € K\F (cf. 2.1.1 (vi)). Mit dem Normalformensatz 1.5.3 (I) und dem Satz von
Krull-Remak-Schmidt folgt Vi = ((a)rp @ (0)rp)D o, ((C)rp @ (d)rp) fiir sp-totalisotrope
7p-Moduln (a)r,, (D) rp, (C)xps (d)rp mit 7% = anng, (a) = anng(a) = ann,,(c) = ann,(c) und
r*¥ = ann,, (b) = ann,(b) = ann,,(d) = ann,(d) (cf. 2.1.1 (iii)). Setze v := a + d. Dann gilt
ann, (v) = (rr*)*, ie. V = (v), und f(vn’,vonl) = f(vnl,vr?) € F fiir alle i, j € No.

Die Implikation (iii) = (iv) ist trivial.

(iv) = (v). Sei V = (U@ W)D Z eine Zerlegung von V in m-Moduln U, W, Z derart, dafl U, W
totalisotrop sind, mygw &dhnlich zu Wl;elaw ist, und es eine Basis Z = (z1,...,2,) von Z gibt, so
daB alle Eintriige von M z(nz) = B und Mz(fz) = L aus F sind. Wegen L = BLB* = BLB! ist
auch B dhnlich zu B~!, so da8 7 #hnlich zu 71 ist. Setze ¢ := 7p. Sei v € K\ F. Dann sind

R:=Up®(z1,...,2n)p und S :=Wp & (V21,...,V2Zn)4

s s-totalisotrope ¢-Moduln, fiir die Vp = R® S gilt. Seien p ein in F[z] irreduzibler, symmetrischer
Teiler von mip(¢). Es ist E := ker p(¢)>® = kerp(¢pr)> @ kerp(¢s)™ ein sp-reguldrer ¢-Modul
mit ss-totalisotropen ¢-Untermoduln C' := kerp(¢r)* und D := ker p(¢s)™. Seien I := I(¢,p),
i:=max I, c € C mit anng(c) = p’ und d € D\cp'~!(4)L. Weil hieraus insbesondere ann,(d) = p
folgt, gilt nach 1.4.2 (c)y N (d)y = {0} und (c)y @ (d)y ist ein ss-reguldrer ¢-Modul. Weil
dann E = ((c)y @ (d)s)D ,,((d)5 N C) @ ({c)5 N D) gilt und ((d)5 N C) @ ({c)5 N D) ein
sg-reguldrer ¢-Modul mit s¢-totalisotropen ¢-Untermoduln <d>f¢- ncC, <c>j; N D ist, erhélt man per
Induktion eine s¢-orthogonale p-Komponentenzerlegung (U;)icr von E derart, daf fiir jedes I € I
U =@ jeslci)o @ (dj)g fiir sp-totalisotrope ¢-Moduln (c;)g, (dj)¢ gilt. Nach 1.4.4 ist U; dann
ein H(¢, U;)-hyperbolischer Raum, also H(¢,p') eine hyperbolische Form.

(v) = (ii). Seien p € K]lx] ein irreduzibler, ~-symmetrischer Teiler von mip(n) und ¢ € N
derart, da8 » = p’ ein Elementarteiler von 7 ist. Seien R eine reguliire r-Komponente von 7 und
R* eine regulire r*-Komponente von 7. Im Fall » = r* gelte R = R*. Wir fithren nun folgende

Abkiirzungen ein :

S = Rp(n), T := R/S, H := H(m,R),

S* = R*p*(m), T* := R*/S*, H* := H(m, R*),

E = R+ R* p = lem(p,p*) € Flz], ' = lem(r,r*) = p',
R := Ep, S = Rp(rp), T = R/S.

Nach 2.1.3 ist R’ eine s¢-reguldre r’-Komponente von mp. Sei H' := H(np, R’) die zu R’ gehdrende
s-hermitesche Invariante von mp. Nach Voraussetzung (v) ist 7" ein H'-hyperbolischer Raum.

Sei D < FE ein regulédrer m-Modul derart, dafl es eine Zerlegung

D=0 jc;({uj)r @ (wj)x)D 1er{vi)r
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mit folgenden Eigenschaften gibt:

(@) (uj)x, (wj)r sind totalisotrop und es gilt ann,(u;) = ann,(w;) € {r,r*}.
(b)  flum®, urb) = f(un®, un®) € F fiir alle a,b € Ny und ann, (v;) = r’.

Sei D maximal beziiglich der oben angegebenen Eigenschaften gewihlt. Sei M := D+ N E. Dann
ist M ein reguléirer m-Modul, und es gilt £ = D@ M. Mithin sind Dp und Mg sy-regulére
mr-Moduln und es gilt R = Er = Dp(D SfMF.

Annahme: M # {0}. Nach dem Satz von Krull-Remak-Schmidt gilt dann mip((7r)a,.) = 7/, also
Mp +5'/8" # {0}. Wahle v € K\F und setze

V= (D 4,)ies () r(D s ier{viny und Z:= (D ,)jes(wi)a)r(D s, )ier{vv)rs-

Dann sind Y und Z s;-totalisotrope mp-Moduln und es gilt Dp =Y & Z (cf. 2.1.1 (vi)). Nach
1.4.4 (ii) = (i) ist Dp + 5’/S’ ein H'-regulérer, H'-hyperbolischer Raum. Mit 1.4.1 folgt

T/ == DF +S//S/® H/MF +S//S,

Weil T” ein H'-hyperbolischer Raum ist, ist nach dem Kiirzungssatz von Witt auch Mg + S5’/S’
ein H’-hyperbolischer Raum. Nach 1.4.3 (iii) gibt es ein v € M mit anng,(v) = 7" und (V). ist
sg-totalisotrop, i.e. f(vm®, vr?) = f(vn® vr?) € F fiir alle a,b € Ny. [Beachte, dafl an dieser Stelle
die Voraussetzung char(K) # 2 oder p # x + 1 eingeht.]

Fall A. (v), ist regulir. Dann gilt insbesondere E = (v), @ ((v)f N E) und (v): N E ist
w-invariant. Aus dem Satz von Krull-Remak-Schmidt folgt dann ann,(v) € {r,r*,r'}. Aus

ann,(v) # 7/ erhdlt man aus 2.1.1 (vi) bereits (v),, = (v)r. Nach 2.1.2 (iv) ist (v), totalisotrop

TF
insbesondere nicht regulér, ein Widerspruch.
Setze D' := D@ (v),. Dann gilt D < D’ und D’ hat die fir D geforderten Eigenschaften, ein

Widerspruch zur Wahl von D.

Fall B: (v), ist nicht regulir.
Sei (R, S,T,H,p,7) € {(R,S,T,H,p,r),(R*, 8%, T, H*,p*,r*)}.

Fall Bl. v € R. Dann gilt ann,(v) = # und v + S € RN M + §/S ist nach 1.4.1 (ii) ein
H-isotroper Vektor. Weil R N M (= ker #(my;)) ein reguliirer 7-Modul ist, ist R N M + S/S nach
1.4.1 (iii) H-regulir, enthélt mithin eine H-hyperbolische Ebene. Nach 1.4.3 bedeutet dies, daf es
u,w € M N R mit ann, (u) = ann, (w) = # gibt, so daB (u), ® (w), ein regulirer hyperbolischer
Raum mit totalisotropen m-Moduln (u)r, (w), ist. Dann hat D’ := DO ({(u)r & (w),) die fiir D
geforderten Eigenschaften und es gilt D < D’, ein Widerspruch zur Wahl von D.

Fall B2. v ¢ R U R*. Insbsondere ist dann ' = rr* und E = RO R*. Nach 2.1.1 (iv)
gilt ann, (v) = p*p*! fiir geeignete k,! € N mit max(k,l) = 4. Sei j := min(k,[). Sei p so gewiihlt,

dafl ann, (v) = pip*7 ist. Seien u := vp*J () € R und w := vp'(r) € R*. Dann ist ann,(u) = p',
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ann, (w) = p*J, (v); = (u)xO (w), und somit rad (v), = rad (u),D rad (w),. Es gibt demnach
ein z € {u,w} mit rad (), # {0}. Falls z = u oder i = j gilt, folgt ein Widerspruch wie im Fall B1
mit z anstelle v. Folglich kann man annehmen, daf§ (u), regulér ist, z = w und j < ¢ gilt. Dann ist
y = o(pp*) (1) = up? (1) € (V) rp N {(u)x)\{0}, und es gilt ann,(y) = p*~7. Nach 2.1.1 (vi) haben
Wit (1) r = (V) rp < (V)rp. Aus 2.1.2 (iii) folgert man (y), < (y)<, also (y), < rad (u), = {0}, ein

Widerspruch.

Weil sowohl der Fall A als auch der Fall B zu einem Widerspruch fiihrt, ist die Annahme
falsch und es gilt F = D. Im Falle r = r* folgt hieraus die Behauptung, so dal man r # r’
annehmen kann. Weil dann fiir jedes | € L der m-Modul (v;), die direkte Summe der -
unzerlegbaren m-Moduln (v;7(7)), < R* und (v;r* (7)), < R ist und 7 dhnlich zu 7! ist, liefert
der Satz von Krull-Remak-Schmidt, da8 die Mengen S := {j € J;ann,(u;) = anng(w;) = r}
und T := {j € J;ann,(u;) = ann,(w;) = r*} gleichméchtig sind. Sei o € T bijektiv. Dann
ist £ = @ ,es({ts + Usa)r @ (Ws + Wsa)r)D jer(vi)r eine Zerlegung mit den gewiinschten
Eigenschaften.

(iii) = (i). Fir jedes j € J ist m(,,), zu seinem Inversen &hnlich und damit ein Produkt
von zwei Involutionen aus GL((u;)r). Nach 2.2.1 ist 7(,,) @(w,), €in Produkt von zwei unitéren
Involutionen #;,7; € U(f(u,),®w,),)- Nach 2.2.2 (i) ist m(,, fiir jedes [ € L ein Produkt von zwei

unitiren Involutionen p;, 01 € U(f(y,y,). Setze p:= O ;e 6D 1eppr und 0 := D e ;D jepor-
Dann sind p, o Involutionen aus U(f) und es gilt m = po. |

Als eine erste Folgerung aus 2.3.1 notieren wir einen Satz von Djokovié¢ (]23]).

Korollar 2.3.2 (Djokovié¢) Sein € U(f) derart, dafs kein Primteiler von mip(m) ~-symmetrisch

ist. Genau dann ist m ein Produkt von zwei unitdren Involutionen, wenn m dhnlich zu w1 ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus der der Aquivalenz der Aussagen (i) und (i) von 2.3.1. |
Bemerkung 2.3.3 Die Bedingung (v) aus 2.3.1 ist dquivalent zu der Bedingung

(v)) 7 ist dhnlich zu 7=, und fir jeden ~-symmetrischen Elementarteiler r von w ist die sg-

hermitesche Invariante H(mp,lem(r, 7)) eine hyperbolische Form.

Beweis. Die Implikation (v) = (v7) ist trivial.

(v)) = (v). Sei 7’ ein symmetrischer Elementarteiler von 7r nach 2.1.1 (v) gibt es einen Ele-
mentarteiler » von 7 so, dal v/ = lem(r,7) gilt. Ist » ~-symmetrisch, so ist die zu r’ gehérige
sy-hermitesche Invariante von mp nach (v) eine hyperbolische Form. Man kann daher r # r*
annehmen. Weil r symmetrisch ist, folgt hieraus bereits r = r*, i.e. r ist symmetrisch. Es ist
W := kerrr x (m)* ein reguldrer m-Modul, und ist ¢ ein Isomorphismus von V' der m invertiert,
so ist W  t-invariant. Folglich ist my, &hnlich zu 71‘7[,1. Nach 2.3.2 ist my ein Produkt von
zwel unitdren Involutinen aus U(fw ). Nach 2.3.1 (i) = (v) ist die sy-hermitesche Invariante

H((mw)F,r") = H(mp,r’) eine hyperbolische Form. |
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Als n#chstes gehen wir auf den zu Beginn des Abschnittes angesprochenen Zusammenhang
zwischen unitéirer und symplektischer Zweispiegeligkeit im Fall char(K) # 2 ein. In diesem Fall

wurde von K. Nielsen [56] (7.1) folgender Invarianzsatz bewiesen:

Lemma 2.3.4 Sei g eine requlire symplektische Form auf einem endlich-dimensionalen Vektor-
raum Z iber einem Kérper der Charakteristik # 2. Sei ¢ € Sp(g) ein Produkt von zwei symplek-
tischen Involutionen p,o € Sp(g). Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung Z = @ ;¢ Z; mit den
folgenden Figenschaften:

(i) Z; =U; ® W; fiir totalisotrope, zyklische m-Moduln U;, W; mit U;p = U; und W;p = W;.

(ii) Z; ist entweder ein orthogonal unzerlegbar w-Modul vom Typ II oder es gilt Z; = X;D X,p
fiir orthogonal unzerlegbare w-Moduln vom Typ I oder III. |

Satz 2.3.5 Seien char(K) # 2 und m € U(f) . Genau dann ist m ein Produkt von zwei unitiren
Involutionen, wenn w dhnlich zu 7! und mr € Sp(s¢) ein Produkt von zwei symplektischen Invo-

lutionen ist.

Beweis. Sei m &hnlich zu 77! und 7p ein Produkt von zwei Involutionen aus Sp(sf). Mit dem
Satz von Djokovi¢ 2.3.2 reduziert man die allgemeine Situation auf den Fall, daf} jeder Primteiler
von mip(w) ~-symmetrisch ist. Dann ist jeder Primteiler von mip(7r) symmetrisch (cf. 2.1.1 (iii)).
Nach 2.3.4 gibt es eine Zerlegung Vp = (D Sf)sesYs @ Z, fiir sy-totalisotrope, mp-unzerlegbare
mp-Moduln Yj, Zs. Sei r € F[z] ein symmetrischer Elementarteiler von 7z und R die aus der
angegebenen Zerlegung resultierende sg-regulére r-Komponente. Nach 1.4.4 ist die zu R gehorige
s f-hermitesche Invariante H(wp, R) eine hyperbolische Form. Die Implikation 2.3.1 (v) = (i) besagt

nun, dafl 7 auch ein Produkt von zwei unitdren Involutionen ist. |

Korollar 2.3.6 Sei K ein endlicher Kiorper und m € U(f). Im Fall char(K) = 2 sei x + 1 kein
Teiler von mip(m). Genau dann ist w ein Produkt von zwei unitdren Involutionen, wenn m dhnlich

zu =1 ist und jeder Elementarteiler der Form (x4 1)?', t € N, eine gerade Vielfachheit hat.

Bewets. =. Klar nach 2.2.6.

<. Nach 2.3.1 und 2.3.3 geniigt es zu zeigen, daf fiir jeden ~-symmetrischen Elementarteiler r von
m die sg-hermitessche Invariante H(wp, '), 7’ := lem(r, 7), eine hyperbolische Form ist.

Seien p € K]|x| irreduzibel und i € N so, daB r = p' ist. Seien p’ := lem(p,p),
¢ =z + pKlz] € K[z]/pK][x], £ := x4+ p'Flx] € F[z]/p'F[z], R eine regulire r-Komponente
von 7 und R eine regulire 7Komponente von 7. Im Falle » = 7 gelte R = R. Nach 2.1.3 ist
R’ := (R+ R)p eine reguliire r’-Komponente von ¢. Im Fall p # x+1 ist H(¢, R') eine hermitesche
oder schiefhermitesche Form (cf. 1.3.15 (i)) auf dem Vektorraum R’'/R'p/(¢) iiber dem endlichen
Korper F[¢']. Wegen 7 = r* und weil 7 #hnlich zu 7~ ist, haben r und 7 dieselbe Vielfachheit.
Nach 2.1.1 (vii) hat ' eine gerade Vielfachheit als Elementarteiler von mp. Dies bedeutet, daf
dimpe R'/R'p'(¢) gerade ist. Also ist H(¢, R') in diesem Fall eine hyperbolische Form. Man kann
daher p = = + 1 annehmen. Nach Voraussetzung gilt dann char(K) # 2. Ist i ungerade, so ist
H(¢, R’) eine symplektische Form (cf. 1.3.15 (iii)) und damit insbesondere hyperbolisch. Man kann

daher weiterhin annehmen, dafl i gerade ist. Wegen — # 1y ist H(m, R) eine hermitesche Form
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auf dem Vektorraum R/Rp(rw) iiber dem endlichen Koérper K[¢(] = K. Nach Voraussetzung ist
dimgg R/Rp(m), die Vielfachheit des Elementarteilers (x + 1), gerade. Folglich ist H(w, R) eine
hyperbolische Form. Nach 1.4.4 gibt es totalisotrope m-Moduln A und B derart, da M := A& B
reguléir ist und M + Rp(r) = R = MQD (M* N R) gilt. Hieraus folgt M+ N R < Rp(r). [Denn
ist a € (M+NR), S:=Rp(r) und H := H(x, R), so folgt aus 1.4.1 (ii), daB H(a + S,b+S) =0
fiir alle b € M gilt und wegen R = M + S bereits a + S € H-radR/S = {0}, i.e. a € S.] Weil
r der einzige Elementarteiler von mg ist, jedoch (M* N R)p'~1(r) < Rp'(r) = {0} gilt, folgt
aus dem Satz von Krull-Remak-Schmidt, da8 M+ N R = {0} ist, i.e. R = M. Weil dann auch
R' = Rp = Ap @ Bp die direkte Summe der sg-totalisotropen ¢-Moduln Ap und Bp ist, ist
wiederum nach 1.4.4 H(¢, R’) eine hyperbolische Form. |

Abschlieffend geben wir noch eine Beschreibung solcher Isometrien an, fiir die kein ~-symmetrischer
Elementarteiler in F'[x] liegt. Der Beweis 148t sich zwar auch mit Hilfe des Charakterisierungssatzes
2.3.1 relativ leicht fithren, aufgrund der Einfachkeit der Aussage scheint aber ein direkter Beweis
der lediglich den Satz von Djokovié (cf. 2.3.2) ausnutzt, welcher als elementar angesehen werden

kann, angemessener zu sein.

Lemma 2.3.7 Sei m € U(f) derart, daf$ kein ~—-symmetrischer Primteiler von mip(w) in F[z]
liegt. Genau dann ist w ein Produkt von zwei unitiren Involutionen, wenn m in U(f) konjugiert zu

71 st

Beweis. Die Implikation "=’ ist trivial.

<. Sei 1 € U(f) so, dal ¥ = 71 ist. Sei V = AQD B eine Zerlegung von V in 7-Moduln A und
B so, daB kein (bzw. jeder) Primteiler von mip(7) (bzw. mip(rp)) ~-symmetrisch ist. Dann sind
A und B auch 1 invariant, und es gilt 1/1;\1%,41/),4 = 7'(';1. Nach dem Satz von Djokovié ist m4 ein
Produkt von zwei unitéren Involutionen aus U(f4). Wir kénnen daher 0.B.d.A. A = {0} annehmen.
Seien p ein ~-symmetrischer Primteiler von mip(7), C := ker p(7)* und D := ker p* (7)) = C1.
Die Voraussetzung p # p = p* liefert C L C*. Also ist £ := CQ D ein regulédrer ¥- und -
invarianter Unterraum, und man kann 0.B.d.A. V = E annehmen. Setze p := ¢ ® (¢~ !)p. Dann

ist p € GL(V) eine Involution. Fiir ¢,¢’ € C und d,d’ € D berechnet man

flle+d)p, (¢ +d)p) = fleh, ) + fFdy™ d'9p™h) = fle,d) + f(d,d) = flc+d.c+d).

und
(c+d)pr = (cp +dyp ™ m =cr M +drn ™ = (c+d)n tp.

Damit ist p eine Involution aus U(f), die 7 invertiert. Folglich ist o := pm € U(f) ebenfalls eine

Involution, und es gilt 7 = po. |

2.4 Offene Fragen

(1) Man versuche auch fiir den Fall char(K) = 2 und unipotentes 7 einen &hnlichen Zerlegungsatz
wie 2.2.5 herzuleiten. Kann man in diesem Fall in Analogie zu 2.2.6 wenigstens zeigen, daf3

jeder Elementarteiler der Form (z +1)%*! ¢ € N, von 7 eine gerade Vielfachheit hat? Wére
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dies der Fall, so kénnte man jedenfalls fiir endliche Kérper mit analogen Schliissen wie in

2.3.6 und unter Beachtung von 2.2.3 (ii) folgenden Satz herleiten:

Sei char(K) = 2. Genau dann ist 7 € U(f) ein Produkt von zwei unitiren Involutionen, wenn

jeder Elementarteiler (z + 1)%/*1, ¢ € N, von 7 eine gerade Vielfachheit hat.

Man versuche, die eingangs gemachte Voraussetzung ~— # 1k fallen zu lassen, i.e. f sei eine
regulidre symmetrische, symplektische oder hermitesche Form, und versuche, alle Schliisse ein-
heitlich zu fithren. Beachte, daff dann s fir symmetrisches f trivial wird, und fiir char(K') # 2
und symplektisches f ist sy = 2f. Ein verallgemeinerter Charakterisierungssatz 2.3.1 fiir In-
volutionen in klassischen Gruppen wiirde dann iiber die Implikation (v) = (i) die in der
Einleitung angegebenen klassischen Satze iiber die Zweispiegeligkeit der orthogonalen Grup-

pen und symplektischen Gruppen iiber Koérpern mit Charakteristik 2 einschliefen.
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Kapitel 3

Produkte von Symmetrien in

unitiren Gruppen

Wir nennen eine unitire Involution mit eindimensionaler Bahn eine (unitire) Symmetrie. Ist
char(K) # 2, so hat jede Symmetrie die Form

[0
fla,a)”

wobei a € V\{0} ein anisotroper Vektor ist. Ist char(K) = 2, so hat jede Symmetrie die Form

0 V—-oVo—v—2

Oap:V = V,o—v+af(v,b)b,

wobei b € V\{0} ein isotroper Vektor und o € F* ist. (Falls |F| = 2 ist, mufl @ = 1 sein. In diesem
Fall schreiben wir einfachheitshalber o, statt oy o.) Wir haben stets B(o,) = (@) und B(oq ) = (b).
Im Fall char(K) = 2 ist jede unitéire Symmetrie eine Transvektion und hat eine totalisotrope Bahn.
Bekanntlich stimmt die von der Menge S aller unitdrer Symmetrien erzeugte Gruppe mit der
von allen unitéiren Involutionen erzeugten Gruppe iiberein und ist in der Untergruppe U*(f) der
unitéiren Transformationen mit Determinante +1 enthalten. Wir wollen die Elemente jener Gruppe
beschreiben; und falls 7 ein Element dieser Gruppe ist, i.e. 7 ist ein Produkt von Symmetrien, dann
wollen wir die kleinste Zahl 1(7) von Symmetrien bestimmen, die in solch einem Produkt benotigt
wird. Die Zahl () heifit die Lénge von 7. Fiir beliebige Korper ist das Symmetrien-Lingenproblem
ungelost. Der Fall K = C wurde von D.Z. Djokovi¢ und J. Malzan in [54] untersucht. Der Fall,
daf K ein endlicher Korper # Fg mit Charakteristik # 2 ist, wurde von Ellers [31] gelost. Die
folgenden Untersuchungen wurden von der letztgenannten Arbeit angeregt. Wir wollen allgemeine
und und einfache Methoden finden, die auf beliebige Korper anwendbar sind. Vollstédndig gelost

wird das Symmetrien-Lingenproblem fiir die Klasse der Kérper K, in denen die Normabbildung
K — F kw— kk

surjektiv ist. Diese Klasse umfafit alle endlichen Koérper F2, q eine Primzahlpotenz, aber zum Bei-

spiel auch die perfekten Abschliisse K := (Fg,11(2))?  der rationalen Funktionenkérper Fy;41 (1)

49
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in einer Variablen z, 7 € N. Diese sind quadratische Korpererweiterungen der perfekten Korper
F := (Fy(2))> ™, und die von dem nichttrivialen involutorischen Element ~ der Galoisgruppe
induzierte Normabbildung ist wegen F' = F? C N'(K) trivialerweise surjektiv. Die Ergebnisse sind
in den Sétzen 3.4.5 (char(K) # 2,|F| > 3), 3.4.21 (|F| = 3), 3.5.5 (char(K) = 2, |F| > 2) und 3.5.8
(|F) = 2) formuliert.

3.1 Aquivalenz hermitescher Formen

Bemerkung 3.1.1 FEine hyperbolische Ebene von V ist ein 2-dimensionaler reguldrer Unterraum
U wvon V, der einen isotropen Vektor # 0 enthdlt. Dann besitzt U bereits eine Basis bestehend
aus isotropen Vektoren, und es gilt {f(u,u)|lu € U} = F. Die Anzahl singuldrer eindimensionaler
Unterriume (i.e. (v), wobei v € V\{0} isotrop ist) in einer hyperbolischen Ebene betrdgt |F| + 1.
Ist allgemein W <V ein regulirer m-dimensionaler Teilraum und |F| = q, q eine Primzahlpotenz,

so enthdlt W genau (¢q™ 1 —(=1)""1)(¢™ — (=1)™)/(¢> — 1) eindimensionale singulire Teilrdume.

Beweis. Einen Beweis fiir die zuletzt angegebene Formel findet man z.B. in [69] Kapitel 10, Lemma
10.4, S.117. |

Lemma 3.1.2 (Geometrische Aquivalenz hermitescher Formen.) Seien d und

s: VxV — K ~-hermitesche Formen. (Wir setzen nicht voraus, daf$ d oder s requlir ist.) Es gelte

(1) d(v,v) =0 impliziert s(v,v) =0 fir allev eV
und

(2) V enthilt eine d-hyperbolische Ebene.
Dann ist s = A\d fiir ein X € F.
Beweis.

(i) Zu jeder d-hyperbolischen Ebene U von V gibt es genau ein Ay € F, so daf sy = A\pdy gilt

(wobei sy, dy die Restriktionen auf U x U bezeichne).

Beweis. Wihle eine Basis a,b von U, so daB d(a,a) = 0 = d(b,b) und d(a,b) = 1 ist. Sei
Ay := s(a,b). Wihle ein 3 € K, so dal 3 = —3 # 0 ist. Dann ist a + 3b d-isotrop, also nach (1)
auch s-isotrop. Das bedeutet BAu + By =0, also A\y = M. [ |

(ii) Sind a,b € V d-isotrop, so folgt aus d(a,b) = 0 bereits s(a,b) = 0.
Beweis. Wir kénnen annehmen, daf a, b linear unabhingig sind. Folglich ist (a,b) d-totalisotrop,

also nach (1) auch s-totalisotrop. Insbesondere ist s(a,b) = 0. [ |

(iii) Sei U eine d-hyperbolische Ebene von V und seien a,b € V, so da8§ d(a,U) = 0 = d(b,U) ist.
Dann gilt s(a,b) = Ay - d(a,b).
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Beweis. Wir beweisen zunéchst den Spezialfall a = b. Wegen (1) kénnen wir d(a, a) # 0 annehmen.
Wihle ein v € U mit d(u,u) = —d(a,a). Dann ist Z := (a,u) eine d-hyperbolische Ebene und
sz = Azdz. Wegen u € UN Z und d(u,u) # 0 und sy = Ay - dy folgt Ay = Az.

Wir beweisen nun den allgemeinen Fall. Man kann o0.B.d.A. d(a,b) € F annehmen. Fiir

w € K gilt nach dem zuerst bewiesenen Spezialfall:

A (d(a,a) + (w+ @)d(a, b) + wwd(b, b)

Avd(a + wb,a + wb) = s(a + wb, a + wb)
= s(a,a) +ws(b,a) + ws(a,b) + wws(b,b)
= JAud(a,a) + ws(b,a) + ws(a,b) + wwAyd(b,b),

ie.

(3) \v(w+ @)d(a,b) = ws(b,a) + ws(a,b).

Fiir w € K* mit @ = —w liefert (3), daBl s(a,b) = s(b,a) € F ist. Fir w € K mit @ # —w liefert
(3) nun das gewiinschte Resultat. [ |

(iv) Sei U eine d-hyperbolische Ebene von V.
Dann folgt aus d(a,U) = 0 auch s(a,U) = 0 fiir jedes a € V.

Beweis. Sei d(a,U) = 0. Ist a d-isotrop, so folgt die Behauptung aus (ii). Wir kénnen deshalb
d(a,a) # 0 annehmen. Wihle linear unabhingige Vektoren b,c¢ € U, so dal Z; := (a,b) und
Zsy = {a, c) d-hyperbolische Ebenen sind. Dies ist moglich:

Wiéhle u,w € U derart, dal (u) # (w), d(u,u) = 0 = d(w,w) und d(u,w) = 1 ist. Weil die
Spurabbildung K — F, u+— p+ fu surjektiv ist, gibt es ein p € K, so dal p+ g = —d(a, a) ist. Fir
¢ € K* mit 7 = — hat v := p+ ebenfalls die Spur —d(a, a). Die Vektoren b := u+ pw, ¢ := u+vw
sind linear unabhiingig und erfiillen d(b,b) = d(c,¢) = —d(a,a). Folglich sind Z; := (a,b) und
Zs := {(a, ¢) hyperbolische Ebenen.

Es gilt nun sz, = Az, - dz, und deshalb s(a,b) = 0 = s(a, ¢), also s(a,U) = 0. [

Wiihle eine d-hyperbolische Ebene U von V. Dann gilt V = UQD ,W, wobei W := Utd
sei. Nun folgt aus (iv), da V =UQD W ist. Aus (iii) erhélt man fiir u; € U und w; € W

s(ur+wi, ugtwa) = s(ur, ug)+s(wi, wa) = Ay-d(ur, ur)+Av-d(wy, w2) = Ay -d(ur+wy, ug+wz).M

Lemma 3.1.3 Seien d und s : V x V — K ~-hermitesche Formen. ( Wir nehmen nicht an, daf$
d oder s reguldr ist.) Sei W ein echter Unterraum von V. Im Fall |F| =2 sei dim W < dimV — 2.
Weiterhin gelte

(1w ) d(v,v) = 0 impliziert s(v,v) =0 fir alle v € V\W,
und
(2)  V enthdlt eine d-hyperbolische Ebene.

Dann ist s = A\d fiir ein X € F.
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Beweis. Nach 3.1.2 geniigt es zu zeigen:
() Ist v € W und d(v,v) = 0, so ist auch s(v,v) = 0.

Sei v € W und d(v,v) = 0. Wegen (2) wird V von d-isotropen Vektoren erzeugt. Es gibt daher ein d-
isotropes w € VAW. Ist Z := (v, w) nicht d-regulér, so ist Z d-totalisotrop (dim d-rad Z = 1 liefert,
dafl d-rad Z der einzige d-isotrope, eindimensionale Unterraum von Z; es gibt jedoch mindestens
zwei solche, ndmlich (v) und (w)). Nach (1y) sind alle eindimensionalen Unterrdume von Z mit
der einzig moglichen Ausnahme (v) auch s-singular. Dies ergibt bekanntlich, dafi Z s-totalisotrop

ist. Insbesondere ist v s-isotrop. Wir kénnen daher folgendes annehmen:
(3) Fiir jedes d-isotrope u € V\W ist (u,v) eine d-hyperbolische Ebene.

Insbesondere ist Z eine d-hyperbolische Ebene. Wir betrachten zunéchst den Fall |F| > 2. Dann
enthilt Z mindestens vier d-singulire 1-dimensionale Unterrdume (cf. 3.1.1). Wéhle r» € Z\W,
so daf (r) d-singuldr und (r) # (w) ist. Dann sind (w) und (r) nach (ly ) auch s-singulére
Unterrdume von Z = (w,r). Wir kénnen d(w,r) = 1 annehmen. Sei A := s(w, r). Wir behaupten,
dafl s(z,z) = Ad(z,z) fiir jedes z € Z gilt, insbesondere folgt hieraus s(v,v) = 0. Es gibt einen
weiteren 1-dimensionalen, d-singuldren Unterraum (w + nr) € W, (w + nr) # (w),(r),(n € K).
Dann gilt 7 = —n und (w + nr) ist s-singulir. Dies ergibt 7\ 4+ nA = 0, also A = \. Hieraus folgert
man s(z,2) = MaB + af) = \d(z, 2) fiir alle z = aw + Br € Z.

Nun behandeln wir den Fall |F| = 2, ie. F = Fy und K = F4. Annahme: s(w,w) # 0.
Dann gilt s(w,w) € F* = {1}. Wegen dimW < dimV — 2, gibt es mindestens zwei weitere

d-isotrope Vektoren u,y € VAW, so daf u,y, w paarweise linear unabhéingig sind und
4 (wy,w)ynW ={0}

ist. (Wéhle zum Beispiel ein d-isotropes y € VAW + ((w)) mit f(y,w) € F und setze u := y + w.)
Wegen (3) konnen wir d(u,v) = d(w,v) = d(y,v) = 1 annehmen. Ist s(z,v) € F fiir ein z €
{u,w,y}, so folgt die Behauptung wie im zuerst betrachteten Fall |[F| > 2. (Esist r:==z+v ¢ W
d- und s-isotrop. Es gilt d(z,r) = d(z,v) = 1 und A := s(z,r) = s(z,v) € F, somit sy = Adg,
wobei H = (z,r) sei. Wegen v =r + z € H folgt insbesondere s(v,v) = 0.)

Wir kénnen daher s(u,v), s(w,v), s(y,v) € K\F annehmen. Wegen |K\F| = 2, kénnen wir wei-
terhin [ := s(u,v) = s(w,v) annehmen. Es gilt K = {0,1,/,l + 1} und [ = [ + 1 = [~'. Setze
U := (u,w,v), B:= (u,w,v), a :=d(u,w) und § := s(u, w). Dann gilt

0 l
l

1

Mp(dy) =

Ql

a 1
0 1 | und Mg(sy)=
1 0

[u—
=~ R ©
—~ o ™

Man berechnet det Mg(dy) = a + & Demnach liefert o € F' ein a € d-rad U\{0}. Offensichtlich
ist {(a) # (v), da d(u,v) =1 # 0 = d(u,a) ist. Nach (3) ist jedoch d(a,v) # 0, ein Widerspruch.
Folglich ist « ¢ F. Seien y := u + aw + v und z := au + w + v. Dann sind y,z € U\W (cf. (4))

d-isotrop, und demnach auch s-isotrop ( cf. (1y)). Hieraus berechnen wir:

af+aB+al+al+1=s(y,y)=0=s(z,2) =aB+af+al+al +1.
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Es folgt der Widerspruch oo = a(l+1) = a(l+1) = a. |

Will man in 3.1.3 auch im Fall |F| = 2 Hyperebenen W zulassen, so mufl man weitere Re-
gularititseigenschaften von den beteiligten hermiteschen Formen d und s fordern. In den spéteren
Anwendungen wird die Form d im Fall |F'| = 2 besser handhabbar sein als die Form s, so daf es aus
rein praktischen Griinden der Nachweisbarkeit sinnvoll erscheint, weitere Regularitéatseigenschaften

von d zu fordern. Wie dies aussehen kann, zeigt das

Lemma 3.1.4 Seien |F| = 2 und d,s wie in 3.1.3. Sei W eine Hyperebene von V. und es gelte
(1w ) von 3.1.8. Weiterhin gelte

(2) dimV/d-rad V > 4.
Dann ist s = Ad fiir ein X\ € F.
Beweis. Nach 3.1.2 geniigt es wiederum zu zeigen, daf jeder d-isotrope Vektor aus W auch s-isotrop
ist.
Sei v € W d-isotrop. Annahme: v ist nicht s-isotrop. Gébe es einen d-isotropen Vektor a € v4\W,
so wiire H := {(a,v) d-totalisotrop. Wegen H N W = (v) giibe es nach (1) vier s-singulire eindi-

mensionale Unterrdume von H und H wire demnach bekanntlich s-totalisotrop, ein Widerspruch.
Es gilt daher:

(3) Jeder d-isotrope Vektor aus v ist in W enthalten.

Insbesondere ist v ¢ d-rad V, da V nach (2’) von d-isotropen Vektoren erzeugt wird. Aus (27)
erhilt man weiterhin dim d-rad v+¢ < dimd-rad V + 1 < dimV — 3, also dim vld/d—rad pta > 2.

Folglich wird v1¢ von d-isotropen Vektoren erzeugt. Aus (3) folgt nun
(4) vie =W.

Weil V von d-isotropen Vektoren erzeugt wird, gibt es ein d-isotropes a € V\W mit d(a,v) = 1.
Dann ist @ + v € V\W d-isotrop. Nach (1w ) gilt 0 = s(a + v,a + v) = s(a,v) + s(v,a) + 1, also
v:=s(a,v) € K\F.

Seien H := {a,v) und Z := H+¢. Weil H eine d-hyperbolische Ebene ist, gilt V = HQD ,Z. Aus
(27) folgt, dafl Z nicht d-totalisotrop ist. Sei z € Z d-anisotrop. Seien o € K\F, 8 € K*. Es sind
a+av+ Bz,a+ av+ Bz € vt = W d-isotrop, also nach (1y) auch s-isotrop. Es folgt

1 = s(v,v)=s((a+av+p2)+ (a+av+Bz),(a+av+ 82) + (a + av + 82))
= s(la+av+pBz,a+av+ pz)+s(a+av+ Bz,a+ av + §2)
= s(la+av+ Bz,v) + s(v,a+ av + §z) (Verwende & = o + 1)
= (W+0)+ (a+a)+ Bs(z,v) + Bs(v, 2)
= Bs(z,v) + Bs(v, 2).

Fiir 8 = 1 folgt 6 := s(v,2) € K\F. Fiir 8 = ¢ erhalten wir nun den Widerspruch 1 = §5+65 = 0.1

Dafl die Bedingung (2’) aus 3.1.4 in gewissem Sinne optimal ist, zeigt das
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Beispiel 3.1.5 Es sei |F| =2, dimV =3 und B = (a,b, ¢) eine geordnete Basis von V. Weiterhin
seien d,s : V xV — K die durch

010 0 XA A
Mp(dy=1]1 0 1 |, Mgs)=| X 1 A
01 1 A A0

definierten ~-hermiteschen Formen, wobei A € K\F sei. Dann gilt dimV/d-rad V = 3 und es ist
(Iw) aus 8.1.4 fiir W := (b, c) erfillt. Jedoch ist d(b,b) =0 und s(b,b) = 1.

Beweis. Weil Mg(d) regulér ist, ist d-rad V' = {0}. Die d-singuléiren eindimensionalen Teilriume

von V, die nicht in W liegen, sind:
(a),{(a+b),(a+b+ve), (a+vb+ve),v e K\F.
Man berechnet:
e s(a,a) =0,
e s(at+batb)=A+A+1=1+1=0,
o s(a+b+vc,a+b+ve)=s(a+b,a+b)+s(a+b,vec)+ s(ve,a+b) =0,

e s(a+vb+ve,a+vb+wve) = s(a+vb,a+ vb) + s(a+ vb,ve) + s(ve,a + vb)
= (A +vA+ 1)+ (muA+ ) + (A + A) =0,

wobei v € K\ F sei. [ |

Abschlieflend zeigen wir noch, da man im Fall |F| > 3 den in 3.1.4 auftretenden Unter-
raum W auch durch die Menge der isotropen Vektoren einer weiteren ~-hermiteschen Form
t € F - d ersetzen kann.

Lemma 3.1.6 Sei |F| > 3. Seien d,s,t: V xV — K ~-hermitesche Formen, so daf$
(%) d(z,z) =0 impliziert s(z,z) = 0 oder t(z,z) =0 fir alle z € V.

Dann gilt: d(z,z) = 0 impliziert s(z,z) = 0 fir alle z € V oder d(z,z) = 0 impliziert t(z,z) = 0
fiir alle z € V.

Beweis. Angenommen, es gibt u,v € V so, dafl d(u,u) = 0 # s(u,u) und d(v,v) = 0 # t(v, v) gilt.
Wir kénnen d(u,v) € F annehmen. Setze p := s(u,v) und v := t(u, v).

(a) Fir 8 € K und zg := u+ fv gilt :

d(zs,23) = (B + B)d(u,v), s(z5,25) = s(u,u) + Bu+ B und (2, z5) = BBt(v,v) + v + G
(b) Sei 3 € K* mit 8 = —3. Nach (a) gilt d(23, 25) = 0. Folglich ist s(23, 25) = 0 oder t(zg, 25) = 0,
ie. B(u— ) = s(u,u) oder St(v,v) + v — v = 0. Wegen s(u,u) # 0 # t(v,v) ist 8 € {s(u,u)/(1 —
i), (7 —v)/t(v,v)}. Insbesondere folgt |F*| < 2, ein Widerspruch. [ |
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3.2 Die Wall-Form

Definition 3.2.1 Sei m € U(f). Definiere

[z :B(m) x B(r) = K, fz(a,b) := f(v,b)
wobei a = v(w — 1) sei. Wir nennen fr die zu w gehdrige Wall-Form (cf. [13]).
Man sieht leicht, dal f; nicht symmetrisch zu sein braucht. Jedoch ist f, rechts- und linksregular
und additiv in beiden Argumenten. Es gilt fr(ua,b) = - fz(a,b) und fr(a,pub) = i fz(a,b), i.e.
fr ist eine nichtentartete ~-Sesquilinearfom. Wir schreiben ¢, (a) := f(a, a). Das folgende zentrale

und wohlbekannte Lemma ist einfach zu beweisen und zeigt, wie sich die Bahn-Dimension einer

unitéiren Transformation durch Heranmultiplizieren einer unitdren Symmetrie verringern l148t.
Lemma 3.2.2 Sein € U(f).
(a) Erfillt a € B(w) die Bedingung « := q(a) € F*, so ist die Symmetrie

Oa , falls char(K) # 2 ist,
Oa-14 falls char(K) =2 ist,

g =

wohldefiniert und erfillt F(no,) = F(n) @ (y), wobei a = y(m — 1) ist. Insbesondere ist dann
dimF(ro) = dimF(7r) + 1 und dim B(no) = dim B(7) — 1.

(b) Ist o eine Symmetrie mit dimF(ro) = dimF(7) 4+ 1, so ist B(o) < B(n) und ¢.(a) € F* fir
a € B(o)\{0}. [
Fine wesentliche Idee zur Losung der Frage, wann es zu einer unitdren Isometrie w ein a € B(m)

mit g-(a) € F* gibt, stammt von E.W. Ellers [31] Abschnitt 4.. Sie besteht darin, zwei hermitesche

Formen s und d zu definieren, die den Real- bzw. den Imagindrteil der Wall-Form fr darstellen.

Definition 3.2.3 (Der Real- and Imaginér-Teil von ¢.) Sei 7 € U(f). Wihle i € K*, so

dajs
- { —i , falls char(K') # 2 ist,

7=
i+1 ,falls char(K) = 2 ist.
Definiere

d:B(m) x B(n) — K, d(a,b) :=1i- fr(a,b) +i- fr(b,a)) = f(um,b(ir — 7))

und

s:B(m) x B(m) — K, s(a,b) := (fr(a,b) + fr(b,a)) = —f(a,b),
wobei a = v(m — 1) sei.

Aus der Definition liest man ab, da8 d und s wohldefinierte ~-hermitesche Formen auf B(7) sind.
Es ist s-rad B(w) = f-rad B(n) = F(7) N B(w) und d-rad B(w) = ker(w + ifl), ie. drad B(m) =
F_q(n), falls char(K) # 2. Ferner gilt
f2(a.b) 1(s(a,b) +i7'd(a,b)), ,falls char(K) # 2 ist,
w\Q, = -
d(a,b) + is(a,b), , falls char(K') = 2 ist,

fiir alle a, b € B(w). Folglich liefern s und d eine Zerlegung von ¢, in Real- und Imaginérteil.
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Lemma 3.2.4 Seiw € U(f)\{1lv} und seien s,d wie in 3.2.3 definiert. Im Fall char(K) = 2 sei
72 £ 1. Ist s = \d fiir ein A € F, so induziert 7 auf B(w) eine p-homothetie fiir ein p € K\{—1}
mit pup = 1.

Beweis. Seien y € V und a € B(w). Es gilt
flyma(m =1)) = s(y(r —1),a) = Ad(y(r — 1), a)
= Af(yﬂ-v a‘(gﬂ- - Z))a

ie. f(ym,a((Ni—1)m —(Xi—1)) =0.

Ist char(K) = 2, so ist s-rad B(7) = rad B(7) # B(w), da 7% # 1, i.e. s # 0. Dies impliziert A # 0
in diesem Fall. Wegen A € F und i ¢ F schlieBen wir in jedem Fall v := X\i — 1 ¢ {k € K,k = —k}.
Weil f regulir ist, folgt B(m) < ker(w+ ), wobei p := vr—1 # —1. Wegen B(7) # {0} mufl puji = 1

sein. |

3.3 Grundlagen und triviale untere Schranken

Lemma 3.3.1 Seien 7 und o; lineare Abbildungen von V', so daf§ # = o1 - - - 0. Dann gilt B(m) <
B(o1) + -+ B(ok). Sind zusdtzlich alle o; einfach, so folgt dimB(w) < k und Gleichheit herrscht
genau dann, wenn B(r) = B(o1) @ --- ® B(oy,) ist. |

Aus 3.3.1 und wegen deto = —1 fiir jede unitédre Symmetrie o erhalten wir unmittelbar untere

Schranken fiir I(7), 7 € UE(f).

Lemma 3.3.2 (Triviale untere Schranken.) Seien 7 € U*(f) und m = dimB(r). Ist
(=1)™ =detm, so ist I(m) > m. Ist (—1)™ # detn, so ist 1(7w) > m+ 1. [ |

Lemma 3.3.3 Seien o, 5 € U(f). Ist B(a) NB(B) = {0}, so gilt B(aB) = B(a) ®B(3). Ist « eine
Symmetrie und B(a) € B(8), so ist B(a) = B(a) ® B(f8), also dimF(af) = dimF(8) — 1.

Beweis. Lineare Abbildungen «, 5 : V — V erfiillen
dimF(af) < dimF(a) NF(B) + dim B(a) N B(S).

Nach Voraussetzung erhélt man dim F(af) < dimF(«) NF(5). Die Betrachtung der orthogonalen

Komplemente liefert die erste Behauptung. Die zweite ist ein Spezialfall. |

Bemerkung 3.3.4 Seien p € K, 7 € GL(V) und o € GL(V) eine einfache Abbildung. Dann gilt
dimF,(ro) —1 < dimF,(7r) < dimF,(ro) + 1.

Ist dimF, (7o) + 1 =dimF,(n), so gilt F,, (7o) = F,(7) NF(0); ist dimF,(mo) — 1 = dim F, (),
so gilt ¥, (m) = F (7o) NF (o). [ |

Bemerkung 3.3.5 Seien w € U(f), o eine Symmetrie und p € K* mit pp = 1. Dann gilt:

(a) dimF, (7o) = dimF,(7) impliziert F,(mo) = F (),
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(b) dimrad F,(7) — 1 < dimrad F, (7o) < dimrad F,(7) + 1.

Beweis: (a). Aus dim F, (7o) = dim F,(7) folgt dim B(aiwo) = dim B(fr), so dal wir B(o) < B(ja)
aus 3.3.3 schlieflen. Dies hat wiederum B(fmo) < B(gm) + B(o) = B(fm) zur Folge und die

Gleichheit der Dimensionen erzwingt die Gleichheit der Riume. Wegen pg = 1 ist gz in U(f)

enthalten, und wir erhalten das gewiinschte Ergebnis
Fy(ro) = B(WTU)L = B(f“"’)l = Fu(m).

(b). Ist dimF, (7o) = dim F,(7), so folgt aus (a) bereits F, (7o) = F, (7o) und (b) ist in diesem Fall
trivial. Ist dim F, (7o) < dimF,(7), soist H := F (7o) = F,,(7)NF(c) eine Hyperebene von F, (7).
Seiv € F,(m)\H. Offenbar ist HNrad F,,(7) < rad H, alsodimrad F,(7)—1 < dim HNrad F,(7) <
dimrad H, und v+ Nrad H <rad F,(7), also dimrad H — 1 < dimv* Nrad H < dimrad F, (7).
Ist dimF, (7o) > dimF,(7) = F,((70)0), so folgt die Behauptung aus Obigem mit = und 7o in

vertauschten Rollen. [ |
Lemma 3.3.6 (a) Seien m € U(f),a € B(n)\B?(r) und o := q(a) € F*, dann erfiillt

Oq , falls char(K) # 2 ist,
Oa-1.4 falls char(K) =2 ist,

g =

F(ro) > F(w) und dimrad B(no) = dimrad B(n) — 1, also dimB(no)/rad B(no) =
dim B(n)/rad B(x).
(b) Seien m € U(f) and p € K\{1}, so daf§ pii =1 ist. Ist a € B(w)\B(n)(w — ) mit ¢r(a) € F*,
so erfillt die wie in (a) definierte Symmetrie o dimF(mo) > dimF(7) und dim B(7o)/F (7o) =
dimB(7)/F (7). Falls a ¢ B(mw)(m — p) + F,(m) ist, gilt zusdtzlich dimF,(no)/rad F,(mo) =
dimF,(7)/rad F ().
Beweis. Fiir (a) siehe [47] ; Der Beweis in [47] wird fiir orthogonale Gruppen iiber Kérpern der
Charakteristik # 2 gefiihrt, er 148t sich fiir unitdre Gruppen iiber Kérpern mit beliebiger Charak-
teristik iibertragen.
(b) Es gilt i € U(V, f) und F,(7) = F (). Weiterhin ist B(ar) = V(7 —p) und B(m)NV(r—p) =
B(m)(m — p), da x — 1 teilerfremd zu x — p ist. Die Voraussetzung B(c) ¢ B(fir) und 3.3.3 zei-
gen, daf dim B(fmo) = dim B(an) + 1 ist. Folglich gilt dim F(ano) = dim F(far) — 1, oder anders
ausgedriickt: dimF,(mo) = dimF,(7) — 1.
Sei schliefilich

(+) a @ B(r)(r — ) + Fu(m) = (B(im) + F,(m)) 1 B(r) = radF, (m)* 1 B(r)
angenommen. Dann gilt F,, (7o) = F,(7) Na’ und B(jiro) = B(jir) @ (a). Dies ergibt

radF,(ro) = F,(ro)NB(iro) =F,(r)Nat N B(ar) @ (a)
F,.(m) NB(fir) Na* =rad F,(7) Na™ .

V)

Nimmt man an, dafl die obige Inklusion echt ist, so findet man ein b € B(fn), so dal b+ a €
rad F,(nmo) C rad F,(no) C Fu(n), ie. a € (B(fm) + F, (7)) N B(n), ein Widerspruch zu (x).
Folglich ist rad F, (7o) = rad F,(m) Nat. Wegen (x) ist rad F,,(7) € a', also dimrad F, (7o) =
dimrad F,(7) Nat = dimrad F, () — 1. |
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Lemma 3.3.7

(a) Sei N(K) = F. Dann ist jeder regulire 2-dimensionale Unterraum U von V eine hyperboli-
sche Ebene.

(b) Ist die u-Invariante von F < 2, so gilt N(K) = F.

Beweis. Behauptung (a) erhélt man durch einfaches Rechnen (cf. [69] Lemma 10.2, Seite 116)
und (b) gilt, da die Norm-Abbildung eine regulidre quadratische Form auf dem 2-dimensionalen
F-Vektorraum K ist. u

3.4 char(K) # 2

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daf§ K ein Kérper mit Charakteristik # 2 ist und verlangen,

daBl die Normabbildung von K surjektiv auf F' ist.

Definition 3.4.1 Sei 7 € U*(f). Nenne 7 lang, wenn 7 eine der folgenden Eigenschaften (H)
oder (T) oder (N) hat. Andernfalls nenne 7 kurz.

(H) 7 # 1 und w|g(y) ist eine p-Homothetie, wobei p € K\{%1} ist;
(T) 7 #1 undB(n) < F(m);
(N)  dimB(m)/F_1(7) =1 und B(n) NF(x) = {0}.

Dann hat w eine der folgenden Formen.

(H) V=UOD X, ny=p-1ly fir ein p € K\{£1} und nx = 1x
(i.e. ™ induziert auf U eine Homothetie # +1).
(T) V=U,0 ...0 U:D X, k>1,dimU,; =2, ny, st eine Transvektion
und mx = 1x (, i.e. B(w) # {0} ist totalisotrop).
(N) V=UD WO X,dimU =2, —7y ist eine Transvektion, myw = —lw und
Tx =1x.
Es tritt ein weiterer Typ auf, der eng mit dem Typ (N) verwandt ist. Er wird jedoch nicht zur
Formulierung unserer Ergebnisse benotigt.
(N*) dimB(7)/F_1(7) = 1 und B(7) N F(x) #£ {0} # F_1(n).
Eine andere Beschreibung lautet:
NV =UD WO X, dimU = 2, ny ist eine Transvektion, dimW > 1, myy = —1y und
Tx = 1x.
Lemma 3.4.2 Sei w € U(f). Sei weiterhin W ein Teilraum von B(w), W # B(w). B(w) enthalte

eine d-hyperbolische Ebene. Dann gibt es ein a € B(m)\W, so daf$ q=(a) € F* ist, aufler wenn
vom Typ (H) oder (T) ist.

Beweis. Fiir a € B(m) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) QW(a) SV
(i)  d(a,a) =0 und s(a,a) # 0.
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Angenommen es gibt kein a € B(7)\W mit diesen Eigenschaften. Dann gilt: d(a,a) = 0 impliziert
s(a,a)=0 fiir alle @ € B(m)\W. Aus 3.1.3 folgt s = Ad fiir ein A € F. Nun liefert 3.2.4 ein p €
K*\{—1} mit pg =1 und br = ub fiir alle b € B(r). Folglich ist 7 vom Typ (H) oder (T). [

Lemma 3.4.3 Sei 7 € U(f) und 7% # 1. Sei W ein Unterraum von B(w), W # B(r). Dann
gibt es ein a € B(m)\W mit q(a) € F*, aufler wenn m vom Typ (H) oder (T) oder (N) oder (N*)

1st.

Beweis. Enthélt B(r) eine d-hyperbolische Ebene, so folgt die Behauptung aus 3.4.2. Angenommen
B(7) enthilt keine d-hyperbolische Ebene. Dann ist dim B(rw)/d-rad B(w) < 1, da N (K) = F ist,
cf. 3.3.7 . Weil 7 keine Involution ist, folgt dim B(w)/F_;(7m) = 1. Wegen det 7 € {£1} hat die von
7 auf B(w)/F_1 () induzierte Abbildung ebenfalls die Determinante 1. Deshalb mufl = vom Typ
(T) oder (N) oder (N*) sein. ]

Lemma 3.4.4 (Untere Schranken fiir lange Abbildungen) Seien 7 € UE(f) lang und m :=
dim B(w). Dann gilt

m+2 , falls m vom Typ (H) und detw = (—1)™ ist,
m+1 , falls m vom Typ (H) und detw # (—1)™ ist,

(m) > m+2 ,falls 7w vom Typ (T) und detm = (—1)™ ist,
m+3 , falls m vom Typ (T) und detm # (—1)™ ist,
m+2 | falls m vom Typ (N) ist.

Beweis. Ist m vom Typ (H) und o eine beliebige Symmetrie, so ist dim B(7wo) = m, falls B(o) < B(r)
ist. Andernfalls ist dim B(7wo) = m+1 nach 3.3.3. Aus 3.3.2 angewandt auf wo folgt nun (7o) >
falls — detm = det mo = (—1)™ ist, und (7o) > m + 1, falls —det 7 = det o # (—1)™ ist.

m,

Ist 7 vom Typ (T), so ist B(m) totalisotrop, also gilt B(o) ¢ B(m) fiir jede Symmetrie o und
demnach dimB(wo) = m + 1. Aus 3.3.2 folgt nun (7o) > m + 1, falls m + 1 ungerade ist, und
l(mo) > m + 2, falls m + 1 gerade ist.

Sei m vom Typ (N). Dann gilt (—1)"™ = det , also ist 1(7) = m + 1 nicht méglich und wir miissen
nur zeigen, dafl 1(7) > m ist. Angenommen I(7) = m, i.e. ¥ = 01 - - - 0, fiir Symmetrien o;. Dann
ist F(m) = F(o1) N -+ NF(op,). Weil F(r) regulér ist, konnen wir einfachheitshalber F(7w) = {0}

annehmen. Dann gilt fiir mindestens eine Symmetrie o := oy, i € Ny, B(—7) ¢ F(0). Da
dimB(—n) = 1 ist, folgt B(—n) N F(oc) = B(—n) N B(—o¢) = {0}. Nun impliziert 3.3.3 , daf$§
B(no) = B((—7)(—0)) = B(—7) & B(—0) = B(—7) & F(0) = V = B(n) ist. |
3.4.1 |F|>3

Satz 3.4.5 Seien |F| > 3, m € U(f) und m := dim B(w). Dann ist © ein Produkt von Symmetrien.
(a) Ist m kurz, so gilt

I(m) m , falls detm = (—1)™ ist,
ﬂ- =
m+1 | fallsdetw # (—1)™ ist.
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(b) Ist 7 lang, so gilt

m+1 | falls m vom Typ (H) und detw # (—1)™ ist,
m+2 | falls m vom Typ (H) und det 7w = (—1)™ ist,

() =< m+2 ,falls ® vom Typ (T) und (—1)™ = 1 ist,
m+3 , falls mvom Typ (T) und (—1)™ # 1 ist,
m+2 |, falls m vom Typ (N) ist.

|F| > 3; Induktion

Lemma 3.4.6 (Induktions-Lemma.) Sei 7 € UT(f) und 72 # 1.

(a) Ist 7 kurz, so gilt F(wo) > F(w) fir eine Symmetrie o.

(b) Ist m kurz und dim B(m) > 4, so gibt es eine Symmetrie o derart, dafi F(wo) > F(m) und no

kurz ist.

Beweis. (a) Sei w kurz. Falls 7 nicht vom Typ (N*) ist, liefern 3.4.3 (mit W = {0}) und 3.2.2 (a)
eine Symmetrie ¢’ mit F(no’) > F(n). Ist # vom Typ vom (N*), so gilt V = UQD WO X fir
m-Moduln U, W, X, wobei dim U = 2, 7y eine Transvektion, myy = —1y, dimW > 1und nx = 1x
ist. Wir konnen daher eine Symmetrie ¢’ mit B(¢’) < W wihlen und erhalten F(wo’) > F(n).
Ist dimB(7w) > 3, so ist mo’ wiederum vom Typ (N*), also insbesondere kurz. Dies beweist (a).
Fiir den Beweis von (b) nehmen wir an, dafl dimB(7) > 4 ist. Ist mo’ kurz, so sind wir fertig.
Wir kénnen deshalb annehmen, da wo’ lang ist, i.e. zu einem der Typen (H), (T), (N) gehért.
Insbesondere ist 7 nicht vom Typ (N*). Entsprechend dieser drei Fille werden wir in unserem
Beweis vorgehen. In (i), (ii) und (iii) sei o eine beliebige Symmetrie mit F(wo) > F(7).

(i) Ist mo’ vom Typ (H), so ist wo kurz oder vom Typ (H).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt F,(mo’) = B(wo’) fir ein p € K\{*1}. Hieraus folgt
dimF,(7) > dimB(no’) — 1 = dimB(7) — 2 > 2, also dimF, (7o) > 1. Folglich ist mo kurz oder
vom Typ (H). [ |

Ist 7o’ vom Typ (H), so ist dimF,(r) > 2 fur ein p € K\{1,—1}. Insbesondere ist
B(m)(m — ) # B(m). Nach 3.4.3 gibt es ein a € B(m)\B(7)(7m — p), so daB ¢r(a) € F* ist. Dann
erfilllt o := o, F(wo) > F(m) und nach 3.3.6 (b) auch dimB(no)/F (7o) = dim B(7)/F,(7) # 0
(,da 7 nicht vom Typ (H) ist). Demnach ist wo nicht vom Typ (H) und (i) liefert, dal 7o kurz ist.

(ii) Ist o’ vom Typ (T), so ist mo kurz oder vom Typ (T) .
Beweis. Aus 3.3.5 (b) erhalten wir dim radB(w) > dimB(wo’) — 1 > 2, also radB(no) # 0. Somit
ist wo kurz oder vom Typ (T). [ |

Ist mo’ vom Typ (T) , so ist B(mo’) totalisotrop und radB(m) # {0}. Insbesondere ist
B?(7) # B(w). Nach und 3.4.3 gibt es ein a € B(7)\B?(n), so da} ¢.(a) € F* ist. Nach 3.3.6 (a)
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gilt F(7wo) > F(n) und dim B(7o)/rad B(no) = dim B(r)/rad B(w) # 0 (,da 7 nicht vom Typ (T)
ist). Demnach ist 7o nicht vom Typ (T). Aus (ii) folgt, dal mo kurz ist.

(iii) Ist w0’ vom Typ (N), so ist o kurz oder vom Typ (N).

Dies folgt aus (i) und (ii) mit o und ¢’ in vertauschten Rollen.

Betrachte nun den Fall, dafl mo’ vom Typ (N) ist. Analog zum ersten Fall finden wir eine
Symmetrie o mit F(no) > F(7) und dimB(no)/F_1(mo) = dimB(w)/F_1(7) > 1 (,da 7 keine
Involution und nicht vom Typ (N) oder (N*) ist). Somit ist 7o nicht vom Typ (N) und (iii) zeigt,
da mo kurz ist. |

Bahndimension < 2 aufler Typ (T)
Bemerkung 3.4.7 Es set dimV = 2.

(a) Ist 7 € U(f) eine Transvektion, so besitzt V eine Basis {v,v(m — 1)} derart, dafi
v und v(w — 1) isotrop sind und f(v,v(mw — 1)) = — f(v,v(w — 1)) ist.
(b) Ist m € U(f) 2yklisch mit mip(m) = 22 + ax — 1, so besitzt V eine Basis

{v,vr} derart, daf v und vr isotrop sind und f(v,vr) = f(v,vw) ist. Weiterhin gilt o = —a.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl V' von isotropen Vektoren erzeugt

wird und das Minimalpolynom von 7 ~-symmetrisch ist. |
Lemma 3.4.8 Sei m € U(f) vom Typ (N*). Dann ist 1(7) = dim B(rx) + 1.

Beweis. Betrachte zunéchst den Fall dim B(7) = 2. Wir konnen dann annehmen, daf§ dimV = 3
und 7 zyklisch mit mip(7) = (z — 1)?(x + 1) ist. Nach 3.4.7 gibt es eine Basis B von V, so daf

0
0 and Mg(f) =
-1

SO = =
S W ©
O O ™
_= o O

fiir ein 3 mit 3 = —f gilt. Wihle a := (0,1,1) € V und ¢ := ¢,. Man berechnet dann mip(no) =
(x —1)%, und 3.4.6 (a) zeigt, daB 1(mo) = 2 ist. Folglich ist 1(7) = 3.

Der allgemeine Fall 148t sich leicht auf den gerade behandelten reduzieren. |
Lemma 3.4.9 Ist 7 € Ut (f) lang und dimV = 2, so ist w0 kurz fiir jede Symmetrie o.

Beweis. Sei o eine Symmetrie. Falls 7 vom Typ (T) oder (N) ist, so gilt det o = —1 und F,(7) =
{0} fur alle pp € K\{=£1}, also ist o kurz. Ist 7 vom Typ (H), so ist det 7o = 1 und dimF, (7o) =1
fiir ein p € K\{£1}. Hieraus folgt, dal mo kurz ist. |

Lemma 3.4.10 Seien m € U(f), dimV = 2 und det™ = —1. Falls |F| > 3 ist, ist 7o kurz fir

eine Symmetrie o.

Beweis. Wir konnen annehmen, dafl 7 keine Symmetrie und auch keine Homothetie ist. Dann ist m

zyklisch und hat ein Minimalpolynom z2+ax—1, wobei @ = —a # 0 ist. Sei € € {£1}. Beachte, daf
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emr — 1 zu GL(V) gehort. Es gibt eine Basis {v, v7} von V, so daf v isotrop und g8 := f(v,vnw) € F*
ist; cf. 3.4.7 (b). Wir erhalten g (w) = —a~8(5 + €)(d + €) — 6 fiir w = v + Svr. Ist |F| > 3, so
wéhle ein § € F*\{£1}. Dann gilt g, (w) € K\F und f(w,w) # 0; somit ist ¢ := o,, wohldefiniert
und F.(mo) = {0}; cf. 3.2.2 (b) . Weiterhin ist det 7o = 1 und 7o damit kurz. |

Bemerkung 3.4.11 Seien m € U(f),dimV = 2 und detm = —1. Falls |F| = 3 und m weder eine
Symmetrie noch eine Homothetie ist, ist mo oder —mwo eine Transvektion fir jede Symmetrie o.

Ferner ist m kein Produkt von Symmetrien.

Beweis. Wir setzen den obigen Beweis an der Stelle fort, wo |F'| > 3 benutzt wurde. Jeder regulére
1-dimensionale Vektorraum von V wird von einem Vektor w = v + dvr mit § + 6 € F* erzeugt.
Fiir eine beliebige Symmetrie o = 0., zeigt die obige Formel fiir ¢, (w), dafl gex(w) € F* fir e = 1

!'= o und es gibt pu,v € F, so daB § = p + va

oder € = —1 gilt [ Wegen a® = @ = —a ist —a~
ist. Dann ist p = 6%5 € F* = {1, —1}. Man berechnet nun g.,(w) = pfB + ((u + €)? + v? + v)ap.
Ist v € {0,—1}, so wihle € := —pu. Ist v = 1, wihle e := u.] Folglich ist F.(wo) # 0 fiir e = 1 oder
e = —1; cf. 3.2.2 (a). Wegen detmo = 1 folgt hieraus der erste Teil der Behauptung. Sei p eine
weitere Symmetrie. Aus 3.4.9 erhalten wir, daf ¢ := wop kurz ist. Wegen 1(wo) # 2 (cf. 3.4.4), ist
1) keine Symmetrie. Demnach hat auch ¢ die von 7 geforderten Eigenschaften. Dies beweist den

zweiten Teil der Behauptung. |

Proposition 3.4.12 Sei 7 € U*(f) kurz mit dimB(w) = 2. Ist detm = 1, so ist I(z) = 2. Ist
|F'| > 3 und det(m) = —1, so gilt 1(7) = 3.

Beweis. Die Linge kann nicht kleiner als angegeben sein, cf. 3.3.2. Sei det 7 = 1. Lemma 3.4.6 (a)
liefert eine Symmetrie o, so dafl dim B(no) = 1 ist. Wegen det mo = —1 ist 7m0 eine Symmetrie.

Sei nun |F| > 3 und det # = —1 angenommen. Wir behaupten:

(+) dimB(mp) = 2 und 7wp kurz ist fiir eine geeignete Symmetrie p.

Aus (+) folgt dann die Behauptung, da 7wp nach dem vorherigen ein Produkt von zwei Symmetrien
ist. Falls B(7) regulér ist, kann man V = B(w) annehmen und 3.4.10 beweist (4). Ist B(x) nicht
reguldr, so ist 7 vom Typ (N*) und 3.4.8 liefert (+). |

Wir betrachten nun die Situation, dafi dim B(7) = 2 und = lang ist.

Lemma 3.4.13 Seien |F| > 3 und 7 € U (f) mit dim B(x) = 2.
Ist m vom Typ (H), so ist 1(m) = 3.
Ist m vom Typ (N), so ist I(m) = 4.

Beweis. Falls 7 vom Typ (H) oder (N) ist, liefert 3.4.9 eine Symmetrie o, so dal 7o kurz und
dim B(7) = 2 ist. Die Behauptung folgt dann aus 3.4.12 und 3.4.4. |
Fiir dim B(7) = 2 haben wir {(7) bestimmt, auer wenn 7 vom Typ (T) ist. Diesen Fall werden
wir in Abschnitt 3.4.1 behandeln.
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Bahndimension 3 aufler lange Abbildungen

Lemma 3.4.14 Sei 7 € U*(f) kurz und dim B(r) = 3. Ist det ™ = —1 und F_(7) # {0}, so gilt
1 (m)=3.

Beweis. Ist F_q1(m) = B(n), i.e. 7 eine Involution, so ist 7 ein Produkt von drei Symmetrien,
deren Bahnen paarweise orthogonal in B(7) sind. Der Fall dimF_;(x) = 2 ist nicht moglich, da
det m = —1 ist und 7 nicht zum Typ (N) gehort. Sei also dimF_; (r) = 1 angenommen.

Fall 1: F_;(m) ist reguldr. Dann gilt V = UQ WO X fiir 7=-Moduln U, W und X, wobei U =
F_i(7), dimB(mw) = 2,det(mw) = 1,F_1(mw) = {0} und nx = 1x ist. Ist my kurz, wihle
o := —1y@ lwgx. Dann ist 7o kurz, dim B(ro) = 2, und 3.4.12 beweist die Behauptung. Sei
nun angenommen, daf my lang ist. Dann ist 7y vom Typ (T), i.e. W = W1 Wy und mw,, mw,
sind Transvektionen. Da B?(r) # B(r) ist, gibt es nach 3.4.3 einen Vektor a € B(7r)\B?(7), so daf§
¢r(a) € F* ist. Die Symmetrie o := o, erfiillt dann dim B(7o) = 2 und dim B(wo)/radB(no) = 1,
cf. 3.2.2 (a) and 3.3.6 (a). Wegen det 7o = 1 impliziert dies, dafl wo zyklisch mit Minimalpolynom
(x — 1)3 ist. Insbesondere ist o kurz und 3.4.12 ergibt 1(7o) = 2, also 1(7) = 3.

Fall 2: F_ (7) ist singulér. Dann ist (x+1)* ein Teiler von mip() fiir ein k > 2. Wegen dim B(r) = 3
und detm™ = —1 muBl £ = 3 sein. Somit gilt V = UQD X, 7y ist zyklisch mit Minimalpolynom
(x +1)% und 7x = 1yx. Dann ist —7y kurz, dimB(—7y) = 2 und det —7y = 1. Aus 3.4.12 folgt
—7y = po fiir geeignete Symmetrie p, 0. Weil —p ein Produkt von zwei Symmetrien ist (Beachte,
daB dim U = 3 ist!), schlieBen wir 1(7) = 1(my) = 3.

Lemma 3.4.15 Sei m € U(V, f) kurz mit dimB(w) = 3. Falls detm = —1, F_q1(7) = {0} und
B(n) reguldr ist, gilt 1(w) = 3.

Beweis. Wir kénnen dimV' = 3 annehmen. Weil 7 kurz ist, gibt es eine Symmetrie o, so dafl
F(mo) > F(m) ist. Angenommen 7o ist vom Typ (N). Wihle dann ein ¢ € V, so dafl B(o) =
{a(m? — 1)) ist. Dann ist F_j(7o) = (a(r — 1)) isotrop; cf.3.2.2 (angewandt auf —). Hieraus

erhalten wir

gr(a(r —1)%) = f(a(m—1),a(r =1)(7 - 1)) = f(a(r —1),a(r = 1)(1+1)) = —g-x(a(r® ~ 1)) € F*.

Sei 0/ die Symmetrie mit B(¢’) = (a(m — 1)?). Dann ist F(ro’) = (a(m — 1)) isotrop, also (z — 1)?
ein Teiler von mip(mo’). Nun folgert man aus dimV = 3,dimB(n¢’) = 2 und detmo’ = 1, dafl
mip(mo’) = (x — 1)3 ist. Also ist 7o’ kurz. Nun zeigt 3.4.12, daB 1(7o’) = 2 ist. |

Korollar 3.4.16 Ist m € U(f) kurz, detm = —1,dim B(7w) = 3 und B(n) regulir, so ist 1(7) = 3.

Beweis. Fiir F_1(m) # 0 liefert 3.4.14 das Ergebnis. Andernfalls folgt die Behauptung aus 3.4.15.
[ |

Lemma 3.4.17 Seiw € U(f) und V =UQ W fir n-Moduln U und W mit dimU = 2 = dim W.
Es sei my eine Transvektion, mw keine Homothetie, det myy = —1 und B(mww ) regulir. Ist |F| > 3,
so ist 1(m) = 3. Falls |F| = 3 ist, findet man eine Symmetrie o, fir die dimB(no) =1 gilt und 7o
zum Typ (N) gehort.
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Beweis. Die Abbildung 7y ist zyklisch mit Minimalpolynom 22 + Az — 1, wobei A = —\ ist. Nach
3.4.7 gibt es eine Basis B von V, so daf} sich folgende Koordinatendarstellung ergibt:

11

Mg(m) = 1 01 and Mpg(f) =

o

w
0

€l

0
1 =X v 0

Dabei gilt @ = —w € K* und 7 = v € F*. Sei v € K. Wihle a € K, so dal aa = —(vA/4w)(vy +
L+vy+75+271\(y — 7)) ist, ¢f.3.3.7. Fiir 2 = («,0,v,1) € Vund a := z(7 — 1)(7 + 1) = 2(72 - 1)
berechnet man

gx(a) = flz(r+1),2(m* =1)) =2""wA(y+7) € F,
—f(z(m = 1),2(7* = 1)) = vA(Y7 + 1 = (7 +7) + 7).

h‘Q
3
—~
S
~
Il

Sei zunichst |F| > 3. Wiihle v € F*\{#1}, Dann ist aa = —(vA\/4w)(y + 1)? und g (a) = vA%y €
F*, q_x(a) = vA(y — 1)+ vyA? € F und (wegen a # 0) a € B(7)\W. Somit erfiillt o := o, nach
3.2.2 dimB(wo) = 2. Aus 3.2.2 (b) und ¢_,(a) ¢ F folgt dimF_; (7o) = 0. Deshalb ist —mo keine
Transvektion. Weiterhin gilt a € B(m)\B?(r), da B?(7r) = W ist. Somit ist o nicht vom Typ (T);
cf. 3.3.6 (a). Demnach ist mo kurz und 3.4.12 ergibt 1(wo) = 3.

Ist |F| = 3, so wihle v := 1+ A. Dann gilt ¢_(a) = —v = ¢x(a) € F* und ad = —(vA/4w) # 0.
Die Symmetrie o := g, erfiillt dann dim B(7o) = 2, dimF_; (7o) = 1 (cf. 3.2.2 (a)). Wegen a # 0
ist @ € B(w)\B?(), so dal wo nicht vom Typ (N*) ist; cf. 3.3.6 (a). Folglich gehort mo zum Typ
(N). [ ]

Lemma 3.4.18 Seien |F| > 3, 7 € U(f) und dimB(w) = 3. Falls det(nr) = —1, F_1(7w) = {0}
und B(m) singuldr ist, gilt 1(r) = 3.

Beweis. Zunichst halten wir fest, da§ B() nicht totalisotrop und dim rad B(rw) # 2 ist (Dies folgt
unmittelbar aus detm = —1, dimB(x) = 3 und F_;(7) = {0}). Dies liefert dim rad B(w) = 1.
Demnach gibt es eine Zerlegung V= UQD W@ X, wobei dimU = 2, 7y eine Transvektion und
B(mw) = W ein zweidimensionaler Raum mit F_;(my) = {0} und det 7y = —1 ist. Weiterhin
ist Tx = 1x und wir konnen X = {0} annehmen. Ist my keine Homothetie, so liefert 3.4.17 die
Behauptung. Nehmen wir nun an, daf§ 7y eine p-Homothetie ist, so gibt es nach Lemma 3.4.6 (a)
eine Symmetrie ¢ mit dim B(mwo) = 2 und det 7o = 1. Ferner ist F,, (7o) # 0. Deshalb ist 7o kurz
und l(7o) = 2 nach 3.4.12, also I(7) = 3. [

Proposition 3.4.19 Seien |F| > 3, 7 € UE(f) kurz und dimB(x) = 3. Fir detm = —1 ist
I(7) = 3 und fir detm =1 ist 1(m) = 4.

Beweis. Sei zunéchst det 7 = —1 angenommen. Ist F_;(7) # {0}, wende cf. 3.4.14 an; andernfalls
liefern 3.4.15 (fiir reguldre Bahn) und 3.4.18 (fiir singulére Bahn) das gewiinschte Ergebnis. Sei
nun det 7 = 1 angenommen. Nach 3.4.6 (a) gibt es eine Symmetrie o, so daf§ dim B(wo) = 2 und
det o = —1 ist. Damit ist mo nicht vom Typ (T) oder (N). Folglich ist 7o vom Typ (H) oder
kurz, und 3.4.13 und 3.4.12 ergeben (7o) = 3. |
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Beweis des Satzes

Seien 7 € U%(f) und m := dim B(7). Nach 3.3.2 und 3.4.4 kann 1(7) nicht kleiner als behauptet
sein. Der Beweis von 3.4.5 erfolgt durch Induktion iber dim B(w).

(i) Wir betrachten zuerst den Fall, dafl 7 kurz ist. Ist dim B(7) < 3, so liefern 3.4.12 (fiir dim B(w) =
2) und 3.4.19 (fiir dim B(7) = 3) die Behauptung. Wir kénnen daher dim B(7) > 4 annehmen. Ist
7 eine Involution, so ist 7 das Produkt von m Symmetrien, deren Bahnen paarweise orthogonal
in B(r) sind. Wir kénnen daher 72 # 1y annehmen. Nach 3.4.6 b) gibt es dann eine Symmetrie
o, so daf dim B(wo) = m — 1 und wo kurz ist. Nach Induktionsannahme gilt dann (7o) =m — 1
(fiir det 7o = (—1)™"1) oder I(7o) = m (fiir det o # (—1)™~1), also I(7) = m beziehungsweise
l(m) =m+ 1.

(ii) Sei schliefllich 7 eine lange Abbildung. Dann gilt V = UQD W fiir 7-Moduln U und W, wobei
dimU = 2 und 7y eine Transvektion oder eine negative Transvektion oder eine p-Homothetie fiir
ein p € K\{£1} ist. Man findet nun eine Symmetrie o mit B(o) < U, so dafl wo kurz ist. Weiterhin
gilt dann dim B(no) = m, falls 7 is vom Typ (H) oder (N) ist, und dim B(wo) = m + 1, falls =
vom Typ (T) ist. Die Behauptung folgt nun aus (i). |

3.4.2 |F|=3

In diesem Abschnitt setzen wir |F'| = 3 voraus. Wie bereits aus 3.4.11 ersichtlich, treten in diesem
Fall weitere lange Abbildungen auf. Es stellt sich heraus, dal 3.4.11 bereits auf alle weiteren

Ausnahmeabbildungen fiihrt. Dies prézisieren wir in der

Definition 3.4.20 Seien m € U(f) und 7 die von 7 auf B(n)/radB(w) induzierte Abbildung. Nen-
ne 7 lang, falls w lang im Sinne von 3.4.1 ist oder wenn dim B(7)/radB(7) = 2 und 7 unzerlegbar
ist. Somit gilt:

(S1) mip(7) = (z — a)? fiir ein a@ = —a # 0

oder

(S2) mip(7) = (z — 1)2, i.e. 7 ist eine Transvektion,

oder

(S3) mip(7) = (z + 1)2, d.e. 7 ist eine negative Transvektion.

Dann hat © eine der folgenden Formen (S1) oder (52) oder (S3).

(SHV=UQD W, dimU =2, any ist eine Transvektion mit & = —« € K* (insbesondere ist

detr, = —1) und mw ist vom Typ (T) oder 1y .

U
(S2) V=UQD W, dimU = 4, my ist zyklisch mit mip(ry) = (v — 1)* und 7y ist vom Typ (T)
oder 1y .
(S3) V=UO W, dimU = 2, ny ist eine negative Transvektion und mwyw ist vom Typ (T)
oder 1y .

Wir sagen, daf8 m vom Typ (S) ist, wenn m vom Typ (S1) oder (S2) oder (S3) ist.

Weiterhin, nennen wir m lang vom Typ (M), wenn V =UQD WO X, dimU = 2 = dim W und
mip(ry) = (v —v)?

nicht lang ist, nennen wir kurz.

= mip(nw) fiir ein v € K* mit v = —v und mx = 1x. Fine Isometrie, welche
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Satz 3.4.21 Seien |F| =3, 7 € U(f) und m := dim B(n).
(a) Ist m kurz, so gilt
m , falls detm = (—1)™ ist,
() =
m+1 |, falls detw # (—=1)™ ist.

(b) Ist 7 lang, so gilt

m+1 , falls mvom Typ (H) und (—1)™ # det 7 ist,

m+ 2 , falls m vom Typ (H) und (—1)™ = det 7 ist,

m+ 2 , falls m vom Typ (T), dimV > 3und (—1)™ = 1 ist,
I(r) = m+ 3 , falls mvom Typ (T), dimV > 3und (—1)™ # 1 ist,

m+2 , falls m vom Typ (N) und dim V' > 3 ist,

m+ 2 , falls T vom Typ (S), dimV > 3und (—1)™ = det(r) ist,

m+ 3 , falls mvom Typ (S), dimV > 3und (—1)™ # det(w) ist,

6=m+2 |, falls™vom Typ (M) ist.

(¢) Falls dimV =2 und det m = —1 und 7 weder eine Symmetrie noch eine Homothetie ist, so ist

7 kein Produkt von Symmetrien.

Bemerkung 3.4.22 Sei dim V = 2. Mit S* bezeichnen wir die Menge von Produkten von k Sym-
metrien. Dann ist (S) eine echte Untergruppe von UE(f). Wir haben (S) = S? 050 S3\S und S?
ist ein Normalteiler in (S) vom Index 2 und Ordnung 8, der aus 1y, —1y und 6 Transformationen
¢ mit mip(¢) = x? + 1 besteht. S? ist die Quaternionengruppe. Ferner besteht S3\S aus den 2

Homothetien i - 1y und —i - 1y, wobei i = —i ist, und S enthdlt 6 Symmetrien. |

|F| = 3; untere Schranken

Lemma 3.4.23 (Untere Schranken fiir (S)) Seien 7 € UT(f) vom Typ (S) und m :=
dim B(7). Dann ist
m+2 | falls (—1)™ = det(rw) ist,
I(m) =
m+3 , falls (—1)™ # det(n) ist.

Beweis. Sei k := 1(m) < m 4+ 1 angenommen. Dann gibt es Symmetrien o1, ...,0%, so dal 7 =
o1+ 0g. Nach 3.3.3 und 3.3.1 , gilt B(o;) < B(w). Dies bedeutet F(7) < F(0;), und o; induziert
eine Symmetrie ¢; auf B(w)/radB(w). Nun ist aber 7 = 7 - - - ) ein Widerspruch zu 3.4.11.

Lemma 3.4.24 (Untere Schranken fiir (M)) Sei w € U%(f) vom Typ (M). Dann ist 1(7) > 6.

Beweis. Nach Definition des Typs (M) gibt es ein v € K*\{x1}, so da dimradB(om) = 2
ist. Sei o eine beliebige Symmetrie. Wenn dimB(wo) > dimB(w) = 4 ist, folgt (o) > 5

aus det(mo) = —det(r) = —1. Wir koénnen deshalb dimB(no) = 3 annehmen. Nun ist
dimradB(#ro) > dimradB(vm) — 1 = 1, und F(wo) # {0} impliziert, daB (z — v)?(z — 1) ein
Teiler von mip(7wo) ist. Wegen det(ro) = —1 und v? = —1 folgern wir mip(ro) = (z —v)?(x — 1)

Damit ist 7o vom Typ (S1). Nun ergibt 3.4.23, daf§ I(wo) > 5, also l(7) > 6. |
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|F'| = 3; Induktion

Um den Beweis von 3.4.32 iibersichtlich zu gestalten, geben wir nun eine Reihe vorbereitender

Lemmata an.

Lemma 3.4.25 Seienm € U(f), v eV, a € K*\{£1} mit ad =1 und a = v(r — 1)(ar — 1). Es
gelte qur(a), qr(a) € F*, und v(m — 1) sei isotrop. Der Vektor o' .= v(m — 1)(ar — 1) erfillt dann

qar (@) = qz(d') = —qur(a) € F*.

Beweis. Beachte: aus qor(a), gz(a) € F* folgt f(v(r —1),v(amr — 1)) =0, cf. 3.2.2 angewandt auf

7 und am. Hiermit berechnen wir nun

gx(a’) = flo(ar —1),d") = fo((r = 1) + (& —1)m)),a’)
= qar(d)) + (o + D f(v(r = 1),0(ar — 1)) = gax(a') + (@ + 1)(a = 1) f(v(m — 1), vm)
= dar(d)) = (@ = Df(v(r = 1), (@ = D)o7) = gax(a’) = (@ = 1) f(v(r = 1), v(am — 1))
= gar(a’) = f(v(m = 1),0(7 — 1)(ar — 1))
= flo(r=1),u(r —1)(ar + 1)) = —f(v(r = 1),v(r — D)(ar — 1))

Bemerkung 3.4.26 Ist dimV = 2, € € {£1} und m € U(f) zyklisch mit mip(7) = (z — a)?,

—a=a € K*, so gibt es eine Symmetrie o derart, daff emo eine Transvektion ist.

Beweis. Wegen mip(err) = (z — ea)? gibt es nach 3.4.3 and 3.2.2 (a) eine Symmetrie o mit

dim F, (7o) = 1. Nun folgt aus det mo = 1, dafl ewro eine Transvektion ist. |

Lemma 3.4.27 Seiw € U(f), so daf V =U1© U, fiir m-Moduln Uy, mit dim Uy, = 2, mip(m1) =
(z +1)? und mip(me) = (x —i)? (T bezeichne my,, und es seii = —i € K* ). Dann gibt es einen

anisotropen Vektor v € V, so daf$ q.(v(m — 1)) € F* ist.

Beweis. Nach 3.4.7 und 3.3.7 findet man eine Basis B von V', so daf sich folgende Matrixdarstel-

lungen ergeben

0 1 0 1
1 1
Mp(m) = und Mg(f) =
0 1
1 —
Wiéhle v := (1,—1,1,—1). Dann ist f(v,v) = —1 = ¢z (v(7 — 1)). |

Lemma 3.4.28 Sei m € U (V, f) kurz. Es gelte dimB(n) = 4, detm = 1, dimF_;(7) = 1 und
dimF,(7)NB(m) < 1 fir jedes p € K. Dann gibt es eine Symmetrie o, so dafi dimB(wo) = 3 und

wo kurz ist.

Beweis. Einfache Uberlegungen ergeben, daf V sich auf eine der im folgenden angegebenen Weisen

in w-Moduln zerlegen 1:f3t:
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(a) V=UO W,dimU =1, 7y = —1y und my ist kurz;
b)) V=U0O WO XQ Y,dimU =1, 7y = —1y, dim W = 2, my ist eine Transvektion,

mip(ry) = (z — a)? mit @ = —a # 0 und 7y = ly;
) V=UO WD XO Y, dimU = 2, my ist eine negative Transvektion, dimW =1 = dim X,
mw =—1-lw, mx =i-1x und 7y = ly;

() V=UD WO X, dimU = 2, 7y ist eine negative Transvektion, dim W = 3, mip(my) = (x — 1)3
und T = 1)(;
() V=UD W, dimU = 4, mip(ry) = (z + 1)*, 7w = 1w

(a) Wihle o := oy.

(b) Nach 3.4.3 und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie o mit B(c) < X, so dafl (7o) x eine Trans-
vektion ist. Dann ist dim B(wo) = 3 und no kurz.

(c) Nach 3.4.2 und 3.2.2 (a) angewandt auf mygw gibt es eine Symmetrie o, so da B(o) < U W
und dim B(wo) = 3 ist. Weil X < Fj(wo) regulér ist, ist mo nicht vom Typ (S1). Wegen
—1 =det o # —i = i3 ist 7o nicht vom Typ (H). Folglich ist 7o kurz.

(d) Nach 3.4.3 angewandt auf 7y, gibt es ein w € B(mw) mit ¢ (w) € F*. Wihle ein
u € F_1(m)\{0} und setze a := u + w. Dann ist ¢-(a) = ¢.(w) € F* und o := o, erfiillt
dim B(wo) = 3. Wegen B(o) < V(r+1) gilt F_1(7w) < F_1(wo). Ist dim F_; (7o) = 2, so folgt aus
B(o) = (a) € V(7 + 1) und 3.3.6 (a) angewandt auf —, dal F_1 (7o) eine hyperbolische Ebene
ist, ein Widerspruch zu det wo = —1. Folglich ist F_;(wo) = F_;(m) totalisotrop. Nun folgt aus
det mo = —1, daB8 mip(ro) = (z + 1)3(z — 1) ist. Hieraus schliefen wir, da mo kurz ist.

(e) Wir kénnen W = 0 annehmen. Wegen B(w)(m + 1) # B(w) liefert 3.4.3 einen Vektor
v(m — 1) € B(m)\B(7)(m + 1) mit g (v(m — 1)) € F*. Falls v isotrop ist, setze X := f(v,v(7 + 1)3)
und v = v + edv(r + 1)3 € B(m)\B(7w)(r + 1). Dabei sei € € {£1}. Es ist A # 0, da
(v(m +1)%)+ = V(7 + 1). Somit gilt f(v',v") = 2eA\ # 0 und

W (r—1) = fO,0(r—1))=flv+ew(r+1)3v(r —1)+ev(n +1)%)
f,v(r =)+ e+ erf(o(r+ 1) v+ v(r+1)) = f(v,v(r — 1)) — AN
= g(v(r—1)) —eA\ € F.

Demnach ist ¢, (v'(m — 1)) € F* fiir ein geeignetes ¢ € {+1}. Wir kénnen daher annehmen,
daB v anisotrop ist. Die Symmetrie o := o, erfiillt dann dimB(wo) = 3, F_;(mo) = {0} (da
B(o) € V(r + 1)), dimradB(ro) = (v) N (v)* = {0} und dim F, (7o) < 1 fiir jedes p € K (,da
dim F),(7) = 0 fur jedes p € K\{—1} gilt). Somit ist 7o kurz. |

Lemma 3.4.29 Sei m € UE(f) kurz, und es gelte dimB(7) = 5, detm = —1, dimF_;(7) = 2,
dimradB(7) = 1 und dimF,(7) N B(n) < 1 fir jedes pn € K\{—1}. Dann gibt es eine Symmetrie

o, so daff dimB(wo) = 4 und o kurz ist.

Beweis. Beachte, dal F_;(m) nicht totalisotrop sein kann. Sonst miifite V.= UQD WO X fiir
m-Moduln U, W, X mit dimU = 2 = dim W gelten und —ny, —mw, mx wéren Transvektionen, ein
Widerspruch zu det 7 = —1. Wihle einen anisotropen Vektor a € F_;(7) und setze U := (a)*.

Angenommen 7y ist lang. Dann ist 7y vom Typ (S3), da dim F_(ny) = 1 und radB(ny) =
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radB(m) # {0} gilt. Wir erhalten nun den Widerspruch 1 = dimradB(n) = dimradB(ny) =
dimB(ny) — 2 = dimB(7) — 3 = 2. Somit sind 7y und 7o, = 1)@ 7y kurz. Weiterhin ist
dim B(wo,) = 4. [

Lemma 3.4.30 Ist 7 € U(f) kurz und dim B(x)/radB(7) = 2, so ist F(no) > F(n) und 7o kurz

fiir eine Symmetrie o.

Beweis. Sei 7 die von 7 auf B(w)/rad B(n) induzierte Abbildung. Es sei zunichst detm = —1
angenommen. Weil 7 nicht vom Typ (S1) ist , ist 7 eine Symmetrie oder eine p-Homothetie
fir ein g € K\{£1} mit u?> = —1 = —pji, cf. 3.4.20. Wenn 7 eine Symmetrie ist, gibt es eine
Zerlegung V = UQD WO X in m-Moduln U, W und X, so dafl dimU = 1,7y = —1y, dmW =
3 und mip(mw) = (z — 1) und 7x von Typ (T) oder 1x ist. Nun laBt sich my = p1po als
ein Produkt von zwei Symmetrien p; schreiben, cf. 3.4.12. Wahle ¢ := 1yD p2D 1x. Dann ist
7o = —1y@ p1D 7x kurz und dimB(no) < dimB(n). Falls 7 eine p-Homothetie ist, so hat
man, da 7 nicht vom Typ (H) ist, eine Zerlegung V = UQD W in m-Moduln U und W, wobei
dimU = 2,7y = p- 1y und 7y vom Typ (T) ist. In diesem Fall liefert 3.4.6 a) eine Symmetrie o
mit dim B(mo) = dimB(m) — 1 und det 7o = 1. Ferner gilt dimF,, (7o) = 1 wegen F,(7) € F(0),
somit ist wo kurz.

Sei nun det 7 = 1 angenommen. Weil 7 weder zum Typ (S2) noch (S3) gehort, schliefien wir, dafl
7 =1 oder mip(7) = 2% + 1 gilt. Im ersten Fall folgt V = U;D U@ W fiir 7-Moduln U; und W,
wobei dim U; = 3, mip(ny,) = (z — 1)% und mw vom Typ (T) oder 1y ist. Weil 7, kurz ist, liefert
3.4.12 Symmetrien p1, p2, so dafl my, = p1p2 ist. Wahle o := poD ly.. Dann ist 7o = D Tyt
kurz und dim B(mo) < dim B(r). Ist mip(7) = 22 + 1, so haben wir V.= UQ@ W fiir =-Moduln U
und W, dimU = 2, mip(ry) = 22 + 1, und 7y ist vom Typ (T) oder 1y. Wiederum findet man
nach 3.4.12 Symmetrien p1, po, fiir die 7y = p1p2 gilt. Sei 0 := poD 1y . Dann ist wo = p1D 7w
kurz und dim B(7o) < dim B(w). [

Lemma 3.4.31 Sei 7 € UX(V, f) kurz mit F_i(n) = {0}unddimB(n) = 4 = dim V. Fir alle
v eV gelte:
(%) Ist g (v(m — 1)) € F*, so ist v isotrop.

Dann ist dimker(r — )2 > 2 fiir ein o € K* mit & = —a.

Beweis. Weil  kurz ist, findet man nach 3.4.3 einen Vektor u € V, der ¢, (u) = s(u,u)+i~d(u,u) €
F* erfiillt, cf.3.2.3. Dies bedeutet s(u,u) # 0 = d(u,u). Sei W := u’¢. Wegen d-radV =F_,(7) =
{0} ist dim W = 3. Aus F(rr) = {0} folgt ¢ := (m — 1)~ € GL(V).

Fall 1: Ein w € W erfiillt d(w,w) = 0 # f(w¢, we). Dann ist U := (u, w) d-totalisotrop, nicht s-
totalisotrop, da s(u,u) # 0, und U¢ ist nicht f-totalisotrop, da f(weo,w¢) # 0 ist. Wegen |F| =3
gibt es mindestens 6 s-regulire 1-dimensionale Unterrdume von U und hochstens 4 f-singuldre
1-dimensionale Unterrdume von U¢. Wir finden daher einen Vektor v € U¢ mit f(v,v) # 0 #
s(v(m —1),v(mr — 1)). Nun ergibt g (v(m — 1)) = s(v(r — 1),v(x — 1)) € F* einen Widerspruch zu
Fall 2: Fiir alle w € W folgt aus d(w,w) = 0 auch f(w¢, we) = 0.

Weil V' d-reguléir ist, folgt dim W/d-radW > 2. Wegen N(K) = F enthélt W eine d-hyperbolische
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Ebene. Nach 3.1.2 gibt es dann ein A € F, so dal fo (¢ X &)wxw = Mwxw, i.e. flap,bp) =
i - f(ag,b(1 + 1)) fiir alle a,b € W gilt. Da W¢ nicht f-totalisotrop ist, folgt A € F'*. Hieraus
leitet man Z¢p(A~Yi — (7 — 7w~ 1)) C Z+ ab, wobei Z := W¢ sei. Aus dimZ = 3 und dim Z+ =1
ergibt sich nun dimker(A=1i — (7 — 771)) > 2. Dies bedeutet dimker(n? — A\~tizr — 1) > 2. Sei
a:= —A"Y. Dann ist dimker(m — a)? > 2. [ |

Lemma 3.4.32 (Induktions-Lemma.) Sei 7w € U*(f), 72 # 1.

(a) Ist ™ kurz, so gilt F(wo) > F(n) fir eine Symmetrie o.

(b) Ist m kurz und m := dimB(w) > 4, so ist 7o kurz, und es gilt dimF(wo) > dimF(n), falls
detm = (—1)™, bezichungsweise dim F(wo) > dim F(x), falls det m #£ (—1)™ ist, fiir eine Symmetrie

g.

Beweis. (a) Sei m kurz. Wenn 7 nicht vom Typ (N*) ist, gibt es nach 3.4.3 (mit W = {0}) und
3.2.2 eine Symmetrie o’, so daB F(wo’) > F(r) ist. Ist m vom Typ (N*), so gibt es eine Zerlegung
V=UD WO X in m-Moduln U, W, X derart, dafl dim U = 2, 7y eine Transvektion, my = —1y,
dimW > 1 und mx = 1x ist. Wir kénnen daher eine Symmetrie ¢’ mit B(¢’) < W wihlen und
erhalten F(ro’) > F(7). Im Fall dim W > 2 ist w0’ wiederum vom Typ (N*) (, also insbesondere
kurz). Dies beweist (a).

Fiir den Beweis von (b) sei nun dim B(7) > 4 vorausgesetzt. Falls wo’ bereits kurz ist, ist auch (b)
gezeigt. Wir konnen deshalb annehmen, dafl 7 nicht vom Typ (N*) und 7o’ lang ist, i.e. zu einem
der Typen (H), (T), (N), (S), (M) gehort.

Entsprechend dieser Moglichkeiten gehen wir im Beweis von (b) vor. Hierbei machen wir die fol-

genden Fallunterscheidungen.

I w0’ ist vom Typ (H) oder (T) oder (N).
Behauptung C I: F(wo) > F(n) und 7o ist kurz, fiir eine geeignete Symmetrie o
II wo’ ist vom Typ (S).
Behauptung C I : F(wo) > F(n) und wo gehdrt weder zum Typ (S) noch (M) fiir eine
Symmetrie o, womit I anwendbar ist.
Wir unterscheiden folgende Unterfille:
I.1 radB(nw) # {0}.
I1.2 radB(w) = {0}.
I1.2.(a) radB(m) = {0} and F_1(mw) #0
I1.2.(b) radB(m) = {0} and F_(m) = 0.
IIT 7o’ ist vom Typ (M).
Behauptung CIIT : F(wo) > F(n) und 7o gehort nicht zum Typ (M) fiir eine Symmetrie o,
weshalb I oder II zutrifft.

Wir beginnen mit dem Fall I.

In (i), (ii), (iii) sei o eine Symmetrie mit F(7wo) > F(w).

(i) Gehort wo’ zum Typ (H), so ist mo kurz oder vom Typ (H) oder (M) und es gilt dim B(7) = 5,
detm = —1,dim F_(r) = 1, dimF,(7) = 3 und dimradB(pr) = 1 fiir ein g € K* mit i = —p.
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Beweis. Nach Voraussetzung haben wir F,(70’) = B(no’) fir ein p € K\{£1}. Es ist
dimF,(7) > dimB(no’) — 1 = dimB(7) — 2 > 2, also dimF, (7o) > 1. Somit ist 7o kurz oder
vom Typ (H) oder (S1) oder (M). Wire mo vom Typ (S1), wiirde dimF (7o) =1, dimB(7) =4
und i = p® = detwo’ = detwo = —1 gelten, ein Widerspruch. Gehért 7o zum Typ (M), so
folgt dimB(w) = 5, detm = —detwo = —1, 2 = dimF, (7o) = dimradB(pro), dimF,(7) = 3,
dimF,(70’) = 4 und 1 = dimradB(gno’) + 1 > dimradB(gn) > dimradB(firo) — 1 = 1. Dies
impliziert dimF_;(7) = 1. [

Ist 7o’ vom Typ (H), erhdlt man dim F,(7) > 2 fiir ein 4 € K\{1, —1}. Somit B(7) (7 — u) # B(7).
Nach 3.4.3 gibt es einen Vektor a € B(m)\B(7)(7r — u), so dafl g-(a) € F* ist. Gemé&B 3.3.6 (b)
erfiillt o := 0, dimF(no) > dimF(7) und dim B(wo)/F (7o) = dim B(n)/F,,(7) # 0, da 7 nicht
vom Typ (H) ist. Demnach ist o nicht vom Typ (H). Geméfl (i) kénnen wir nun annehmen,
dafl mo zum Typ (M) gehort und V = UD WO XD Y fiir 7-Modulen U, W, X, Y gilt, wobei
dimU =2 =dim W, mip(ry) = (x — p), 7w = - lyy, dim X = 1, 7x = —1x und my = ly ist.

Dann erfiillt 6" := ox F(wo”) > F(w), und mo” ist kurz.

(ii) Falls w0’ vom Typ (T) ist, ist wo entweder kurz oder vom Typ (T) oder (S2) oder
(S3).

Beweis. Nach 3.3.5 (b) ist dimrad B(w) > dim B(wo’) — 1 > 2, also rad B(no) # 0 und damit 7o
kurz oder vom Typ (T) oder (S). Wegen det mo = det mo’ = 1 kann o nicht vom Typ (S1) sein.
]

Wir betrachten nun den Fall, daf 7o’ vom Typ (T) ist. Dann ist B(wo’) totalisotrop und
radB(m) # {0}. Folglich ist B(r) # B(w). Nach 3.4.3 findet man ein a € B(r)\B?(7) mit
gr(a) € F*. Nach 3.3.6 (a) ist F(7wo) > F(7) und dim B(wo)/rad B(no) = dim B(x)/rad B(w) # 0
(, da 7 nicht vom Typ (T) ist). Also ist wo nicht vom Typ (T). Aus (ii) folgt nun, daff
mo kurz oder vom Typ (S1) oder (S2) ist. Gehort mo zum Typ (S1) oder (S2), so gilt
dim B(7)/rad B(7) = dim B(wo)/rad B(mwo) = 2. Nun beweist 3.4.30 die Behauptung.

(ili) Wenn 7o’ zum Typ (N) gehort, ist mo entweder kurz oder vom Typ (N) oder [ vom
Typ (S1) und dimB(n) = 4, detw = 1, dimF_4(7) = 1 und dimF,(7) < 1 fiir jedes pp € K
] oder [ vom Typ (S3) und dimB(7) = 5, detm = —1, dimF_;(7) = 2, dimrad B(7) = 1 und
dimF,(7) <1 fur jedes p € K\{-1}].

Beweis. Sei mo’ vom Typ (N) angenommen. Aus (i) und (ii) folgt, daB mo nicht vom Typ (H)
oder (T) ist. Nimmt man nun an, dal wo lang aber nicht vom Typ (N) ist, so folgt im Fall
dim B(w) > 5:

1>dimF_i(ro) > dimF_i(7) =1 > dimF_q(m0’) — 2 = dimB(no’) — 3 = dim B(7r) — 4 > 1.
Deshalb ist mo vom Typ (S3), dimB(7) = 5 und det 7 = — det mo = —1. Ferner folgt aus

2 = dim B(wo) — 2 = dimradB(no) < dimradB(nw) + 1 < dimrad B(no') +2 = 2,
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dafl dimradB(7) = 1 ist. Im Fall dim B(7) = 4 gilt det 7o = det mo’ = (—1)3 = —1. Folglich ist 7o
vom Typ (S1), was wiederum 1 = dim F_(7wo) + 1 > dimF_;(7) > dimF_;(7mo’) — 1 = 1 nach
sich zieht. [

Ist nun wo’ vom Typ (N), so ist dimF_;(w) > 1. Insbesondere gilt B(w)(m + 1) # B(w).
Demnach liefert 3.4.3 ein a € B(m)\B(7)(7 + 1), so da ¢r(a) € F*. Nach 3.3.6 (b), gilt dann
F(ro) > F(r) und dim B(wo)/F_1(wo) = dimB(n7)/F_1(7) # 1 (, da 7 nicht vom Typ (N) oder
(N*) ) ist. Also ist mo nicht vom Typ (N). Gemé8 (iii) kénnen wir deshalb annehmen, dafl 7o vom
[Typ (S1) ist und dimB(7) =4, detm =1, dimF_;(7) = 1 und dim F,(7) < 1 fiir jedes p € K gilt
] oder [ zum Typ (S3) gehort und dimB(w) = 5, detw = —1, dimF_1(7) = 2, dimrad B(n) = 1
und dimF, () < 1 fur jedes p € K\{—1} erfiillt ist]. Im ersten Fall liefert 3.4.28 und im zweiten
3.4.29 die Behauptung.

Wir haben nun den Fall I abgehandelt.

II. Angenommen wo’ ist vom Typ (S). Wir wollen nun CII beweisen. Zuerst betrachten wir
den Fall

I1.1 radB(w) # 0.

Wihle a € B(n)\B?(r) mit g.(a) € F*, cf. 3.43. Sei ¢ = 0, Lemma 3.3.6 (a) ergibt
dim B(nwo) = dim B(w) — 1 und dim B(n)/rad B(n) = dim B(wo)/rad B(wo). Ist mo vom Typ (S),
folgt dim B(w)/rad B(n) = dim B(wo)/rad B(mo) = 2 und 3.4.30 liefert das gewiinschte Ergebnis.
Wir kénnen deshalb annehmen, daf§ 7o vom Typ (M) ist.

Wir berechnen: detm = —det7mo = —1, dimB(7) = dimB(wo) +1 = 5 und 1 < dimrad B(w) <
dimrad B(mo) + 1 = 1. Also ist det 7o’ = 1 und damit 7o’ vom Typ (S2) oder (S3). Es gibt
ein v € K* mit v = —v, so da§ F, (7o) ein zweidimensionaler, totalisotroper Teilraum ist.
Insbesondere ist radF, () # {0}. Wegen 1 = dimF, (7o) — 1 < dim F,,(7) < dimF,(7o’) +1 =1,
schlieen wir, dal @ € B(om) N B(wr) = V(r — 1)(wr — 1) und gpr(a) € F* gilt, cf. 3.2.2.
Sei v € V mit a = v(mr — 1)(or — 1). Dann ist v(m — 1) € F, (7o) isotrop und (nach 3.2.2
(a)) v(vr — 1) € F(no). BEs ist b := v(mr — 1)(v7r — 1) € B(m)\B?(r) und gy (b),q(b) € F*
nach 3.4.25. Nach 3.3.6 (a) hat p := o3, die Eigenschaften : F(wp) > F(w), Fp(mp) > Fy(w)
und dim B(wp)/radB(np) = dim B(w)/radB(w) = 4. Deshalb kann mp nicht vom Typ (S) sein.
Angenommen 7p ist vom Typ (M). Dann gibt es ein u € K* derart, dafl i = —p und p der
einzige Eigenwert # 1 von mp ist. Aus Fy(mp) # {0} folgt daher yu = 0. Wegen dimFy(mp) = 2
und weil Fy(mp) totalisotrop ist, erhalten wir radF;(m) # {0}. Wir haben bereits gesehen, daf
radF, (7) # {0} ist, und folgern hieraus mip(r) = (v —v)?(z —)?(z —1)2. Dies ist ein Widerspruch
zu dimB(7) = 5 und det 7 = —1.

Betrachte nun den Fall
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I1.2 radB(w) = {0}.

Dann ist 1 = dimrad B(w) + 1 > dimrad B(no’) = dimB(no’) — 2 = dimB(xr) — 3 > 1
und die beteiligten Gréfien sind gleich. Wir kénnen daher

(1) dimV =4 and F(7) = {0}

annehmen. Falls es einen anisotropen Vektor v € V mit ¢, (v(m—1)) = 0 gibt, erfiillt die Symmetrie
0 := 0y(x—1) die Bedingungen dimB(ro) = 3 und rad B(ro) = (v) N (v)* = {0}. Folglich ist 7o

weder vom Typ (S) noch (M) und wir sind fertig. Wir kénnen deshalb annehmen:
(2) gx(v(m—1)) € F* impliziert f(v,v) =0 fir alle v € V.

Insbesondere mufl dann F_; () totalisotrop sein.
I1.2.(a) Sei F_4(m) # 0.

Dann ist (z + 1)¥ ein Teiler von mip(r) fiir ein k& € {2,3,4}. Aus (1) und (2) erhalten wir
k # 3. Somit ist mip(7) € {(z + 1), (z + 1), (22 + 1)(z + 1)2, (z — v)(x + 1)%, (x — v)?(z + 1)?},
wobei 7 = —v # 0 gilt.

Ist mip(7) = (x + 1)2, so ist B(o’) nicht in dem totalisotropen Unterraum V(w + 1) = F_;(7)
enthalten. Mit 3.3.6 (b) folgern wir hieraus dimF_;(w¢’) = 1 = dimradF_;(7¢’). Nun folgt aus
det mo' = —detm = —1 aber mip(mo’) = (z + 1)3(z — 1), ein Widerspruch, da 7o’ vom Typ (S)
ist.

Ist mip(7) € {(z + 1)%, (22 + 1)(z + 1)?}, so liefert 3.4.28 die Behauptung,.

Falls mip(7) = (z —v)(z+1)? ist, gilt 1 = dimF,(7) — 1 < dim F,(70’) und det 7o’ = — det 7 = 1,
ein Widerspruch zu der Annahme, dafl ¢’ vom Typ (S) ist.

Ist mip(m) = (x — v)?(z + 1)2, so erhalten wir eine Zerlegung V = UQD W in 7-Moduln U, W
mit dmU = 2 = dimW, so dafl —my und vmy Transvektionen sind. Nach 3.4.26 gibt es
nun eine Symmetrie ¢”, so da B(¢”) < W und —(wo”)w eine Transvektion ist. Dann gilt
dim B(r0”) = dimB(7) = 4 and 1 = det mo” = (—1)* und mo” ist kurz.

I1.2.(b) Sei F_;(7) = {0}.

I1.2.(by) Zuerst betrachten wir den Fall, da mip(m) einen Teiler (z — v)? fiir ein v € K*
mit ¥ = —v hat.

Ist mip(m) = (z — v)%, so folgt mip(¢) = (z — 1)4, wobei ¢ := im sei. Dann ist g4(a) € F*
fir ein a € B(¢) (c.f. 3.4.3) und a ¢ B?(¢), da B%(¢) totalisotrop ist. Setze o := o,. Nach
3.3.6 (a) ist F(¢o) zweidimensional und regulér. Ferner haben wir det ¢o = —1. Dies impliziert
mip(¢o) = (z — p)?(z — 1) fiir ein g € K* mit i = —p. Ist v = p, so LBt sich a = v(¢ — 1)(vg — 1)
fiir ein v € V schreiben (cf. 3.2.2 (b)) und (v(¢ — 1)) = F,(¢o) ist isotrop. Dann erfiillt o/ :=
v =1 (e —1) = v(En — 1)(r — 1) g(a’),qp(a’) € F*, cf. 3.4.25. Fiir p := 0 ist deshalb
dimF(¢p) = 2 und mip(¢p) = (z—v)?(xz—1). Ist u # v, folgt u = . Also ist = p beziehungsweise
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7 = o eine Symmetrie mit der Eigenschaft mip(¢n) = (z—)?(z—1), i.e. mip(mn) = (z—1)%(z—v).
Damit ist 77n kurz und dim B(7n) = 3.

Falls mip(7) # (¢ — v)* ist, gibt es eine Zerlegung V. = UQD W in 7-Moduln U, W mit
mip(my) € {(z — v)?, (z — v)?}. Da 7 nicht vom Typ (M) ist, folgt mip(mw) # (z — v)%. Aus (2)
und 3.4.27 erhalten wir mip(my) # (z — )%, Wir wenden nun 3.4.2 und 3.2.2 (a) auf 7y an und
erhalten eine Symmetrie o derart, dal B(o) C U, dimB(no) = 3 und 7o = myoyD mw weder
zum Typ (S) noch (M) gehort.

I1.2.by) Als nichstes nehmen wir an, dafl (z — v)? kein Teiler von mip(7) fiir alle v € K* mit
v = —v ist. Wegen F_;(m) = {0}, finden wir ein o € K*, so da @ = —a und dimker(r — a)? > 2
ist; cf. 3.4.31. Nach Annahme ist weder (z —«)? noch (x —@&)? ein Teiler von mip(r). Dies impliziert
2 <dimF,(7) <dimF,(mo’)+1 < 2. Also ist dim Fy (7) = 2 und w0’ vom Typ (S1). Insbesondere
gilt det m = —det o’ = 1, so dafl wir V. = UQ W schreiben kénnen, wobei dimU = 2 = dim W,
7y = a1y und det my = —1 ist. Aus F(7r) = {0} = F_1(7), dimF4(n) < dimFg(mo’) +1 =1

und F, (mw ) = {0} erhalten wir nun mip(mw) = (z — @)? entgegen unserer Annahme.
ITI. Betrachte schlieBlich den Fall, da8 o’ vom Typ (M) ist.

Wir beweisen nun CIII. Beachte, daf det 7 = —det 7o’ = —1, dimB(7) = dim B(wo’) +1 = 5 und
F,(mwo’) ein zweidimensionaler totalisotroper Unterraum von B(w) fiir ein v € K* mit 7 = —v ist.
Aus 3.3.5 (b) erhalten wir 2 > dimradB(v7) > dimradB(#mo’) — 1 > 1. Demnach ist (z — v)?
ein Teiler von mip(w). Wegen B(w)(m — v) # B(w) gibt es einen Vektor a € B(m)\B(7)(7m — v)
mit ¢r(a) € F*, cf. 3.4.3. Aus 3.3.6 (b) folgt dimB(no,) = 4 und dimradB(vro,) < 1. Wir

konnen annehmen, da§ 7o, vom Typ (M) ist. Wie oben folgern wir hieraus, daf§ auch (z — )2

ein Teiler von mip(7) sein muf. Wegen dim B(7) = 5 und det 7 = —1 muf} es dann eine Zerlegung
V = UDO WO XD Y in 7m-Moduln U,W, X und Y geben, so dal dimU = 2 = dimW,
mip(my) = (z — v)?, mip(ny) = (z — »)?, dimX = 1, 7x = —1x und 7y = 1y ist. Wikle
0" .= ox. Dann ist dimB(wo”’) =4 und mo” = 7g D mw D lxgy kurz. [ |

|F| = 3; Bahn-Dimension < 3 aufler lange Abbildungen

Proposition 3.4.33 Sei 7 € U%(f) kurz mit dimB(r) = 2. Ist det(m) = 1, so ist I(nr) = 2. Ist
det(m) = —1, so ist 1(7) = 3.

Beweis. Die Liange kann nicht kleiner als vermutet sein, cf. 3.3.2. Sei det 7 = 1. Lemma 3.4.6 (a)

liefert eine Symmetrie o, so dafl dim B(no) = 1 ist. Wegen det mo = —1 ist w0 eine Symmetrie.
Sei nun det(7) = —1 angenommen. Weil 7 kurz ist, mufl 7 vom Typ (N*) sein und 3.4.8 zeigt die
Behauptung. |

Lemma 3.4.34 Wennr € UT(f) kurz ist, dim B(7) = 3 und det ™ = 1 gilt, gibt es eine Symmetrie

o, so daff dimB(wo) < 3 und wo kurz ist.

Beweis. Fiir dim B(r)/rad B(r) = 2 liefert 3.4.30 die Behauptung. Ist dimB(r)/rad B(7) = 1,
so haben wir V.= UQD W fiir m-Moduln U und W, wobei dimU = 3, mip(ry) = (z — 1)3
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und 7y vom Typ (T) ist. Aus 3.4.33 angewandt auf 7y, erhalten wir Symmetrien o, p, so dafl
mo = py@ mw ist. Damit ist 7o kurz und dim B(7o) = 2. Wir kénnen deshalb annehmen, dafl
B(m) reguldr und dimV = 3 ist. Ist F_;(m) # 0 zeigen Standardargumente, da§ F_;(7) ein
regulérer eindimensionaler Unterraum von V sein muf}. Also haben wir V.=U0 W fiir m=-Moduln
U,W, wobei dimU = 1, 7y = —1y, dim W = 2 und mipmy € {(x —v)?,x — v} fiir ein v € K* mit
v = —v gilt. Ist mip(mw) = (x — v)?, so findet man nach 3.4.3 angewandt auf 7y, eine Symmetrie
o mit B(o) < W, so dafl (mo)w eine Transvektion ist. Dann ist mo kurz und dim B(wo) = 2. Falls
mw = v - ly ist, erfiillt jede Symmetrie o mit B(o) < W bereits mip(ro) = (2% + 1)(z + 1).
Insbesondere ist mo kurz und dim B(wo) = 3. Sei nun F_;(r) = {0} angenommen. Dann ist
dimB(—7) = 3 und —7 kurz. Nach 3.4.6 (a) gibt es eine Symmetrie o mit dimF_; (7o) = 1.
Wegen det 7o = —1, ist mo nicht vom Typ (N) oder (S3); also ist mo kurz und dim B(wo) < 3. B

Proposition 3.4.35 Sei m € U*(f) kurz mit dim B(7) = 3. Ist det(r) = —1, so ist 1(7) = 3. Ist
det(m) =1, so ist 1(m) = 4.

Beweis. Sei zunéchst det(m) = —1 angenommen. Wenn F_; (1) # {0} ist, folgt die Behauptung
wie in 3.4.14. Wir kénnen daher F_;(7) = {0} annehmen. Falls B() regulér ist, kann man den in
3.4.15 angegebenen Beweis iibernehmen. Wir kénnen also weiterhin annehmen, dafl B(x) singulir
ist. Wir erhalten dann eine Zerlegung V =U0 WO X in m-Moduln U, W, X, so dal dimU = 2,
7y eine Transvektion, B(my ) = W ein zweidimensionaler Raum mit F_;(7) = {0}, det mypy = —1
und mx = 1x ist ( vergleiche mit 3.4.18 ). Wir konnen X = {0} annehmen. Weil 7 nicht vom Typ
(S1) ist, ist my eine v~-Homothetie. Nach 3.4.6 (a) gibt es eine Symmetrie ¢ mit dimB(wo) = 2
und det(mo) = 1. Weiterhin ist F,, (7o) # 0. Deshalb ist mo kurz und 1(wo) = 2 nach 3.4.33, i.e.
1(7) = 3. Sei nun det 7 = 1. Aus 3.4.34 erhalten wir eine Symmetrie o, fiir die dim B(no) < 3 und
o kurz ist. Aus 3.4.33 und dem vorigen Ergebnis folgt nun (7o) = 3 und 1(7) = 4. [

|F| = 3; Beweis des Satzes

Sei 7 € UE(f) mit m := dim B(7). Aus 3.3.2, 3.4.4, 3.4.23, 3.4.24 und 3.4.11 folgt, daB 1(7) nicht
kleiner als behauptet sein kann. Der Beweis von 3.4.21 erfolgt durch Induktion {iber dim B(7).

(a) Als erstes behandeln wir den Fall, dafi 7 kurz ist. Fiir dimB(7) < 3 haben wir den Beweis in
3.4.33 (Jfalls dimB(7) = 2 ist,) und 3.4.35 (,(falls dim B(w) = 3 ist,) gefiihrt. Wir kénnen daher
dim B(7) > 4 annehmen. Ist 7 eine Involution, so ist = bekanntlich ein Produkt von m paarweise
kommutierenden Symmetrien. Wir kénnen deshalb 72 # 1y annehemen. Falls det m = (—1)™ ist,
gibt es nach 3.4.32 (b) eine Symmetrie o, so dal dimB(wo) = m — 1 und wo kurz ist. Dann ist

m

l(mo) = m — 1 gemif Induktionsannahme und damit 1(7) = m. Falls detw # (—1)™ ist, gibt es
nach 3.4.32 (b) eine Symmetrie o, so dafi dimB(7wo) < m und 7o kurz ist. In diesem Fall folgt
1(mo) = m entweder aus dem vorangehenden Ergebnis oder aus der Induktionsannahme. Somit ist
I(m) =m+ 1.

(b) Sei 7 vom Typ (H). Weil B(r) regulér ist, gibt es eine Symmetrie o mit B(o) < B(w). Dann
ist dim B(wo) = m und 7o kurz. Die Behauptung folgt nun aus (a).

(c) Sei m vom Typ (T) und dim V' > 3. Falls F(r) nicht totalisotrop ist, wiihle eine Symmetrie o

mit B(c) < F(r); dann ist mip(7o) = (x — 1)?(x + 1), 7o kurz, dim B(ro) = m + 1 und (a) liefert
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das gewiinschte Ergebnis. Falls F(w) totalisotrop ist, gilt V = UQD WQ X fir 7-Moduln U, W
und X, wobei dimU = 2 = dim W ist, 7y und my Transvektionen sind, und wx vom Typ (T)
oder X = {0} ist. Weil —mygw kurz ist, findet man eine Symmetrie o mit B(o) < U @ W, so daf}
dimF_; (7o) = 1 ist. Wegen detmo = —1 und dimradB((7mo)ygw) > dimradB(rpew) — 1 = 1,
erhalten wir mip((7o)yew) = (z — 1)3(x + 1). Deshalb ist 7o kurz und dim B(ro) = m + 1.
Wiederum beweist nun (a) die Vermutung.

(d) Sei # vom Typ (N) und dimV > 3. Es gibt dann eine Zerlegung V= UQD WO X, wobei
dimU = 2, —mry eine Transvektion, my = —1lw und 7x = 1x ist. Im Fall W # {0} wéhle eine
Symmetrie o mit B(c) < U. Dann ist 7o kurz, dimB(no) = m und die Behauptung folgt aus
(a). Ist W = {0}, so muB X # {0} sein, da dimV > 3 ist. Sei u € U ein isotroper Vektor mit
U = (u,u(r+1)) und w € X\{0} mit f(w,w) = 1. Setze a := (u—w)(7+1) = u(r+1)4+w € B(—m).
Dann ist f(a,a) = 1 und daher o := o, eine wohl definierte Symmetrie. Wegen B(c) ¢ B(m)
zeigt 3.3.3, dafl dimB(wo) = m + 1 = 3 ist. Ferner ist ¢_r(a) =1 — f(u,u(r + 1)) € F*, so daB
F_i(mo) = F_1(m) ein eindimensionaler totalisotroper Unterraum ist, cf. 3.2.2 (b). Nun folgt aus
det mo = —1, daB mip(no) = (z + 1)® und 7o damit kurz ist. Nach (a) ist I(7o) = 3 und wir
schlieflen 1(7) = 4.

(e) Sei m vom Typ (S3) und dimV > 3. Ist dim B(w) = 2, so folgt die Behauptung aus (d). Ist
dim B(7) > 3, so zerlegen wir V=UD WO X in 7m-Moduln U, W und X mit dimU = 2 = dim W
derart, dal —7y und 7wy Transvektionen sind und mx = 1lx ist. Wéhle eine Symmetrie o mit
B(o) < W. Dann ist 7o kurz, dimB(7o) = m + 1 und (a) ergibt wiederum das Gewiinschte.

(f) Sei 7 vom Typ (S1) und dim V' > 3. Falls m = 2 ist, gibt es nach Lemma 3.4.26 eine Symmetrie
o, so dal o vom Typ (N) und dim B(no) = 2 ist. Aus (d) folgt (7o) = 4, also 1(x) = 5.
Falls m > 3 ist, gibt es nach Lemma 3.4.17 eine Symmetrie o, so dal 7o vom Typ (S3) und
dim B(7wo) = m — 1 ist. In diesem Fall folgt das Ergebnis aus (e).

(g) Sei m vom Typ (S2). Dann gilt V. =UQD W fiir m-Moduln U und W, wobei 7y zyklisch mit
mip(7my) = (z — 1)* und 7y vom Typ (T) oder = 1y ist. Aus 3.4.32 (a) angewandt auf 7y findet
man eine Symmetrie o mit B(o) < U und dimB(ro) = m — 1. Weil U(m — 1)? totalisotrop ist,
folgt B(o) € U(m — 1)%. Nach 3.3.6 (a) ist dann (70)y vom Typ (S1). Demnach ist auch 7o vom
Typ (S1) und die Behauptung folgt aus ().

(h) Sei # vom Typ (M). Dann gilt V = UQ WO X fiir 7-Moduln U,W und X, wobei
dimU = 2 = dim W, mip(ry) = (z — v)? = mip(mw) fiir ein v € K* mit ¥ = —v und 7x = 1x
ist. Nach 3.4.26 findet man eine Symmetrie o, so dal B(o) < U und —7oy eine Transvektion ist.

Dann ist o kurz, dimB(no) =4 und det ™ = —1. Aus (a) erhalten wir 1(7o) = 5, i.e. I(7) = 6.

Die Behauptung (c) von Theorem 3.4.21 wurde in 3.4.11 bewiesen. [ |

3.5 char(K)=2

Fiir das folgende setzen wir char(K) = 2 und wiederum die Surjektivitit der Normabbildung
voraus.

Das Symmetrienlingenproblem 148t sich in dieser Situation fiir Korper, die mehr als vier Ele-
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mente enthalten, relativ miihelos 16sen. Nach den iiblichen Vorbereitungen umfafit die wesentliche
Induktion 3.5.6 kaum mehr als eine Textseite.
Anders sieht es hingegen fiir den kleinstmoglichen Skalarenkorper unitidrer Gruppen K = F) aus,

wo mit unseren Methoden viele Einzelfille separat betrachtet werden miissen.

Definition 3.5.1 Seiw € SU(f). Nenne w lang, falls m eine der folgenden Eigenschaften (H) oder
(N) besitzt. Andernfalls heifle m kurz.

(H) 7 # 1 und 7|g(r) ist eine u-Homothetie fiir ein p € K\{1};
(N) dim B(7)/rad B(w) = 1.

Dann hat 7 eine der folgenden Formen.

(H) V=UQD X, wobei my = p- 1y fiir ein p € K\{1} mit pp =1
und mx = 1x gilt (ji.e. ™ induziert auf U eine Homothetie # 1).
(N) V=UD W, wobei dimU = 3, mip(ry) = (x + 1)® und mw

eine Involution ist.

Lemma 3.5.2 Seien m € U(f) und W ein Unterraum von B(w), W # B(w). Ist |F| =2, so gelte
dim W < dim B(7)—2 oder dim B(r) /rad B(w) > 4. Ferner enthalte B(n) eine hyperbolische Ebene.
Es gibt dann ein a € B(m)\W, so daff g-(a) € F* ist, aufler wenn 7 auf B(w) eine p-Homothetie
fir ein p € K*\{1} mit i induziert.

Beweis. Fiir jedes a € B(7) sind die folgenden Aussagen dquivalent (cf. 3.2.3):

(i) arla) € F";
(i)  f(a,a) = s(a,a) =0 und d(a,a) # 0.

Angenommen es gibt kein a € B(w)\W mit obigen Eigenschaften. Nach 3.2.3 folgt dann aus
s(a,a) = 0 auch d(a,a) = 0 fiir alle a € B(x)\W. Nach 3.1.3 (falls |F| > 2 oder dimW <
dimB(7) — 2) und 3.1.4 (falls |F| = 2 und dimW = dimB(w) — 1) gilt d = As fiir ein A € F.
Ist A = 0, so induziert 7 auf B(r) eine ii~!-Homothetie (cf. 3.2.3). Andernfalls folgt s = A\~!d.
Weil m wegen dim B(7)/rad B(w) > 2 keine Involution sein kann erhélt man in diesem Fall die

Behauptung aus 3.2.4. |

Lemma 3.5.3 Seien 7 € U(f), 7% # 1 und W ein Unterraum von B(m), W # B(w). Dann gibt

es ein a € B(m)\W mit q(a) € F*, aufler wenn eine der folgenden Situationen vorliegt:
e dimB(n)/rad B(w) =1,
o |[F|=2und dimW = dimB(7) — 1 und dim B(r)/rad B(w) < 3,
o 7 induziert eine p-Homothetie auf B(w) fir ein p € K*\{1} mit pj.

Ist m € SU(f) und [ |F| > 2 oder dim W < dimB(w) — 2 oder dim B(w) /rad B(w) > 4/, so ist dies
genau dann der Fall, wenn m vom Typ (N) oder (H) ist.
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Beweis. Enthilt B(w) eine d-hyperbolische Ebene, so folgt die Behauptung aus 3.5.2. Andernfalls
ist dim B(w)/d-rad B(w) < 1, da N(K) = F ist, cf. 3.3.7. Demnach gilt dim B(r)/rad B(w) = 1,
da 72 # 1 ist. Ist det® = 1, so hat auch die von 7 auf B(r)/rad B(n) induzierte Abbildung die

Determinante 1. Demnach ist 7 vom Typ (N).

Lemma 3.5.4 (Untere Schranken fiir lange Abbildungen.) Seien ©= € SU(f) lang und
m := dim B(x). Dann gilt

I(7) > m+1 | falls m vom Typ (H) ist,
T
| m+2 | falls mvom Typ (N) ist.

Beweis. Ist m vom Typ (H) und o eine beliebige Symmetrie, so ist dim B(no) = m, falls B(o) <
B(m) ist. Andernfalls folgt aus 3.3.3, daB dimB(7o) = m + 1 ist. Also ist I(mo) > m nach 3.3.1
(angewandt auf 7o). Sei nun 7 vom Typ (N). Die Annahme 1(7) < m + 1, i.e. 7 = o1+ 0
fir Symmetrien ¢; und ein k& € {m,m + 1} hat B(o;) < B(m) fiir jedes i € N<; zur Folge.
Da dimB(w)/rad B(w) = 1 ist, liegt jeder isotrope Vektor von B(w) in rad B(w). Hieraus folgt
B(m) < B(01) + - - - + B(oy) < rad B(w), ein Widerspruch. |

3.5.1 [|F|>2

Satz 3.5.5 Seien |F| > 2 undw € SU(f), m := dimB(n). Dann ist w ein Produkt von Symmetrien.
(a) Ist m kurz, so gilt I(w) =m
(b) Ist 7 lang, so gilt
I(r) = { m+1 , falls m vom Typ (H) ist,
m+2 , falls T vom Typ (N) ist.

|F'| > 2; Induktion

Lemma 3.5.6 (Induktions-Lemma.) Sei 7 € SU(f)\{1v} kurz. Es gibt dann eine Symmetrie

o mit den folgenden FEigenschaften:

(a) F(no) > F(n),

(b) wo ist kurz.

Beweis. (a) Nach 3.5.3 (mit W = {0}) und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie o, so daB
F(wo’) > F(n) ist. Dies beweist (a).

(b) Ist mo’ kurz, so ist (b) erfiillt. Wir konnen daher annehmen, dafi wo’ lang ist, i.e. zu
einem der Typen (H),(N) gehort. Dann gilt insbesondere dimB(w) > 3. (Ist dimB(7) < 2, so ist
mo' eine Symmetrie oder die Identitit und damit insbesondere kurz.) Ist 7 eine Involution, so ist 7
bekanntlich ein Produkt von m := dim B(7) Symmetrien o1, ..., 0,,. Die Symmetrie o, hat dann
die gewiinschten Eigenschaften. Wir kénnen daher weiterhin annehmen, da 7 keine Involution

ist. In (i), (ii) sei o eine beliebige Symmetrie mit F(mo) > F().

(i) Ist mo’ vom Typ (H), so ist mo kurz oder ebenfalls vom Typ (H).
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Beweis. Nach Vorraussetzung gilt F,(mo’) = B(7wo’) fiir ein p € K\{1}. Aus p? # 1 = det mo’ folgt
dim B(7) > 4. Dies liefert dimF,(7) > dimB(w¢’) — 1 = dimB(7) — 2 > 2, also dimF, (7o) > 1.
Folglich ist wo kurz oder vom Typ (H).

Ist mo’ vom Typ (H), so gilt dimB(w) > 4, wie wir im Beweis von (i) gesehen haben. Dies
bedeutet dim F,(7) > 2 fiir ein p € K\{1}, also dim B(7) (7 + p) < dim B(7) — 2. Demnach liefert
3.5.3 ein a € B(m)\B(7)(7 + p), so daB o := gr(a) € F"* ist. Nach 3.3.6 (b) erfiillt 0 := 0,-1, die
Bedingungen F(7wo) > F(7) und dimB(no)/F,(mo) = dim B(7)/F,(7) # 0 (,da 7 nicht vom Typ
(H) ist). Somit ist wo nicht vom Typ (H) und (i) ergibt, dal wo kurz ist.

(ii) Ist wo’ vom Typ (N), so ist wo kurz oder ebenfalls vom Typ (N).

Dies folgt aus (i), indem man o und ¢’ vertauscht.

AbschlieBend betrachten wir den Fall, da8 w0’ vom Typ (N) ist. Zuniichst sei B?(7) < B(rw)
angenommen. Analog zum ersten Fall finden wir eine Symmetrie ¢ mit F(ro) > F(w) und
dim B(wo)/rad B(wo) = dim B(w)/rad B(w) > 1 (,da 7 keine Involution und nicht vom Typ (N)
ist). Demnach ist o nicht vom Typ (N) und (ii) zeigt nun, da8 7o kurz ist. Ist B2(7) = B(7), so
gilt rad B(w) = {0}. Wir kénnen dann V' = B(7) und F(7) = {0} annehmen. Man berechnet

dimB(r) = dimB(n)—F(x)
< dimB(7) — (dimF(mo’) — 1)
= dimB(n) — (dim B(wo’) — 2) = 3.

Dies ergibt dimB(7w) = 3. Weiterhin ist ¢ := (7 — 1)~' € GL(V), so dafl g := f o ¢ x ¢ eine
wohldefinierte ~-hermitesche Form auf V ist. Falls es ein a € B(w) mit s(a,a) = 0 und d(a,a) #
0 # g(a,a) gibt, gilt o = ¢(a) € F* und die Symmetrie p := o,-1, erfiillt F(rp) = (ap) £
B(mp) = (a¢)t, da ag¢ anisotrop ist. Demnach ist mp kurz. Wir kénnen daher annehmen:

s(a,a) = 0 impliziert d(a,a) = 0 oder g(a,a) =0 fir alle a € V.

Wegen |F| > 4 und da 7 kurz ist folgt aus 3.1.6, dafl g = As fiir ein A € F gilt. Eine einfache
Rechnung zeigt nun, dafl mip(rw) ein Teiler von 2 + A\~!z + 1 ist. Da 7 keine Homothetie ist,
erhalten wir mip(r) = 22 + A~z + 1. Nun erzwingen dimV = 3 und deg(mip(7)) = 2 jedoch
mip(7) = (z — p)(z —v) und dim F,(7) = 2 fiir geeignete p, v € K*\{1}. Dies impliziert wiederum
dim Fy,(7o’) > 1, ein Widerspruch. [ |

|F'| > 2; Beweis des Satzes

Seien m € SU(f)\{1y} und sei m := dimB(w). Nach 3.3.1 und 3.5.4 kann 1(7) nicht kleiner als
behauptet sein. Der Beweis von 3.5.5 erfolgt durch Induktion iiber dim B(r).

(i) Als erstes betrachten wir den Fall, da§ 7 kurz ist. Ist m = 1, so ist 7 eine Symmetrie. Ist
m > 1 so gibt es nach 3.5.6 eine Symmetrie o, so da§ dim B(wo) = m — 1 und 7o kurz ist. Nach
Induktionsannahme gilt dann (7o) = m — 1, also 1(7) = m.

(ii) Sei nun 7 eine lange Abbildung. Ist 7 vom Typ (H), so gilt gz = plp(s fir ein p €
K*\{1} mit pji = 1. Wihle eine beliebige Symmetrie o mit B(o) < B(7). Dann gilt dim B(wo) =
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dim B(7) = m und mip((70)p(xe)) = (x + p)?. Folglich ist 7o kurz und (mo) = m nach (i). Dies
ergibt 1(m) = m + 1. Ist schlielich # vom Typ (N), so gilt V = UQD W fir m-Moduln U und W
mit dim U = 3 und mip(7y) = (x+1)3. Wiihle ein g € K*\{1} mit pji = 1. Dann gilt mip(uny) =
(z + p)? und 3.5.3 und 3.2.2 liefern eine Symmetrie o mit B(o) < U und dim F((uro)y) = 1, i.e.
dimF;(mo) = dimF;((mo)y) = 1. Somit ist 7o kurz. Aus (i) folgt nun I(7o) = dim B(no) < m+1
und somit () < m + 2. [ |

3.5.2 |F|=2

Wir wollen nun die eigentlich interessante Situation K = Fj4 studieren. Zusétzlich zu den Typen
(H) und (N) (cf. 3.5.1) treten hier vier weitere Ausnahmetypen auf, welche eine gréere Symmetri-
enléinge haben, als es ihre Bahndimension zunéchst erwarten 148t. Der Grund hierfiir liegt darin,
dafl SU(3,2) nicht von Symmetrien erzeugt wird. Dieser 'Defekt’ spiegelt sich auch, wie wir es

schon fiir SU(2,3) im Fall K = Fg beobachten konnten, in héheren Dimensionen wieder.

Definition 3.5.7 Ein m € SU(f) heifle

vom Typ (A), wenn dim B(w)/rad B(n) = 3 ist und m auf B(w)/rad B(w) eine unzerlegbare Ab-
bildung 7@ induziert. Weil (x + )3, a € K*, die einzigen Polynome in Fy|x] vom Grad 3 mit
konstantem Glied 1 sind, welche Potenzen irreduzibler Polynome sind, folgt:

(A1) mip(7) = (z + w)? fir ein p € K\F und V = AQ B fiir m-Moduln A, B mit dim A = 3,
mip(ma) = (& + 1)? und 73 = 1p;

oder

(A2) mip(7) = (z +1)°> und V = AQ B fiir n-Moduln A, B mit dim A =5, mip(r4) = (v + 1)°

2
und T = 1p.

vom Typ (B), wenn dimB(7)/F,(r) = 2 fir ein p € K\F gilt, 7 auf B(7)/F,(7) eine un-
zerlegbare Abbildung 7 induziert und m nicht vom Typ (N),(A) ist. Weil (x + )2, o € K\F, die
einzigen Polynome in Fs[x] vom Grad 2 mit konstantem Glied # 0 sind, die Potenzen irreduzibler
Polynome sind, folgt:

(B1) mip(7) = (z+p)?, V =AQ F,(m)D F(n) fir einen m-Modul A mit dim A = 2, mip(ma) =
(z + @i)? und dim F,(7) = 2 (mod 3);

oder

(B2) mip(#) = (z + 1), V = AQ F,(n)D B fir m-Moduln A, B mit dim A = 3, mip(r4) =
(z+1)3, B<F(n) und 0 # dim F,,(7) =0 (mod 3);

oder

(B3) mip(#) = (z+ p)?, V=AQD CQO F(m) fir m-Moduln A,C mit C <F,(x), 0# dimC =0
(mod 3), dim A = 3, mip(7a) = (x + p)3.

vom Typ (C), wenn dimB(7w) =5 ist und es ein pp € K\F gibt, so daf§ F,(7) eindimensional und
reguldr und Fy(m) zweidimensional und totalisotrop ist. Es gilt dann'V =F,(m)D AD BQO F(n)
fiir m-Moduln A, B mit dim A = 2 = dim B, mip(74) = (z + ji)?> = mip(rp).
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vom Typ (D), wenn dimB(w) = 6 ist und es ein p € K\F gibt, so daff F,(7) dreidimen-
sional und totalisotrop ist. Es gibt dann eine Zerlegqung V. = A1 AsD AsD F(x) in m-Moduln
A; mit dim A; = 2, mip(7a,) = (v + p)?.

Ziel aller weiteren Untersuchungen wird es sein, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 3.5.8 Seien |F| =2, m € SU(f) und m := dim B(n).
(a) Ist m kurz, so gilt I(m) =m
(b) Ist  lang, so gilt

m+1  falls T vom Typ (H) ist,
m+2 |, falls m vom Typ (N) und dimV # 3 ist,
00 , falls m vom Typ (N) und dimV = 3 ist,
m+2 | falls m vom Typ (Al) und dimV # 3 ist,
I(m) =< oo , falls m vom Typ (A1) und dimV = 3 ist,
m+2 , falls m vom Typ (A2) ist,

(B) i

(

(

m+1 |, falls m vom Typ (B) ist,

)
6 , falls m vom Typ (C) ist,
7 , falls m vom Typ (D) ist.

Lemma 3.5.9 Sei dimV = 3. Dann ist |[SU(f)| = 2332, SU(f) besitzt genau eine 3-Sylowgruppe
S und es gilt SU(f) = SQs, wobei Qg die Quaternionengruppe der Ordnung 8 bezeichne. Die von
den Symmetrien erzeugte Untergruppe ist die Kommutatorgruppe SU(f)" = SZy der Ordnung 2-33,
wobei Zy die zyklische Gruppe der Ordnung 2 sei. Insbesondere wird SU(f) nicht von Symmetrien

erzeugt.

Beweis. Siehe [69] Kapitel 10, S. 123 f. oder auch [42] Kapitel II, §10, Beweis von Satz 10.14. W
Korollar 3.5.10 IstdimV = 3 und w € SU(f) unzerlegbar, so ist w kein Produkt von Symmetrien.

Beweis. Wegen mip(7) € {(x + a)?,a € K*} hat 7 die Ordnung 4, falls a = 1 ist, oder 12, falls
a # 1 ist. In jedem Fall teilt 4 die Ordnung von 7. Wegen |SU(f)’| = |SZa| = 2- 32 (cf. 3.5.9) teilt
4 nicht die Ordnung von SU(f)’. Folglich gilt 7 ¢ SU(f)’. Nach 3.5.9 ist m deshalb kein Produkt

von Symmetrien. [

Wir wollen am Rande die Situation fiir dimV = 3 niher erldutern. Hierflir werden die
Léngenangaben des spiiter zu beweisenden Satzes 3.5.8 bereits im voraus benutzt. Um Unsicher-
heiten auszuschlieffen, werden wir deshalb im weiteren Text an keiner Stelle auf die Ergebnisse

der nun folgenden Bemerkung zuriickgegriffen.

Bemerkung 3.5.11 Seien dimV = 3, § die Menge der Symmetrien in SU(f) und p € K\F'. Es
gilt:

(D) I8[=9;

(2) 8? = {7 € SU(f);mip(r) =23+ 1= (v + p)(z + @) (z+ 1)} U{ly} und |S?| = 25;
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(3) S2NSP =0, S = K*S, SN\S = (K\F)S und |S\S| = |[K\F||S| = 18;

(4) S*NS3 =0, SN\S? = (K\F){ly} == {uly, aly}, [SN\S?| =2 und (S =S U S2USHN\S U
84\52;

(5) S := 82U S&* ist die nicht-abelsche Gruppe vom Exzponenten 3 der Ordnung 32, die aus 1y
und allen Elementen der Ordnung 3 aus SU(f) besteht. Insbesondere ist sie eine und auch
die einzige 3-Sylowgruppe von SU(f) (vgl. 3.5.9). Es ist Z(S) = Z(SU(f)) = K*{1v} und
S/Z(S) eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 9, also isomorph zu F3 & F3 (cf.[42]
Kapitel 1., §14, Satz 14.10 b)).

Beweis. (1). Nach 3.1.1 (b) enthélt V genau 9 eindimensionale singulire Teilrdiume, und jeder

dieser ist die Bahn von genau einer Symmetrie.

(2) Sei m € SU(f) mit mip(7) = (z + p)(z + f)(z + 1). Dann ist 7 kurz und dim B(xw) = 2. Nach
3.5.8 gilt 1(m) = 2, also insbesondere 7 € S2. Sind p,o € S zwei verschiedene Symmetrien, so
gilt B(p) L B(o), da V den Wittindex 1 hat. Es gibt deshalb ein a € B(p) und ein b € B(o) mit
f(a,b) = 1. Man berechnet nun

(a+ pb)po = (fia + pb)o = ji(a + ub)

und analog (a + fib)po = p(a + f)b. Es folgt po = [iliatunyD pliatrunyD 1igpyr. Damit ist
mip(po) = (z -+ 1) (& + )(w + 1),

Ein 7 € §?\{1y } ist eindeutig durch das Tripel (F,(7),F;(7),F(r)) festgelegt, das aus drei paar-
weise zueinander senkrechten eindimensionalen reguldren Teilrdumen besteht. Weil es in einem

m-dimensionalen reguldren unitdren Vektorraum iiber F2, ¢ eine Primzahlpotenz, genau
(@ =1— (""" = (=1)" (@ = (~)")/(¢* ~ 1)
regulire eindimensionale Teilriume gibt (cf.3.1.1), gibt es in V' genau
(-1 -2 -2+ 1) -1 - 2+D2*-1))((4*-1)— (2" -1)(2+1))/27=24

solche Tripel. Demnach gilt |S?| = 24 + 1 = 25.

(3). Wir zeigen zunéchst: Sind p,o0,n € S derart, daB§ dim(B(p) + B(c) + B(n)) < 2 ist, so
gilt pon € S.

Die Behauptung ist trivial, wenn |{p,o,n}| < 2 ist. Man kann daher annehmen, dafi p,o,7n
paarweise verschieden sind. Nach Voraussetzung gilt dann B(n) < B(p) @ B(c). Im Beweis von
(2) haben wir gesehen, dal H := B(p) @ B(o) eine hyperbolische Ebene ist und man deshalb
ein a € B(p) und ein b € B(o) mit f(a,b) = 1 findet. Weil H genau 3 singuldre eindimensionale
Teilrdume besitzt, ndmlich (a), (b), (a + b), folgt B(n) = (a + b). Man berechnet nun

bpon = (a+b)on = an = b,
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ie. b € F((pon)m). Weil (pon)mg # 1y ist, ist (pon)m eine Symmetrie, also trifft dies auch auf
pon = (pon)u@ 1y zu.

Es sei angenommen, dafl es o1,09,11,7m2,175 € S gibt, so daBl o109 = m11m2ns ist. Dann muf
dim(B(n1) + B(n2) + B(n3)) < dimB(o1) + dim B(o2) < 2 sein. Aus der Vorbemerkung folgt nun
der Widerspruch o100 = niman3 € SNS? = 0.

Ist 7 € S3\S, so folgt aus der Vorbemerkung, dafi dimB(w) = 3 = I(m) ist. Weil
(x + Dz + p)(z + p), (@ +v)®, v € K* die ~-symmetrischen Polynome vom Grad 3 mit
konstantem Glied 1 in Fy[z] sind. Folgt char(n) = (x + v)3 fiir ein v € K\F. Nach 3.5.8 ist 7
kurz. Dies erzwingt mip(r) = (z + v)?, i.e. vw € S. Ist umgekehrt 7 € (K\F)S, so ist 7 kurz mit
dim B(r) = 3. Nach 3.5.8 ist 1(m) = 3. Insbesondere ist 7 € S3.

(4). Als néchstes nehmen wir an, dafl es 01,09, 03,11,M2,m3,74 € S gibt, so da 010203 = N112M374
ist. Gemé$ (3) finden wir ein ¥ € K* und eine Symmetrie o € S, so dafl ninansns = 010203 = vo
ist. Wegen K*S3 = K*(K*S) = K*S = 83 folgt nun

Umnanz = ony € K*S*NS? =8N S? =),

ein Widerspruch.

Nach 3.5.8 (b) ist 1(v1y) = 4 fiir v € K\ F. Damit gilt (K\F){1y} C §*\S2. Andererseits gilt fiir
ein 7 € S*\S? nach obigem 1(7) > 3 > dim B(w). Nach 3.5.8 ist 7 lang und vom Typ (H).

Nach 3.5.8 ist jedes m € (S) ein Produkt von hochstens vier Symmetrien, so dafi die letzte

Gleichung in (4) unmittelbar aus den vorherigen Uberlegungen folgt.

(5). Es ist 1y € 82 C S. Offenbar ist S gegen Inversenbildung abgeschlossen. Seien 7,1 € S.
Sind 7,1 € 82, so ist mp € S* C S. Sind 7,9 € S*\S?, so sind 7, 1 Homothetien (cf. (4)).
Demnach ist auch 71 eine Homothetie und damit in S enthalten. Ist 7 € S? und ¢ € S*\S?
enthalten, so ist mip(m) = 23 + 1 (cf. (2)) und ¢ = vly fiir ein v € K\F (cf. (4)). Folglich ist
mip(m) = 23 + 1 und m nach (2) in §* C S enthalten. Folglich gilt S-S C S, i.e. S ist eine
Gruppe. Nach (2) und (4) besteht S\{1y } gerade aus den Elementen der Ordnung 3 in SU(f) und
es gilt |S| = |S?| + |8*\S?| = 25 + 2 = 27. Wegen Z(SU(f)) = K*{1y} C S gilt Z(SU(f)) < Z(S).
Ist 7 € S\K*{ly} = S*>\{1v}, so gibt es zwei verschiedene Symmetrien p,oc € S mit 7 = po.
Seien a € B(p) und b € B(o), so daB f(a,b) = 1 ist. Weil V' von isotropen Vektoren erzeugt wird
und den Wittindex 1 hat, findet man einen isotropen Vektor ¢ € V\(a,b) mit f(a,c) = 1. Sei n
die Symmetrie mit B(n) = (¢). Dann gilt popn = 0?1 und pnpo = nPo und daher

B(popn) =B(o)p ® B(n) = (a+b,¢) # (a +¢,b) = B(n)p @ B(o) = B(pnpo).

Insbesondere ist w(pn) # (pn)m und damit = ¢ Z(S). Es folgt Z(S) = Z(SU(f)). Weil |S/Z(S)| =9
ein Primzahlquadrat ist, ist S/Z(S) abelsch. Weil jedes Element # 1y von S die Ordnung 3 hat,
gilt dies auch in S/Z(S). |
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|F| = 2; untere Schranken

WEeil im fortlaufenden Text héufig die genaue Kenntnis bestimmter ~-symmetrischer Polynome mit
kleinem Grad in K[x] notig ist, listen wir diejenigen vom Grad 2,3, 4 mit nichtverschwindendem

konstanten Glied und die vom Grad 5 mit konstantem Glied 1 auf.

Bemerkung 3.5.12 Seip € K[z| ~-symmetrisch mit deg(p) € {2,3,4,5} und p(0) # 0. Sei ferner
v e K\F. Dann gilt :

(a) pe{(z+1)? (z+v)(z+ )}, falls deg(p) = 2 und p(0) = 1;

() pe{(z+1)(z+v), (z+ )}, falls deg(p) = 2 und p(0) = v;

(©) pe{lz+1)*}U{(z+ (@ +&)(x+8) (x+8)°%¢ € K\F}, falls deg(p) = 3 und p(0) = 1;
(d) pe{(@®+v), (@+D)%(xz+1),(x+v)(x+1)2 (x+v)*(x+ )}, falls deg(p) = 3 und p(0) = v;

(@ pe{lz+ DM U{+*@+8% @@+ 1)@+ )@+, (z+&@° +8),(z+ (= +¢)°,
(22 +&x +1)(2% + Ex + 1);€ € K\F}, falls deg(p) = 4 und p(0) = 1;

() p € {(z + )" (2 + D(@* +v),(z + 2)(@° + i), (= + 1)(z + D)( + v)*, (@ + v)(z + )%,
(x+1)3(x +v), (x+ 1)z +0)?, (22 + vx + ) (2% + 2 + D)}, falls deg(p) = 4 und p(0) = v;

(8 pe{le+1)°}U{@*+ &+ 1)(@* + o+ 1)(z +1),(z + 1)*(z + )(z +&), (z +§)*(@® + &),
(z+1D)(@+8)%(z+82% (z+ (@ +x+ &) (a2 +x+ &), (x+&)(z+ &4, 2° + &t + 23 + 22 +
Cx+1,(x+1)%* 2+ &3 (x+ 1) (z+ &) (x® +£);€ € K\F}, falls deg(p) = 5 und p(0) = 1 ist.

Beweis. (a). Sei p=12?+ar+1,a € K. Es gilt p=p* = 22 + ax + 1 genau dann, wenn a € F ist.
Fira=0folgt p=2?+1=(z+1)?und fira=1folgt p=2? + 2+ 1= (v + v)(z + D).

(b). Sei p = 22 +ar +v, a € K. Es gilt p = p* = 2% + var + v genau dann, wenn
x

a =0oder a =a® = vist. Fir a = 0 folgt p = 22 + v = (z + ©)? und fiir a = v folgt

p=z?+vr+v=(x+1)(x+v).

(c). Sei p = 2% + az? + bxr + 1, a,b € K. Es gilt p = p* = 2% + bx? + ax + 1 genau dann,
wenn b = q ist.

(1) a=0.Dann gilt p=23+ 1= (x + 1)(z + v)(z + ).

(2)a=1.Danngilt p=a®+ 22+ 2+ 1= (z+1)3.

(3) a € K\F. Dann gilt p = 23 + a2® + az + 1 = (z + a).

(d). Sei p = 23 4+ ax® + br + v, a,b € K. Es gilt p = p* = 2% + vba® + vax + v genau
dann, wenn b = va.

(1) @ = 0. Dann gilt p = 23 + v.
(2)a=1.Danngilt p=a®+ 2> +vr+v= (v +v)*(x+1)
(3)a=v.Dann gilt p=2® +va? + o +v= (v +v)(z+1)>
(4) a = . Dann gilt p= 23 + va? + vr +v = (z +v)*(x + 1).
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(e). Sei p = a* +az +br®> +cx +1, a,b,c € K. Es gilt p = p* = 2* + ez 4 bx® + @z + 1 genau
dann, wenn c=a und b € F.

(1) a=0="b. Dann gilt p=2* +1 = (z + 1)~

(2)a=0,b=1.Danngilt p=2* + 22+ 1= (z +v)?(x + )%

B)a=1,b=0.Danngilt p=2*+23+z+1=(x+a) = (x+1)?(x +v)(z + D).
(4)a=1=bDanngilt p=at+ 23 +22 +2+1= (22 +vr+1)(z22 + vz +1).

(5) a € K\F,b=0. Dann gilt p = 2* + a2® + az + 1 = (z + a)(2® + a).

(6) a € K\F,b=1. Dann gilt p=2* + az® + 2?2 + az + 1 = (z + 1)(z + a).

(f). Sei p = 2* +ax® +b2x® +cx +v, a,b,c € K. Es gilt p = p* = 2* + véx® + vba? 4+ vaz + v genau
dann, wenn ¢ = va und [b = 0 oder b = 7.

1) a=0=0b. Dann gilt p=2* + v = (z + v)*.

2) a=0,b=v. Dann gilt p = a* +v2® + v = (z +v)?(x + 1)°.

3)a=1b=0.Danngilt p=at + 2> +tvz +v=(r+a)® = (@3 +v)(z+1).

4)a=1,b=v. Dann gilt p = 2* + 2® + v2? +ve +v = (z +v)(z + v).

5 a=v,b=0.Dann git p=a* +vad +z+v=(z+1)(x+v)(z +v)>

Ya=v,b=0v.Dann gilt p=at +va® + va? + v +v = (2® + vx + v)(2? + z + D).
)a=u,b=0.Dann gilt p = 2* + v2® + vz +v = (x + ) (2% + D).

) a=©v="b. Dann gilt p=a* + va® + va? + vx +v = (z + 1)3(z +v).

(g). Sei p = 2° +az* +bxd +cax®+dx+1, a,b,c,d € K. Es gilt p = p* = a* +-da* +-ex3 +br? +ax+1
genau dann, wenn d = @ und ¢ = b.

(1)a=0=b.Danngilt p=a2°+1=(z+ 1)(2? +&x+ 1)(2%2 + €z + 1), £ € K\F.
(2)a=0,b=1.Danngilt p=a®+ 2>+ 22 + 1= (z + 1)3(x + &) (z + &), £ € K\F.

(3) a=0,b € K\F. Dann gilt p = 2° + b2® + bz + 1 = (z + b)?(2® + b).

(4)a=1,b=0.Danngilt p=2® +2* + 2+ 1= (x +1)°.

(5)a=1=b.Danngilt p=a® + a2t + 23+ 22+ +1=(x+1)(z+ )}z +&)>2 € K\F.

(6) a=1,b€ K\F. Dann gilt p=2° + 2* + b2® + br? + 2+ 1 = (z + b) (22 + bz + b) (22 + = + b).
(7) a € K\F,b=0. Dann gilt p = 2° + az* + az + 1 = (z + a)(z + a)*.

(8) a € K\F,b=1. Dann ist p = 2° + az* + 2® + 22 + @z + 1 irreduzibel.

(9) a € K\F,b=a. Dann gilt p = 2° + az* + az® + az? + az + 1 = (z + 1)%(z + a)3.

(10) a € K\F,b = a. Dann gilt p = 2° + az* + baraz® + az® + az + 1= (z + 1)(z + a) (2> +a). A
Das folgende Lemma dient dazu, untere Schranken von [(m) flir unitére Transformationen

7w vom Typ (B) zu etablieren.
Lemma 3.5.13 Ist m € SU(f) vom Typ (B) und o eine Symmetrie mit F(no) > F(x), so ist wo

(a) wom Typ (A1) oder (H), falls 1 vom Typ (B1) und dim B(w) =4 ist,
(b)  wvom Typ (B3) oder (H), falls # vom Typ (B1) und dimB(w) > 4 ist,
(¢) wom Typ (B1), falls m vom Typ (B2) ist,
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(d)  wvom Typ (B2), falls m vom Typ (B3) ist.

Beweis. Wegen F(wo) > F(w) ist B(o) in B(w) enthalten. Sei z € B(c)\{0}. Nach 3.5.7 gilt
V =AD CO D fir m~-Moduln A, B und

e dim A =2, mip(m4) = (z + )%, C =F,(r), D = F(r), dim F,(7) = 2 (mod 3), falls 7 vom
Typ (B1) ist,

e dim A = 3, mip(ra) = (z 4+ 1)3, C = F,(7), 0 # dim F,,(7) = 0 (mod 3), D < F(n), falls 7
vom Typ (B2) ist,

e dimA =3, mip(ra) = (z+ p)?, C <F,u(r),0#dimC =0 (mod 3), D = F(r), falls 7 vom
Typ (B3) ist.

Wegen z € B(m) = A(n+1)D C gibt eseina € A(m+ 1) und ein ¢ € C, so dafl z = a+ b ist. Man

berechnet

(1) 0= f(z,2) = fla,a) + f(c,c)

(2) 1= fﬂ'(z)z) = fW(G/?a) + fﬂ'(b7 b) = fﬂ<a7a> + pnf(e, C)'
Im folgenden sei ¢ die von wo auf B(no)/F, (7o) induzierte Abbildung. Dann gilt
(3) 1 =detno = det pdet 7p, (rp) = pd™Fu(™) det ¢.

(a) und (b). Sei  vom Typ (B1).
Fall A: ¢ = 0. Dann gilt dimF((mo)4) = 1 = dimB((7wo)a). Wegen det(mo)s = p folgt
mip((mo)a) = (z + 1)(z + u) = mip(7o). Somit ist 7o vom Typ (H).

Fall B. ¢ # 0. Angenommen c¢ ist anisotrop. Wegen (1) ist dann auch a anisotrop. Insbe-
sondere liegt a nicht in A(7 + 1), da A(w + f1) totalisotrop ist. Aus (2) folgert man fr(a) = u+ 1.
Sei y :=a(ma +1)7! € A\A(r + 1). Es ist y(7 + i) € ker(7 + fi) und damit

(4) 0= f(y(m + p),y(m +p) = pf(y(r + ), y) + of(y, y(m + i)

Es ist f(y,y(m + 1)) # 0, da sonst y(m + ) € rad A folgen wiirde, was im Widerspruch zu
0 # y(m + fr) und rad A = {0} stiinde. Aus (4) folgt damit

) p=flylr+n),y) = flymy) + 1f (v, 9).
Wegen 1 = f(a,a) = f(y,ym) + f(ym,y) folgt f(y,ym) & F. Aus (5) folgt uf(ym,y) = f(y,y) +1¢€
F* = {1}. Somit gilt f(ym,y) = & und f(y,y) = 0. Es folgt der Widerspruch g = fr(a,a) =
fy,y(m+1)) = fly,ym) = .
Folglich ist ¢ isotrop. Wegen ¢ ¢ V(m + p) gilt dimF,(ro) = dimF,(r) — 1, somit
dim B(no)/F (7o) = dimB(r) /F,(7) = 2, dimF, (7o) =1 (mod 3) und ¢ € F,,(7)Net = F,(70).
Folglich gilt 1 < dimrad F, (7o) < dimrad F,(7) +1 =1, i.e.

(6) dimrad F,(mo) = 1.
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Insbesondere ist damit x + p ein Teiler von char(¢). Aus (3) folgt 1 = pdet ¢, i.e. det ¢ = 1 = p?.
Wegen deg(char(¢)) = 2 erhélt man char(¢) = (x + )2 Wegen (6) gilt mip(¢) = (z + p)?. Damit
ist mo vom Typ (B3), falls dim B(w) > 4 ist, und vom Typ (A) falls dim B(7) = 4 ist.

(c). Sei m vom Typ (B2). Wére ¢ = 0, so wiirde B(o) = (a) < A und damit F((no)4) > F(ma)
gelten. Folglich wire (7o) eine Symmetrie und damit w4 ein Produkt von Symmetrien. Dies
ist jedoch nach 3.5.10 nicht moglich, da w4 unzerlegbar ist. Somit ist ¢ # 0. Dies bedeutet
B(o) ¢ B(un), also dimB(no)/F,(ro) = dimB(n)/F,(7) = 2, dim F),(70) = dimF, () — 1 = 2
(mod 3) und F,(ro) = F,(7) Nct.

Als néchstes nehmen wir an, daf§ ¢ isotrop ist. Nach (1) ist dann auch a isotrop und nach (2) ist
fx(a,a) = 1. Die Symmetrie p := o, wiirde dann F((7p)4) > F(m4) liefern. Dies fiihrt wie im
Vorigen zu einem Widerspruch.

Folglich ist ¢ anisotrop und damit F,, (7o) = F,,(7)Nct regulir. Dies bedeutet, da§ 2+ p kein Teiler
von char(¢) ist. Aus (3) folgt 1 = p? det ¢, i.e. char(¢)(0) = det ¢ = pu. Weil (z+1)(x+p), (z+[)?
die einzigen ~-symmetrischen Polynome in Fy[z] vom Grad 2 mit konstantem Glied p sind, folgt
char(¢) = (z + ji)?. Wegen dimF(mo) < dimFj(7) + 1 = 1, folgt mip(¢) = (x + f1)?. Damit ist
mo vom Typ (B1).

(d) Sei mwo vom Typ (B3).

Fall A: ¢ ist isotrop. Nach (1) ist a isotrop und nach (2) gilt fr(a,a) = 1. Weil A(m + p)? ein
totalisotroper m-Modul und jeder Vektor aus A(r + p)\A(m + p)? anisotrop ist, folgt demnach a ¢
A(m + p) = B(fima). Insbesondere gilt B(o) = (z) € B(fn). Dies impliziert dim B(7o)/F (7o) =
dimB(n)/F,(7) = 2, 0 # dimF, (7o) = dimF,(7) — 1 = 0 (mod 3) und F, (7o) = F,(7) N z*.
Es soll nun gezeigt werden, dafl F, (7o) regulir ist. Ist ¢ = 0, so gilt F, (7o) = F,(r) Nat =
C. Man kann daher ¢ # 0 annehmen. Weil C regulir ist, gibt es ein v € C mit f(v,c) = 1.
Wegen (A(m +p)H)t NA = A(r +p) und a € A(r + p) folgt A == f(a(m + u)?,a) # 0. Setzt
man b = v+ A la(r + p)? € Fu(nm), so gilt f(b,2) = f(v,c) + A f(a(r + p)?,a) = 0 und
b & at Nct. Dies bedeutet F (7o) = (F, () Net Nat) @ (b). Sei y € rad Fy,(7o). Dann gibt es
ein w € F(m) Net Nat und ein v € K mit y = w + vb. Wegen ¢ € rad (F,(7) Nc¢t Nat) folgt
0= f(c,y) = vf(c,b) = vf(c,v) = v, ie. y = w € rad (Fu(m) Net Nat) =rad (CNet) = (c).
Dies ergibt den Widerspruch 0 = f(y,b) = f(c,b) = f(c,v) = 1.

Weil F),(mo) demnach reguldr ist, ist = + p kein Teiler von char(¢). Aus (3) folgt
char(¢)(0) = det¢ = 1. Weil (z + 1)%,(z + pu)(z + i) die einzigen ~-symmetrischen Poly-
nome in Fy[z] vom Grad 2 mit konstantem Glied 1 sind, folgt char(¢) = (z + 1)2. Wegen
dimF(¢) = dimrad B(no) < dimrad B(n) + 1 = 1, gilt mip(¢) = (= + 1)2. Folglich ist 7o vom
Typ (B2).

Fall B: ¢ ist anisotrop. Nach (1) ist a anisotrop und nach (2) gilt fr(a,a) = [. Seien
r = c(rc +1)7! = pcund b := a(ma + 1)7! € A. Angenommen b ist isotrop. Dann gilt
i = ax(a) = F(b,b(x + 1)) = f(b,b(m + 1)) = figue(b(im + 1)), Le. g (blim + 1)) = 1. Bs
seien © = fimy und y := b(fiw + 1). Nach 3.2.2 (a) ist p := o, eine wohldefinierte Symmetrie
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aus U(f4) mit dimB(¢p) = dimB(y)) — 1 = 1. Wegen det o = 1 ist Yo eine Symmetrie und
damit insbesondere ein Produkt von Symmetrien, ein Widerspruch zu 3.5.10, da i unzerlegbar ist.
Folglich ist b anisotrop und damit z(mayc + 1)~! = r + b isotrop. Wegen F(wo) = F(m)D (r + b)
ist 0 # r+b € rad F(ro) = radB(wo) und damit x + 1 ein Teiler von char(¢). Wie im Fall A
folgert man hieraus, da§ mo vom Typ (B2) ist. |

Lemma 3.5.14 Seien m € SU(f) vom Typ (C) und o eine Symmetrie, so daf§ dimB(no) = 4 ist.
Dann ist mo vom Typ (A1) oder (B1).

Beweis. Sei p € K\F, so daf F, () eindimensional und regulér und Fj(7) zweidimensional und
totalisotrop ist. Dann gilt dimrad Fz(ro) > dimrad Fz(m) — 1 = 1. Die von no auf B(wo)
induzierte Abbildung ¢ hat dann ein charakteristisches Polynom vom Grad 4 mit konstantem
Glied 1, das von (x + f1)? geteilt wird. Also gilt char(m) € {(z + 1)(z + )3, (z + @) (z + p)?} (cf.
3.5.12 (f)). Wire dimFy (7o) = 2 = dimF(7), so wire Fj(mo) = Fi(no) totalisotrop und damit
(z+)* = char(¢), ein Widerspruch. Folglich ist F(mo) eindimensional und isotrop. Wire F, (7o)
nicht regulédr, so wire F,, (7o) # F(w). Hieraus wiirde bereits dimF, (7o) = 2 folgen. Damit wére
(z 4+ p)? ein Teiler von char(¢), ein Widerspruch. Folglich ist F, (7o) regulir. Insgesamt erhlt
man mip(¢) = (z+ 1)(z + j1)® oder mip(¢) = (z + p)(z + ji)%. Im ersten Fall ist 7o vom Typ (A1)
und im zweiten vom Typ (B1). [ |

Daf} beide in der Konklusion des vorigen Lemmas angegebenen Fille tatséchlich vorkommen, zeigt
die

Bemerkung 3.5.15 Sei m € SU(f) vom Typ (C). Dann gibt es Symmetrien p und o, so daff 7wp
vom Typ (B1l) und mo vom Typ (B2) ist.

Beweis. Sei V =F,(1)D AD B F(w) eine Zerlegung von V wie in 3.5.7 angegeben. Nach 3.5.18
gibt es dann eine Symmetrie p mit B(p) < A, so da mip(7p)a = (x + p)(x + 1) ist. Hieraus folgt
dim F(mp) > dimF(7) und dimF,,(7p) = dimF,(7) + 1 = 2. Nach 3.5.14 ist mp vom Typ (B1).

Wegen dimB(w)/rad B(m) = dimB(x) = 5, und weil 7 nicht vom Typ (H) ist, gibt es nach
3.5.3 (mit W := B(m)(m + p) = AD B) und 3.2.2 eine Symmetrie ¢ mit F(ro) > F(7r) und
B(o) € B(n)(m + p). Nach 3.3.6 (b) ist dimF (7o) = dimF,(7) — 1 = 0. Nach 3.5.14 ist 7o vom
Typ (Al). [ |

Lemma 3.5.16 Seien m € SU(f) vom Typ (D) und o eine Symmetrie, so daff dimB(wo) =
dim B(w) — 1 =5 ist. Dann ist 7o vom Typ (C).

Beweis. Sei p € K\F, so dafl F,(m) dreidimensional und totalisotrop ist. Weil dann
dimrad F, (7o) > dimrad F,(r) — 1 = 2 ist, ist (z + @i)* ein Teiler des charakteristischen
Polynoms der von wo auf B(wo) induzierten Abbildung ¢. Wegen deg(char(¢)) = dimB(wo) =5
und char(¢)(0) = det(¢) = 1, folgt char(¢) = (x + p)*(x + 1). Demnach ist F (7o) eindimensional
und regulér. Folglich ist mo vom Typ (C). [ |

Wir koénnen nun nachweisen, dafl die in 3.5.8 angegebenen Symmetrienldngen langer Abbil-

dungen jedenfalls untere Schranken darstellen.
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Lemma 3.5.17 (Untere Schranken fiir lange Abbildungen) Sei 7 € SU(f) eine lange Ab-
bildung, m := dim B(w). Dann gilt

m+1 , falls m vom Typ (H) ist,
m+2 |, falls m vom Typ (N) und dimV > 3 ist,
() > m+2 |, falls m vom Typ (A) und dimV > 3 ist,
| m+1 | falls mvom Typ (B) ist,
(©)
(D)

6 , falls m vom Typ (C) ist,

7 , falls m vom Typ (D) ist.

Beweis. Falls m vom Typ (H) oder (N) ist, folgt die Behauptung aus 3.5.4. (Der dort angegebene
Beweis ist unabhéngig von der Méchtigkeit des Korpers K.)

Sei 7 vom Typ (A). Seien 7 und f die von 7 bzw. f auf W := B(r)/rad B(x) induzierten Abbil-
dungen. Dann ist dim W = 3, f eine reguldre ~-hermitesche Form und 7 € U(f)

Annahme: 1(7) < m + 1. Es gibt dann Symmetrien o, ..., 0, und eine unitire Abbildung oy,+1,
die eine Symmetrie oder die Identitét ist, so dafl @ = o1 - - oppy1 gilt. Aus 3.3.1 und 3.3.3 folgt
B(o;) < B(w), i.e. rad B(m) < F(mw) < F(o;) fiir alle ¢ € N<,,,11. Folglich induzieren die o; auf W
unitire Transformationen ¢; € U( f), die Symmetrien oder = 1y sind. Insbesondere ist 7 damit
ein Produkt von Symmetrien. Weil 7 unzerlegbar ist, ist dies ein Widerspruch zu 3.5.10.

Ist m# vom Typ (B), so folgt die Behauptung aus 3.5.13 und den bereits betrachteten Fillen.

Ist 7 vom Typ (C) und o eine Symmetrie mit dim B(ro) = dim B(7) — 1 = 4, so ist mo nach 3.5.14
vom Typ (Al) oder (B1l). Aus den bereits betrachteten Féllen folgt 1(mo) > 5. Dies impliziert
1(7) > 6.

Ist 7 vom Typ (D) und o eine Symmetrie mit dim B(7o) = dim B(w) —1 = 5, so ist o nach 3.5.16
vom Typ (C) und somit (7o) > 6. Dies impliziert 1(7) > 7. |

|F| = 2; Induktion

Um den Induktionsbeweis ohne Abschweifungen fiihren zu konnen, geben wir eine Reihe von
Hilfssétzen an. Sie stehen in der Reihenfolge, wie sie im Beweis des Induktionssatzes 3.5.35 auftre-
ten.

Dem Leser wird empfohlen, direkt zu diesem iiberzugehen, und von dort aus je nach Bedarf auf

jene zuzugreifen.

Hilfssatz 3.5.18 Seien dimV = 2 und w € U(f) keine Homothetie oder Symmetrie. Dann gibt es
eine Symmetrie o, so daff mip(ro) = (z + 1)(x + det ) ist.

Beweis. Weil m nicht die Identitit auf V und keine Symmetrie ist, ist B(w) regulér, i.e.
dim B(w)/rad B(r) = dim V' = 2. Weil 7 keine Homothetie ist, gibt es nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) eine
Symmetrie o mit dimF(wo) = dimF(7) + 1 = 1. Hieraus folgt mip(no) = (x + 1)(x + det 7). N

Hilfssatz 3.5.19 Seien dimV = 3, p € K\F und = € SU(f) mit mip(w) = (z + p)3. Dann gibt

es eine Symmetrie o, so daff mip(ro) = (z + 1)3 ist.
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Beweis. Wegen dim B(7)/rad B(w) = dimV = 3 und weil 7 keine Homothetie ist, gibt es nach
3.5.3 und 3.2.2 (a) eine Symmetrie o mit dimF(7no) = dimF(7) + 1 = 1. Insbesondere ist = + 1
ein Teiler von mip(mo). Nach 3.5.10 gilt dann bereits mip(wo) = (x + 1) . [

Hilfssatz 3.5.20 Seien dimV = 4 und © € SU(f) mit mip(7) = (z+1)*. Dann gibt es Symmetrien
o,m, so daff mip(no) = (x+1)(x+p)(x+ i) fir p € K\F und 7 eine Involution ist. Insbesondere
gilt dimF (7o) = 2 = dim F(7n).

Beweis. Wegen dim B(r)/rad B(w) = 2, wird B(7) von isotropen Vektoren erzeugt. Es gibt daher

ein isotropes v(m + 1) € B(w)\B?(7), v € V.
(a). Es gilt

0= flo(m+ 1), 0(m + 1)) = F(v,0(r + 1)) + Fo(r +1),0) = e (o(r + 1)) + g (ol T ),
i.e. gr(v(m+1)) € F.Ist gz (v(m+1)) =0, so wihle v € K\ F und setze v' := v+ vv(m +1)2. Dann
ist v'(m+1) = v(r + 1) + vo(r + 1)% € B(mr)\B?(7r). Wegen v € B(r) = F(m)+ = (v(r + 1)3)* gilt
0# f(v,o(r +1)3) = fv,v(r +1)3773) = f(v(r +1)3,0v), ie. 1 = f(v,v(r +1)3) = f(v,v(r +
13771 = f(v(m + 1), v(7 + 1)?). Man berechnet nun
W' (r+1) = fl+vo(r+1)%v(r+1)+vo(r+1)3%)

= o, o(m 4 D)+ 2f 0, 0(m + D) + v f(n+ D2 0(n + 1) + f(o(r + 12, o(x + 1))

0+v+v+0=1.

Man kann daher o.B.d.A. annehemen, daf g¢.(v(m + 1)) = 1 ist. Nach 3.2.2 (a) ist 0 := 0y(r41)
eine wohldefinierte Symmetrie, die dimB(70) = dimB(n) — 1 = 2 erfiillt. Wegen B(c) ¢ B?(7),
gilt dimrad B(wo) = dimrad B(w) — 1 = 0, cf. 3.3.6 (a). Nach 3.5.12 (a) mufl dann die von 7o
auf B(mwo) induzierte Abbildung das charakteristische Polynom (z + u)(x 4+ ), u € K\F, haben.
Hieraus folgt mip(wo) = (x + p)(z + ) (x + 1).
(b). Weil B%(7) totalisotrop ist, ist

(%) b:=v(m+ 1)2 isotrop.
Ferner gilt

() = flo(r+1),0(r + 1)) = f(v,v(n +1)377Y) = f(v,v(n +1)3) #0,

dav & B(r) = (v(m +1)*). Mit (x) folgt ¢(b) € F*. Nach 3.2.2 (a) ist 1 := 0} eine wohldefinierte

Symmetrie mit
F(mn) = F(7) ® (v(r + 1)) = rad B(7) @ (v(7 + 1)) € B(7) Nw(x 4+ 1)+ = B(n).
Folglich ist 77 eine Involution. |

Hilfssatz 3.5.21 Seien © € SU(f) kurz und p € K\F derart, daff folgende Bedingungen erfillt

sind:
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dim B(w) = 6;

dimrad B(w) = 1;

dimF,(7) < 2 und Fu(r) ist nicht totalisotrop;
2> dimFy(m) > dimrad Fy(m) > 1;

Ist dimF(7) = 2, so ist Fu(m) totalisotrop.

[\

I

)

,_\AA,_\,_\
w
D D O —

Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff dimB(wo) =5 und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von m auf B(w)/rad B(w) induzierte Abbildung. Nach (1) und (2) gilt
deg(char(¢)) = dimB(w) — dimrad B(w) = 5. Nach (4) ist (z + fi)? ein Teiler von
char(¢), i.e. es gibt ein ~-symmetrisches p € Fyfz], so daB char(¢) = p(z + @) Aus
p(0) - i = char(¢)(0) = det¢p = detw = 1 folgt p(0) = f. Aus 3.5.12 (d) erhilt man
pe{e’ +p,(@+p)(z+1)% (@ + )% (2 + ), (v + p)* (@ + 1}

Fall 1. p = 2® + ji. Es ist A := ker(7 + 1)? ein reguliirer 7-Modul. Nach (2) ist o := 714D 14
eine wohldefinierte Symmetrie. Weil nun 7o = 741 ist, ist dimB(ro) = dimAt = 5,

mip(ma1) = (23 + i) (2 + i)? und mo kurz.

Fall 2. p = (z + ji)(x + 1)%. Weil (z + ji)? kein Teiler von p ist folgt aus (2), (4) und (5),
daB dimrad Fj(7) = dimFy(m) = 1 und mip(7) = (z 4+ )3(z + 1)* ist. Seien U := ker(m + j1)?
und W := ker(r + 1)* = U*. Nach 3.5.19 gibt es eine Symmetrie o mit B(¢) < U, so daB
mip((7o)y) = (z + 1)? ist. Damit ist 7o = (70)y@ 7w kurz und erfiillt dim B(wo) = 5.

Fall 3. p = (z + )*(z + p).

3.1. dimFy(m) = 1 = dimrad Fz(x). Dann gilt mip(7) = (z + @)*(z + p)(z + 1)%. Wie im Fall 1.
ist A := ker(m + 1)? ein regulirer m-Modul und ¢ := 74D 141 eine wohldefinierte Symmetrie.
Wegen mo = 740 und mip(ma1) = (2 + f)*(z + p) ist 7o kurz mit dim B(mo) = dim A+ = 5.
3.2. dimFy(m) = 2. Nach (5) ist Fy(m) dann totalisotrop. Es gibt daher eine Zerlegung V' =
AD CQO F,(m)D DO E, wobei A,C,D, E m-Moduln sind und dimA = dimC = dim D = 2,
mip(r4) = (z + @i)? = mip(nc), mip(rp) = (z + 1)? und dimF,(7r) = 1 gilt. Nach 3.5.18
gibt es eine Symmetrie o mit B(o) < C und mip((ro)c) = (z + p)(z + 1). Insbesondere gilt
dim B(7o) = 5. Wegen mip(mo) = (z + j1)%(z + p)(z + 1)? ist 7o kurz.

Fall 4. p = (2 + p)*(x + 1). Aus dim F,,(7) = 1 wiirde nach (3) folgen, daB F,(m) regulir
ist. Damit wére (z + p1)? kein Teiler von p, ein Widerspruch. Aus (3) folgt daher dimF,(7) = 2.
Wiire F, () nicht regulér, so wire (z + p)® ein Teiler von char(¢), ein Widerspruch. Folglich ist
F,(m) regulir und es gibt eine Zerlegung V = AQ F,(m)O CO D, wobei A, C, D m-Moduln sind
und dim A = 2, mip(74) = (z+ )2, dim C = 3, mip(n¢) = (r+1)® und D < F(n) gilt. Weil A als
hyperbolische Ebene von isotropen Vektoren erzeugt wird, gibt es ein isotropes a € A\ A(w + [i).
Weil Fj;(m) = (a(m + @) isotrop und A = (a,a(w + 1)) regulér ist, ist o := f(a,a(m + 1)) # 0.
Man berechnet 0 = f(a(m + i), a(m + i) = p& + fa. Dies impliziert o = p und somit

gx(a(m + 1)) = f(a,a(r + 1)) = f(a,a(r + ) = p.
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Sei w € C\C(m + 1). Wegen (w(m+ 1))+ NC =C(r+1) ist
flw(r +1),w(r +1)) = fw,w(r +1)*07") = f(w,w(r + 1)) # 0.

Fiir 8 := f(w,w(m + 1)) bedeutet dies: 1 = f(w(m + 1),w(r + 1)) = B+ 3, i.e. B € {u,i}. Ist
B = u, so setze w' := w(m + ) € C\C(w + 1). Dann gilt

flw',w' (7 + 1)) flw(m + 1) + pw, w(m + 1) + pw(r + 1))
= flw(m+1),w(r +1)%) + pf (w, w(r +1)%)
+af(w(r+1),w(r + 1)) + fw,w(r + 1))

= O+p+f+p=4p.

Man kann daher o0.B.d.A.
gr(w(r+1))=08=p

annehmen. Fir z := (a + w)(7m + 1) gilt dann ¢,(2) = ¢r(a(m + 1)) + gz (w(r + 1)) = p+ g = 1.
Nach 3.2.2 ist 0 := o, eine wohldefinierte Symmetrie, so da} dim B(wo) = 5 ist. Wegen B(o) =
(a(r+1)+w(r+1)) € B () = A+ Fy(m)+(w(r+1)%) ,B(m)(7+11) = (a(m+) +F,(m)+C(m+1),
gilt
dimFj(ro) = dimFz(r) — 1 =0 = dimrad B(n) — 1 = dimrad B(no).

Wegen F,(7) < F(0), ist F (1) < Fy(n0). Insgesamt erhéilt man, daB char(mog(ry)) = q(2 + p)?
fiir ein ~symmetrisches ¢ € Fy[z] vom Grad 3 mit konstantem Glied p gilt, das nicht von z+1, 2+
geteilt wird. Aus 3.5.12 (d) folgt ¢ = 2® + p. Damit ist 7o kurz. [ |

Hilfssatz 3.5.22 Seien m € SU(f) kurz und p € K\F derart, dafl folgende Bedingungen erfiillt

sind:

(1)  dimB(r) = 6;

(2)  rad B(m) = {0};

(3) dimrad F,(7) < dimF,(7) = 2;
(4) dimFj(7) = dimrad Fg(m) = 1.

Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff dimB(no) = 5 und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von 7 auf B(7) induzierte Abbildung. Wegen (1) ist deg(char(¢)) = dim B(w) = 6.
Aus (3) und (4) folgt char(¢) = p(z + p)?(z + j1)? fiir ein ~-symmetrisches p € Fy[z] vom Grad 2
mit konstantem Glied p(0) = 1. Weil = + 1 wegen (2) kein Teiler von p ist, folgt p = (z 4 p)(z + i)
(cf. 3.5.12 (a)). Wegen (3) impliziert dies dimrad F,,(7) = 1. Man erhilt demnach eine Zerlegung
V =A0 CQO DO F(r) in m-Moduln A,C, D mit dim A = 3, mip(r4) = (z + )3, dimC = 2,
mip(r¢) = (x + p)?, dimD = 1, D < F,(7). Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie o mit B(o) < C
und mip(wo) = (z + 1)(z + 1), somit gilt dim B(nro) = 5 und mip(ro) = (z + )3 (x + p)(x + 1).
Folglich ist mo kurz. |

Hilfssatz 3.5.23 Seien © € SU(f) kurz und p € K\F derart, daff folgende Bedingungen erfillt

sind:
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(1) dim B(w) = 6;

(2) dimrad B(w) < 1;

(3) dimF,(7) < 2 und F,(7) ist nicht totalisotrop;
(4) 3 =dimF;(m) > dimrad Fy(m) > 1.

Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff dimB(no) =5 und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von 7 auf B(w) induzierte Abbildung. Nach (1) ist deg(char(¢)) = dim B(w) = 6.
Nach (3) und (4) gilt char(¢) = p(z + i)* fiir ein ~-symmetrisches p € F4[z] vom Grad 2 mit
konstantem Glied p(0) = p. Nach 3.5.12 (b) ist p € {(z + 1)(z + p), (z + )?}.

Fall 1. p = (2 + 1)(z + p). Dann induziert m auf dem reguliren 7-Modul U := ker(w + 1)? eine
Symmetrie. Demnach ist o := 7y @ 1y eine wohldefinierte Symmetrie mit dim B(wo) = 5. Ferner
ist ;1D 1y = 7o kurz.

Fall 2. p = (z + fi)?. Weil 7 nicht vom Typ (D) ist, ist F;(7) nicht totalisotrop.

2.1. dimradF(7) = 2. Dann gibt es eine Zerlegung V.= AD CO DO F(x), wobei A,C,D -
Moduln sind und dim A = 3, mip(74) = (z+ /)3, dim C = 2, mip(n¢) = (z+/1)?, dimD =1, D <
Fp(m) gilt. Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie ¢ mit B(o) < C und mip((ro)c) = (z + 1)(z + p).
Dann ist dim B(7o) = 5 und 7o = 74D (70)c@ plp@D lp(x kurz.

2.2. dimradF(m) = 1. Dann gibt es eine Zerlegung V = AD CQO F(w), wobei A, C' m-Moduln sind
mit dim A = 4, mip(74) = (z+ )%, dimC = 2, C < Fj (7). Weil um 4 das Minimalpolynom (z+1)*
hat gibt es nach 3.5.20 eine Symmetrie o mit B(o) < A, so dafl mip((uno)a) = (z+1)(z+p)(z+i)
ist. Dann gilt auch mip((70)a) = (z + 1)(z + p)(x + fi). Weil daraus dimF(ro)4 = 1 folgt, ist
dimB(m) = 5. Wegen 70 = (10) 4@ flc@ lp(r) ist mip(no) = (x + 1)(z + p)(z + ). Demnach

ist mo kurz. ]

Hilfssatz 3.5.24 Sein € SU(f) kurz. Es sei dimB(n)/radB(m) = 2. Dann g¢ibt es eine Symmetrie
o so, daff F(no) > F(w) und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von 7 auf B(w)/rad B(m) induzierte Abbildung. Dann ist char(¢)(0) = det ¢ =
detm = 1. Weil (z + 1)%,(z + p)(z + 1), p € K\F, die einzigen ~-symmetrischen Polynome in
Fy[z] vom Grad 2 mit konstantem Glied 1 sind (cf. 3.5.12 (a)), stimmt char(¢) mit einem dieser

iiberein.

Fall 1. char(¢) = (z + 1)%

1.1. mip(¢) = (z + 1)% Dann gilt V = AQD B fiir 7-Moduln A, B, so da§ dimA = 4,
mip(m4) = (z + 1)* und 7p eine Involution ist. Nach 3.5.20 gibt es eine Symmetrie o mit
B(o) < A, dimF (7o) > dim F(7) und mip((7o)a) = (x + 1)(x + p)(x + &), p € K\F. Demnach

ist mo = (7o) 4D 7p kurz.

1.2. mip(¢) = z + 1. Dann gilt V = AQ BQ® C fiir m-Moduln A, B,C mit dim A = 3 = dim B,
mip(r4) = (z + 1)®> = mip(rp), 72 = 1lc. Seien D := AQD B und ¢ := 7wp. Wegen
dim B2(¢y)) < dim B(¢)) — 2, gibt es nach 3.5.3 (mit W = B2(¢))) und 3.2.2 (a) eine Symmetrie p
mit B(p) ¢ B2(¢)) und dim B(¢p) = dim B(y)) — 1 = 3. Nach 3.3.6 (a) gilt
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(1) dimB(p)/rad B(tp) = dim B(s),/rad B(y) = 2,

und
(2) dimrad B(¢p) = dimrad B(y)) — 1 = 1.

Sei 7 die von ¢ auf B(¢))/rad B(¢) induzierte Abbildung. Aus (1) folgt deg(char(n)) = 2. Wegen
char(n)(0) = detn = det® = 1 und weil nach 3.5.12 (a) (x + 1)?,(z + p)(z + ), p € K\F die
einzigen ~-symmetrischen Polynome in Fy[z] vom Grad 2 mit konstantem Glied 1 sind, folgt nun
mit (2), daB mip(¢p) € {(z + 1)%, (x + 1)?(z + p)(z + 1) }. Demnach ist ¢p kurz. Setzt man nun
o :=pdD 1¢, so trifft dies auch auf 7o = (Yp)D 7 zu und es gilt F(mo) > F(x).

Fall 2. char(¢) = (z + p)(xz + ). Dann gilt V =F,(7)D Fu(r)D C, dimF,(7) =1 = dimFy(x)
und C = ker(r+1)2. Sei D := F,,(7)D F; (7). Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie o mit B(s) < D
so, da} (mo)p eine Symmetrie ist. Insbesondere ist F(mwo) > F(n) und no = (wo)p@ m¢ eine

Involution, also kurz. |

Hilfssatz 3.5.25 Seiw € SU(f) kurz. Es gelte dim B(w)/radB(7) = 3 und dimF,(7) <1 fir alle
w € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff F(no) > F(xw) und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von 7 auf B(r)/rad B(r) induzierte Abbildung. Es ist dann char(¢)(0) = det ¢ =
detm = 1. Weil (x + 1)3, (x + 1)(z + pu)(x + f1), (x + p)3, p € K\F, nach 3.5.12 (c) die einzigen
~-symmetrischen Polynome in Fy[z] vom Grad 3 mit konstantem Glied 1 sind, stimmt char(¢)
mit einem dieser iiberein. Nimmt man an, daf char(¢) = (z + w)3 fiir ein p € K\F ist, so ist
mip(¢) # (z + p)3, da 7 nicht vom Typ (A1) ist. Dies bedeutet mip(¢) € {(z + u), (z + )%}, was

wiederum dimF,(7) > 2 nach sich zieht, ein Widerspruch.

Fall 1. char(¢) = (z + 1)%. Weil 7 nicht vom Typ (A2) ist, gilt mip(¢) # (x + 1)3.

1.1. mip(¢) = (z+1)2. Dann gilt V = AQD BQD C fiir --Moduln A, B, C mit dim A = 4, mip(7w4) =
(z +1)%, dim B = 3, mip(7g) = (z + 1)3, 72 = 1¢. Sei ¢ := 4. Weil B(1) nicht totalisotrop ist,
gibt es ein anisotropes a € B(1). Weil B2(1)) totalisotrop ist, ist a nicht in B2(¢)) enthalten. Seien
v € A\B(¢) mit a = v(v) + 1) und b := a(y + 1) = v(x» + 1)? € B3(¢0). Man berechnet nun

ap(b) = f( +1),0(¥ + 1)%) = f(v,0(¥ + 1)’ 1) = f(v,0(¥ + 1)*) #0,

dav g A(Y + 1) = v(p + 1)*. Weil b isotrop ist, gilt g, (b) € F*. Nach 3.2.2 (a) ist p := o}, eine

wohldefinierte Symmetrie mit
F(4p) =F(4) & (a) = rad B(Y)D (a).
Weil a anisotrop ist, folgert man
rad B(yp) = rad F(¢p) = rad B(¢) = (v(¢ +1)°),

also dimradB(¢p) = 1. Dies bedeutet dim B(¢p)/radB(p) = 1. Demnach ist ¢»p vom Typ (N).
Setzt man o := pQ) 141, so gilt F(ro) > F(x) und 7o = (Yp)D 7@ w¢ ist kurz.
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Fall 1.2. mip(¢) = = + 1. Dann gilt V = AD BO CO D fir m-Moduln A, B,C,D mit
dim A = dim B = dim C, mip(74) = mip(rp) = mip(n¢) = (x +1)3, 74 = 1p. Seien E := AD B
und ¢ := mg. Nach 3.5.24 Fall 1.2 gibt es eine Symmetrie p € U(fp) derart, daBl F(¢p) > F(m)
und mip(¢p) € {(z+ 1), (z+ 1)*(x +p)(x + i)}, p € K\F, gilt. Setzt man o := p@ 1z, so gilt
F(ro) > F(r) und wo = (¥p)O 7@ 7p ist kurz.

Fall 2. char(m) = mip(7) = (z+1)(z+p)(z+4), p € K\F.Danngilt V =F,(7)D Fzp(r)O AD B
fir 7-Moduln A, B, wobei dimF,(7) = 1 = dimF;(n), dimA = 3, mip(74) = (z + 1)* und
7% = lp ist. Seien C := Fz(m)D A und ¢ := mc. Wegen dimB(¢))/rad B(¢)) = 2 und weil
wegen char(¢p(y)) = (@ + i)(z + 1) keine Homothetie auf B(v) induziert, gibt es nach 3.5.3
und 3.2.2 (a) eine Symmetrie p € U(f¢) mit dimB(¢p) = dimB(y)) — 1 = 2. Weil ¢4 € SU(f4)
unzerlegbar und somit nach 3.5.10 kein Produkt von Symmetrien ist, gilt B(p) ¢ A = B(uy).
Nach 3.3.6 (b) bedeutet dies dimF;(¢p) = dimF;(¢)) — 1 = 0. Wegen detp = dett) = fi und
weil nach 3.5.12 (b) (z + w)?,(x + 1)(x + ji) die einzigen ~-symmetrischen Polynome in F}[z]
vom Grad 2 mit konstantem Glied f sind, hat die von ¥p auf B(¢p) induzierte Abbildung das
Minimalpolynom (z+ u)?. Dies impliziert mip(¢p) = (x+pu)?(z+1). Setzt man nun o := p@D 1o,
so gilt F(ro) > F(r) und 70 = plp, (D (¢Yp)D 7p ist kurz. [ |

Hilfssatz 3.5.26 Seiw € SU(f) kurz und dim B(7)/rad B(w) > 4. Ferner gelte eine der folgenden
Bedingungen:

e dimB(m)/F,(7) =1;
e dimB(m)/F,(7) € {3,4} und dimF,(m) > 3;
e dimB(m)/F,(7) =4 und dimF,(7) = 2 und dimrad B(7r) = 0.

fiir ein pp € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff F(wo) > F(w) und wo nicht vom Typ
(A), (B) ist.

Beweis. Nach 3.5.3 (mit W = F, (7)) und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie ¢ mit F(ro) > F(n)
und B(o) € F, (7). Nach 3.3.6 (b) impliziert dies dim B(wo)/F, (7o) = dimB(n)/F,(7) € {1, 3,4}.
Ist dimB(nwo)/F, (o) = 1, so ist mo kurz, weil keine lange Abbildung diese Eigenschaft hat.
Andernfalls gilt nach Voraussetzung dimB(wo)/F, (7o) € {3,4}. Angenommen 7o ist vom Typ
(B). Dann gibt es ein v € K\ F mit dim B(wo)/F, (7o) = 2. Folglich ist u # v und damit v = fi. Ist
mo von Typ (B2) oder (B3), so gilt F,,(70) = {0} und damit dim B(no)/F, (7o) = dim B(no) > 5,
ein Widerspruch. Demnach wére 7o vom Typ (B1) und dim B(x)/F,(7) = dim B(no)/F (7o) = 3.
Nach Voraussetzung gilt dann 1 = dimF (7o) > dimF,(7) — 1 > 2, ein Widerspruch. Demnach
ist 7o nicht vom Typ (B). Ist dim F, (7o) > 2, so ist wo nicht vom Typ (A).

Man kann daher 1 = dimF (7o) > dimF,(7) — 1 annehmen. Dann ist dimF,,(7) = 2 und die
Voraussetzung liefert, da§ B(m) reguléir und dim B(7o) = dim B(w) — 1 = 5 ist. Wére mo vom Typ
(A), so wire dim radB(no) > dim radB(w) — 1 = dimB(no) — 4 = 1, ein Widerspruch. |

Hilfssatz 3.5.27 Sei m € SU(f) kurz. Es gelte dimB(n) > 5 und dimB(x)/F,(7) = 2 fir ein
w € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff F(no) > F(xw) und wo kurz ist.
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Beweis. Sei ¢ die von 7 auf B(w)/F,(7) induzierte Abbildung. Weil 7 nicht vom
Typ (B) ist, ist ¢ zerlegbar, ie. mip(¢) ist ein Polynom in Fy[z] vom Grad < 2
mit konstantem Glied # 0, das keine Potenz eines irreduziblen Polynoms ist. Weil
z+ Lo+ pr+ g (z+ )@+ up),@+ 1)@+ 0, + p(e+ @) alle Polynome in Fyfz]
mit diesen Eigenschaften sind, stimmt mip(¢) mit einem dieser iiberein. Es werden nun alle Félle

nacheinander abgehandelt.

Fall 1. mip(¢) = « + 1. Es gilt dann V = AQD BQO F,(n)D C fir n-Moduln A,B,C,
dimA = 2 = dim B, m4 und 7 sind Symmetrien, 3 < dimF,(7) = 0 (mod 3) und C' < F(w).
Wihle 0 := 7140 141. Dann gilt 70 = 14D 741, also F(no) > F(w). Weil w41 kurz ist, trifft

dies auch auf 7o zu.

Fall 2. mip(¢) = = + p. Es gilt dann V = AQD BQO CQO F(w) fir m-Moduln A, B,C, D,
dimA = 2 = dim B, mip(74) = (z + p)? = mip(rg), C < F,(r) und dimF,(7) = 1 (mod 3).
Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie o mit B(c) < A, so da mip((7o)4) = (z + 1)(x + 1) ist. Man

liest nun ab, dal 7o = (7o) 4@ 741 kurz ist.

Fall 3. mip(¢) = = + fi. Es gilt dann V' = F(m)D F,(m)D F(7), dimFy(7) = 2, dimF,(7) = 2
(mod 3). Seien a,b € Fz(m) und ¢ € F,(m) anisotrop und es gelte f(a,b) = 0. Setzt man
C = (@)D (c), so gibt es nach 3.5.18 eine Symmetrie o mit B(o) < C, so dal (wo)c eine
Symmetrie ist. Ferner ist 7o = (70)c@ flpy @ plerD lper) kurz.

Fall 4. mip(¢) = (z + 1)(x + p). Es gilt dann V = AD BODO CQO D fiir m=-Moduln A, B,C, D
mit dim A = 2 = dim B, mip(74) = (z + 1)? mip(ng) = (z + p)?, C < F,(n), dimF,(r) = 2
(mod 3) und D < F(w). Es ist dann o := 74D 14. eine wohldefinierte Symmetrie, welche
A < F(mwo) > F(n) erfiillt. Weil w41 kurz ist, trifft dies auch auf 7o = 14D 741 zu.

Fall 5. mip(¢) = (x + 1)(z + ). Es gilt dann V = AQ Fp(n)D Fu(m)D B, fiir m-Moduln A, B,
dimA =2, 74 =14, dimFs(7) = 1, dimF,(7) = 1 (mod 3) und B < F(r). Wie im Fall 4. sieht

man, dafl o := 714D 14. die gewiinschten Eigenschaften hat.

Fall 6. mip(¢) = (z + p)(z + f). Es gilt dann V = Fzp(n)O ADQ BQO F(n), fir m-Moduln
A, B, dimF;(r) =1, dim A = 2, mip(74) = (z + p)?, B < F,(7) und dim B = 2 (mod 3). Nach
3.5.18 findet man eine Symmetrie ¢ mit B(o) < A, so daBl mip((mo)a) = (z + 1)(z + )
ist. Weil dann F(mo) > F(m), V = Fu(ro)D F,(no)D F(no), dimFgz(mro) = 2 und
dimF,(ro) = dimF,(r) — 1 > 1 ist, ist o kurz. [ |

Hilfssatz 3.5.28 Sei m € SU(f) kurz. Es gelte

(1) dimB(7) =5,
(2) dimrad B(wr) <1,
(3)  dimB(r)/Fu(m) =3,
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(4) dimF,(7) =2,
(5) dimrad F,(m) <1,

fiir ein p € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, dafi F(wo) > F(n) und wo kurz ist.

Beweis. Sei ¢ die von m auf B(w)/F, () induzierte Abbildung. Es gilt dann deg(char(¢)) =

dimB(r)/F,(7) = 3 und char(¢)(0) = det 7 det ng(ﬂ) = =2 = p. Aus 3.5.12 (d) erhilt man

char(¢) € {(z + p)*(@ + ), (v + (@ + 1), (v + 1)’ (@ + 1), (2° + )}
Die Voraussetzungen (2) und (5) implizieren nun

mip(¢) € {(z + p)*(z + ), (z + p)(z + 1), (x + @)% (z + 1), (z + @) (z + 1), (2> + p)}.

Fall 1. mip(¢) = (z + p)*(z + @). Dann gilt V = AQ BQO Fu(m)D F(r) fir 7-Moduln A, B
mit dimA = 3, mip(74) = (x + p)?, dimB = 1 und B < F, (7). Weil m4 nicht vom Typ
(H),(N) ist gibt es nach 3.5.3 (mit W = {0}) und 3.2.2 (a) eine Symmetrie o mit B(c) < A und
dimF((mo)a) = 1. Weil 74 unzerlegbar ist, muf§ (7o)4 nach 3.5.10 ebenfalls unzerlegbar sein.

Folglich ist mip(7o)4 = (z + 1)3 und 7o damit kurz.

Fall 2. mip(¢) = (z + p)(z + 1)%. Dann gilt V = AQ BQO CQO D fiir =-Moduln A, B, C, D mit
dim A = 2, mip(74) = (z+p)?, dim B =1, B < F, (), dimC = 3, mip(n¢) = (z+1)3, D < F(m).
Wie in 3.5.27 Fall 2. findet man eine Symmetrie o mit B(o) < A und mip((no)4) = (z+1)(z+f),
so dafl F(wo) > F(7) und wo kurz ist.

Fall 3. mip(¢) = (z + i)?(xz + 1). Dann gilt V = F,(m)O AQ BQO C fiir 7-Moduln A, B,C
mit dim A = 2 = dim B, mip(r4) = (z + i)?, mip(rg) = (z + 1)? und C < F(rw). Wie in 3.5.27
Fall 2. findet man eine Symmetrie ¢ mit B(c) < A und mip((wa)a) = (x + 1)(z + u), so daB
F(mo) > F(m) ist. Ferner ist 70 = plp, (re)D 78D lp(re) kurz.

Fall 4. mip(¢) = (z + @)(x + 1). Dann gilt V = F,(7)D Fa(r)D AD B fiir m-Moduln
A, B, dimF,(7) = dimFz(r) = dimA = 2, mip(m4) = (z + 1)?, B < F(w). Setzt man
o = 4@ 141, so ist o eine wohldefinierte Symmetrie mit A < F(mo). Weiterhin ist

TO = N“]'Fu(ﬂ')® ,L_LlFﬁ(Tr)@ ]‘A® F(r) kurz.

Fall 5. mip(¢) = (23 4+ ). Dann gilt V = F,(7)D AQD F(r) fiir einen 7-Modul 4, dim A = 3,
mip(74) = z® + p und dim F,(r) = 2. Seien F,(7) = (a)@D (b) und C := (b)D A. Es ist
dimB(m¢) = dimC = 4 und damit insbesondere dimrad B(we) = {0}. Weil m¢ auf B(we)
keine Homothetie induziert, gibt es nach 3.4.3 (mit W = A = C(7 4+ p)) und 3.2.2 (a) eine
Symmetrie ¢ mit B(o) < C, B(o) ¢ A und dimF((ro)c) = 1. Aus 3.3.6 (b) ergibt sich
dimF,(ro) = F,(7) — 1 =1, i.e. F, (7o) = a* ist regulér und eindimensional. Weil keine lange
Abbildung diese Eigenschaft besitzt, ist 7o kurz. |

Hilfssatz 3.5.29 Sei 7 € SU(f) kurz. Es gelte



(1) dim B(7) =5,

(2) dimrad B(w) <1,
(3 dimB(r)/Fu(m) = 4,
(4) dimF,(7) =1,

(5) dimFy(m) <2

fiir ein u € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, daf F(no) > F(w) und wo nicht vom Typ
(A),(B) ist.

Beweis. Sei ¢ die von m auf B(w)/F,(7) induzierte Abbildung. Wegen (3) gilt deg(char(¢)) =
dim B(7)/F,(7) = 4. Aus (4) und det7 = 1 folgt char(¢)(0) = det(¢) = . Dies bedeutet geméf
3.5.12 (f), daB

char(p) € {(z+p)* (@ +p)(e+1), (@ + 1) (@ + i), (2° + po + p) (2% + 2 + p), (@ + p)(® + p),
(z+ D)@+ p)(z+0)?, (@ + )+ p), (¢ +1)%(@ + p)*}

Fall 1. char(¢) = (z + )*. Aus dimradFj(7) = 2 wiirde gem&8 (5) folgen, da§ F;(7) totalisotrop
ist. Die Eigenschaften (1) und (4) wiirden dann erzwingen, dafl = vom Typ (C) ist, ein Widerspruch.
Folglich ist dimradF;(7) < 1. Wére Fj;(m) regulér, so miiite dim F(7) = 4 sein, ein Widerspruch
zu (5). Man erhilt demnach dimradF;(7) = 1.

1.1. dimFz(7) = 1. Dann gibt es eine Zerlegung V = AQD F,(m)D F(7), wobei A ein m-Modul
mit dim A = 4 und mip(7a) = (x + ji)* ist. Weil dann mip(uma) = (z + 1)* ist, gibt es nach
3.5.20 eine Symmetrie ¢ mit B(o) < A und mip((umo)a) = (z + 1)(z + p)(x + ). Dies impliziert
mip((mo)a) = (x4 1)(z+ p)(x + ) = mip(wo). Damit ist dim F((ro)4) =1 > dimF(7m4) und 7o
kurz.

1.2. dimFy(m) = 2. Dann gibt es eine Zerlegung V = AD CQO F,(m)D F(w), wobei A,C n-
Moduln mit dim A = 3, mip(74) = (z+4)%, dim C = 1 und C < F;(7) sind. Nach 3.5.19 gibt es eine
Symmetrie o mit B(o) < A und mip((7o)a) = (z + 1)%. Dann ist dim F((r0)4) = 1 > dimF(r4)
und 7o = (10) 4D ple@ plp, (D lpr kurz.

Fall 2. char(¢) = (2® 4+ i)(z + 1). Damn gilt V = F,(m)O AQD C fiir 7-Moduln A,C, so
daBl dim A = 3, mip(r4) = (2® + i) und 7¢ eine Symmetrie ist (cf.(2)). Wihle 0 := 1. D 7e.

Dann ist mo0 = 1. D 1¢ kurz.

Fall 3. char(¢) = (z + 1)*(z + i). Nach (2) und (4) ist dimrad B(r) = 1 = dimFy(r). Es
folgt V =F, (7))@ Fa(r)D AQ C fiir =-Moduln A4, C mit dim A = 4, mip(74) = (z + 1)* und
C < F(m). Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie ¢ mit B(¢) < D :=F,(7)D Fy(r), so daB (mo)p
eine Symmetrie ist. Damit ist F(ro) > F(7) und 7o = (70)pO 74D 1¢ kurz.

Fall 4. char(¢) = (22 + px + p)(2? + x + p). Es ist (22 + px + p)* = (22 + 2 + p) irredu-
zibel und nicht ~-symmetrisch. Daher gibt es eine Zerlegung V = F,(m)D (A@® B)D F(x), wobei
A = ker(n? + pm + p) und B := ker(7? + 7 + p) zweidimensionale, totalisotrope m-Moduln sind.
Seien C' := A @ B und ¢ := 7¢. Es gibt dann geordnete Basen (aq,as3), (b1,b2) von A bzw. B, so
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dafl man beziiglich der Basis C := (a1, az,b1,b2) von C folgende Matrizendarstellungen erhlt:

Y
Me(y) =
c(¥) 1
"
Hieraus berechnet man
[T o1
w1 o1
Me(fy) = s Me(fup) = p
1 [T

Sei a := as + ba. Dann gilt gy(a) = fy(a,a) = 1 und gquy(a) = fup(a,a) = p # 1. Nach
3.2.2 ist ¢ := 0, eine wohldefinierte Symmetrie mit B(o) = (a) < C, F(no) > F(x) und
dimFj(ro) = dimF(uro) < dimFy(7) = 0. Damit ist mo nicht vom Typ (B1) und damit nicht
vom Typ (B) (cf. (1)). Weil F,,() regulér und in F, (7o) enthalten ist, ist 7o auch nicht vom Typ
(A).

In jedem der restlichen Félle ist (x + p) ein Teiler von char(¢). Wegen (4) ist F,(m) stets
totalisotrop.

Die folgenden beiden Fille werden gemeinsam behandelt.

Fall 5. char(¢) = (z + p)(z® + p). Es gilt dann V = AQD CQO F(w) fiir =-Moduln A,C mit
dim A = 2, mip(74) = (z + p)?, dim C = 3 und mip(7¢c) = (23 + p).

Fall 6. char(¢) = (z + 1)(z + )% (z + p). Es gilt dann V = AQ CQO D fiir =-Moduln A, C, D mit
dim A = 2, mip(74) = (z + p)?}, dim C = 2 und mip(r¢c) € {(z + f), (z + i)? und 7p ist eine
Symmetrie.

In jedem der beiden Félle findet man nach 3.5.18 eine Symmetrie ¢ mit B(oc) < A und
mip((ro)a) = (x + 1)(z + f1). Es ist F(no) > F(7w) und 7o = (70) 4D 7c@ 7p kurz.

Fall 7. char(¢) = (z + p)*(z + i). Es gilt dann V = AQ Fu(7)D F(r) fiir einen 7-Modul
A mit dim A = 4 und mip(74) = (x + u)*. Die Behauptung folgt nun aus dem bereits betrachteten
Fall 1.1 mit ¢ und p in vertauschten Rollen.

Fall 8. char(¢) = (x + 1)%(z + p)? Aus (2) folgt dimrad B(w) = 1. Man erhilt somit eine
Zerlegung V = AD CQO D in m-Moduln A, C, D mit dim A = 3 = dimC, mip(74) = (z + u)3,
mip(m¢) = (z +1)3 und D < F(7). Nach 3.5.19 findet man eine Symmetrie o mit B(s) < A und
mip((7o)a) = (¢ + 1)* = mip(r¢) = mip((7o)¢). Dann hat o die gewiinschten Eigenschaften. W

Hilfssatz 3.5.30 Sei 7 € SU(f) kurz. Es gelte

(1) dim B(7) = 6,
(2) 1 < dimrad B(n) < 2,
(3 dimB(r)/F(r) = 4,



(4) dimF,(7) =2,
(5) dimrad F,(m) <1,
(6) dimFy(r) <1

fiir ein p € K\F. Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff F(wo) > F(w) und wo nicht vom Typ
(A), (B) ist.

Beweis. Aus (1) und (2) folgt dimB(nm)/rad B(r) > 4. Wegen (2) ist B?*(w) < B(m).
Nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie o, so daf B(sc) ¢ B?*(r) und
dimB(ro) = dimB(nr) — 1 = 5 ist. Insbesondere ist wo nicht vom Typ (B1),(B3). Nach
3.3.6 (a) gilt s := dimrad B(no) = dimrad B(w) — 1 € {0,1}. Demnach ist o nicht vom Typ
(A). Ist s = 0, so ist mo auch nicht vom Typ (B2). Ist s = 1, so ist dimrad B(7) = s+ 1 = 2, also
dim B(7)/(rad B(r) + F, (7)) = 2. Die von m auf B(w)/(rad B(w) + F, (7)) induzierte Abbildung
¢ hat daher ein ~-symmetrisches charakteristisches Polynom vom Grad 2 mit konstantem Glied
w (cf. (4)). Nach 3.5.12 (b) folgt char(¢) € {(z + 1)(z + u), (z + j1)?}.

Fall 1. char(¢) = (z + 1)(z + p). Dann gibt es eine Zerlegung V= AD BO CO DO E
in m-Moduln 4, B, C, D, E mit dim A = 2, mip(74) = (z+p)?, dimB =1, B <F,(7), dimC = 3,
mip(mc) = (x +1)3, dim D = 2, mip(7p) = (z+1)? und E < F(r). Dann ist 0 := 11D 7p eine

wohldefinierte Symmetrie mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fall 2. char(¢) = (z + ). Aus (6) folgt, daB F;(m) totalisotrop ist. Man erhlt eine Zerlegung
V =F,(m)O AD BO CQO D in m-Moduln A, B,C, D, so dal dimA = dim B = dimC = 2,
mip(7a) = (z + @)%, mip(rg) = (x + 1)? = mip(r¢) und D < F(x) gilt. Dann ist 0 := 7¢@ 1co

eine wohldefinierte Symmetrie, welche die geforderten Bedingungen erfiillt. |

Hilfssatz 3.5.31 Sei # € SU(f) kurz mit dimB(n) > 4. Es gelte rad B(w) # {0} und
dim B(7)/rad B(w) # 3. Dann gibt es eine Symmetrie o derart, dafi F(wo) > F(n) und wo nicht
vom Typ (A) ist.

Beweis. Wir konnen annehmen, daf 7 keine Involution ist, i.e. dimB(7)/rad B(w) # 0. Fiir
dim B(7)/rad B(m) = 2 haben wir das Behauptete bereits in 3.5.24 eingesehen. Andernfalls folgt
dim B(7)/rad B(w) > 4 aus der Voraussetzung und weil 7 nicht vom Typ (N) ist.

Nach 3.5.3 und 3.3.6 (a) finden wir eine Symmetrie o mit F(ro) > F(r) und B(c) ¢ B?(7),
dim B(wo)/rad B(mo) = dim B(w)/rad B(w) # 3, so daf wo nicht vom Typ (A) ist. [

Hilfssatz 3.5.32 Sei m € SU(f) kurz mit

(1) dim B(7) >

(2) dim B(rw )/rad B(m) =3 und

(3) dimF, (7) <2 fir alle p € K\F.

Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff dimF(mwo) > dim F(7) und mo nicht vom Typ (A) ist.

Beweis. Seien ¢ die von m und g die von f auf U := B(n)/rad B(r) induzierten Abbildungen. Dann
ist g eine reguldre ~-hermitesche Form und ¢ € SU(g).



101

Fall 1. 7 ist unipotent. Dann hat 7 insbesondere keinen Eigenwert p € K\F', so daf§ 3.5.25 an-
wendbar ist.

Fall 2. 7 ist nicht unipotent. Dann ist auch ¢ nicht unipotent, also insbesondere nicht vom Typ
(N). Wegen (3) ist ¢ nicht vom Typ (H). Nach 3.5.3 gibt es ein u € U, mit g(u, u(¢ + 1)) = 1. Sei
v € B(r) mit v + rad B(r) = u. Fiir a := v(7 + 1) € B2(n) erhilt man g¢.(a) = f(v,v(x + 1)) =
glu,u(p + 1)) = 1. Aus 3.2.2 (a) folgt F(wo) = F(n) & (v) fiir die Symmetrie o := o,. Wegen

v € B(mr) = F(m)* berechnet man nun:

radB(ro) = B(no)NF(ro) =B(r)Not N (F(r) @ (v))
D B(m)Novt NF(r) = B(r) NF(x)
= rad B(n).
Hieraus folgt
dimB(no)/rad B(ro) = dimB(n)— 1 — dimrad B(no)
< dimB(7r) — 1 — dimrad B(w)
= dimrad B(r) -1 < 2.
Demnach ist 7o nicht vom Typ (A). |

Hilfssatz 3.5.33 Seien dimV = 4 und © € SU(f) kurz mit F(r) = {0}. Dann gibt es eine
Symmetrie o so, daff dimF(mo) =1 und wo nicht vom Typ (A) ist.

Beweis. Wegen F(r) = {0} ist © + 1 kein Teiler von mip(w). Nach 3.5.12 (e) gibt es daher ein
w € K\F, so da§ char(r) € {(z+ p)*(z+ )2, (22 + pr + 1) (2? + iz + 1), (x + p) (2> + 1) } ist. Weil
7 nicht vom Typ (B1) ist, gilt mip(7) € {(z + p)?(x + i)?, (z + p)(z + ), (22 + pr + 1) (22 + jz +
1), (z+p)(z3+p)}. Ist mip(7) € {(z+p)*(@+0)2, (x+up)(x+i), (22 +pr+1) (2% +pr+1)}, so mul
L sein. Nach 2.3.6 ist m dann ein Produkt von zwei unitiren Involutionen
p, 1. Wegen B(p) NB(n) < F(r) = {0}, ist V = B(w) = B(p) ® B(n). Somit ist 7 = pn =01+ 04
ein Produkt von vier Symmetrien o;. Die Symmetrie o4 hat dann die geforderten Eigenschaften (cf.

3.5.17). Ist mip(7) = (z+pu)(z3+[1), so ist F,(7) eindimensional und reguléir. Weil U := ker(73+ 1)

7 bereits dhnlich zu 7~

dreidimensional und regulér ist, und weil 7 keine Homothetie auf U induziert, gibt es nach 3.5.3
und 3.2.2 (a) eine Symmetrie ¢ mit B(o) < U und F((mo)y) > F(my). Wegen F,, (1) < F, (7o) ist
7o nicht vom Typ (A). |

Hilfssatz 3.5.34 Seien dimV =5 und m € SU(f) kurz mit

(1) F(r) = {0} und
(2) dimF,(7) < 2 fir alle v € K\F.

Dann gibt es eine Symmetrie o so, daff dimF(wo) = 1 und wo nicht vom Typ (A) ist.

Beweis. Weil x + 1 kein Teiler von char(w) ist (cf. (1)), liefert 3.5.12 (g), dafl es ein p € K\ F mit
char(r) € {(z+p)%(2®+p), (z+p)(@®+pz+p) (@2 +2+p), (+p) (z+5)4, 2®+pet + 22 + 2 +pe+1}
gibt.
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Die ersten drei Falle werden gemeinsam behandelt. Setze

U { ker(m + p)? , falls mip(7) = (z + p)? (23 + ) ist,

F,(m)  falls mip(7) € {(z + p) (2% + pz + p) (@ + z + p), (z + p)(z + @)} ist,
und
ker(m3 + p)  falls mip(m) = (z + p)? (23 + p) ist,
W= ker(m® 4+ pur + p)(7® + 7+ p) falls mip(7) = (2 + p) (2 + px + p)(z? + x + p)ist,
ker(x + ji)* ,falls mip(7) = (z + p)(x + )4ist.

Dannist V. =UQ W, dimW > 3 und my keine Homothetie, cf. (2). Nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) gibt
es eine Symmetrie o mit B(o) < W und F(wo) > F(n). Wegen no = ngyD (7o)w, ist mo nicht
vom Typ (A).

Sei schlielich mip(7) = 2° + pa* + 2% + 2% + iz + 1. Setze

1 0 01 p O

1 0 0 0 1 pu

P .= 1 undG:=|1 0 0 0 1
1 g 1 0 0 0
|1 e 11 p |0 p 1 0 0|

Es ist detG = 1, G* = G folglich gibt es eine Basis B von V, so da8 Mp(f) = G ist. Wegen
PGP! = G, gehort die Abbildung ¢ € GL(V) mit Mp(¢) = P zu U(f). Weil die Abbildungen 7
und ¢ zyklisch sind und dasselbe Minimalpolynom z° + pz* + 23 + 22 4 iz + 1 besitzen, sind sie
dhnlich und damit bereits zueinander konjugiert (cf. 1.3.24). Wir kénnen daher 0.B.d.A. 7 = ¢
annehmen. Fiir v := (1,1,0,0,1) berechnet man a := v(r+1) = (0, 1,0,1, i), f(v,v) =1 = g (a).
Fiir die Symmetrie o := o, ist dann F(7o) = (v) anisotrop (cf. 3.2.2 (a)) und damit insbesondere
dim B(7)/rad B(w) = 4. Also ist wo nicht vom Typ (A). |

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Abschnittes.

Satz 3.5.35 Sei m € SU(f) kurz und keine Involution. Es sei m := dim B(w) > 2. Dann gibt es

eine Symmetrie o so, daf$ gilt:

(I) dimB(no) < dim B(w),
(1)  wo ist kurz.

Beweis. Wenn 7 eine Involution ist, gilt bekanntlich 7 = o - - - o, fiir m paarweise kommutieren-
de Symmetrien o;. Jede dieser erfiillt dann (I) und (II). Wir konnen daher im weiteren Beweis
annehmen, dafl 7 keine Involution ist.

Weil 7 kurz und damit insbesondere nicht vom Typ (H) oder (N) ist, gibt es nach 3.5.3 (mit
W = {0}) und 3.2.2 (a) eine Symmetrie o, so da§ (I) erfiillt ist. Man kann daher annehmen,
daB 7o lang ist, also zu einem der Typen (H),(N),(A),(B),(C),(D) gehort. Im folgenden werden
diese sechs Félle unterschieden. Dabei gehen wir aus beweistechnischen Griinden in der Reihenfolge
(C),(D),(H),(N),(B),(A) vor. Nummeriert man die Ausnahmetypen in dieser Reihenfolge von 1 bis

6 durch, so kann man folgenden Standardschluf3 anwenden:
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Hat man fiir Fille 1 bis ¢, ¢ < 5, bereits gezeigt, daf} es eine Symmetrie p gibt, so dal F(7p) > F(x)
und 7p kurz ist, so braucht man im Fall 7 + 1 nur zu zeigen, dafl es eine Symmetrie 7 mit
F(mn) > F(x) gibt, so dafl «n nicht vom Typ j > ¢ ist. Denn dann ist 7n entweder kurz und
die Behauptung somit bewiesen, oder 77 hat einen Typ [ < 7 und die Behauptung folgt aus den

bereits betrachteten Féllen, wobei 1 an die Stelle von ¢ tritt.

Fall 1. 7o ist vom Typ (C) Dann gilt

(1) dimB(7) = dim B(wo) + 1 = 6;
(2) dimradB(7) < dimrad B(no) +1 = 1.

Ferner gibt es ein p € K\F, so dal F, (7o) eindimensional und reguldr und Fj(7) zweidimensional

und totalisotrop ist. Hieraus folgt bekanntlich

(3) dimF,(7) < dimF, (7o) + 1 < 2;

(3)  Ist Fu(m) # {0}, so ist (F,(wo) C)F, () nicht totalisotrop;
(4) 3 > dimFy(m) > dimrad Fy(m) > 1;

(5) Ist dimFy(7) = 2, so ist Fj(7) = F(7wo) totalisotrop.

Zeige nun: Ist p eine Symmetrie derart, daf dimB(wp) = 5 und 7p lang ist, so gilt einer der

folgenden Fille:

(a) mp ist vom Typ (A), dimrad B(7) =1 und dimF(7) < 2;
(b) 7p ist vom Typ (B), dim F,(7) = 2 und dim Fy(7) = 1;
(c) mp ist vom Typ (C), dim Fj(mp) = 2.

Beweis: Wire mp vom Typ (H), so wiirde dim F), (7) > dim F, (wp) — 1 = 4 fiir ein v € K\ F gelten,
ein Widerspruch zu (3), (4). Wire mp vom Typ (N), so wiirde dimrad B(7) > dimradB(7p) — 1 =
dim B(7p) — 2 = 3 gelten, ein Widerspruch zu (2).

Ist wp vom Typ (A), so folgt mit (2), daBl 1 > dimrad B(w) > dimradB(mp)—1 = dim B(7p)—4 =1
gilt. Ferner gilt dimFj(7) < dimFp(mp) +1 < 2.

Ist mp vom Typ (B) so mufl mp nach (1) vom Typ (B2) sein. Es gibt dann ein v € K\F, so daf
F, () reguldr und dreidimensional ist. Nimmt man an, dafl v = fi ist, so gilt 2 = dim Fj(7mp) —1 <
dimFj(m) < 3 = dimFg(7mp) (;sonst wire Fg(m) = Fp(mp) reguldr im Widerspruch zu (4)). Aus
(5) erhélt man nun den Widerspruch, 1 = dimrad Fz(7) —1 < dimrad Fy(7p) = 0. Es folgt v = 1
und somit dimF,(7) > dimF,(mp) — 1 = 2 und dimF;(7) < dimF,(7p) + 1 = 1. Die letzten
beiden Aussagen aus (b) folgen nun mit (3) und (4).

Ist mp vom Typ (C), so gibt es ein v € K\ F mit dimrad F,(7p) = 2, also dimrad F,(7) > 1. Aus
v = pu, wirde wegen (3’) bereits dimF,(7) > 2 = dimradF ,(mp) folgen. Weil F,(7p) totalisotrop
ist, gilt F,(mp) # F,(m). Dies impliziert dimF,(7) > 3, ein Widerspruch zu (3). Demnach ist
v =[i, ie. dim Fy(mp) = 2.

Aus (1) und (2) ergibt sich dimB(7)/rad B(mw) > 5 und aus (4) erhélt man W := B(m)(7m + ) <
B(m). Nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie p mit dim B(mp) = 5 und B(p) € W. Dies
impliziert dimFy(7) = dimFy(7) — 1.
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Ist 7p lang, so ist nach (a),(b) und (c) genau eine der drei folgenden Aussagen wahr:

A: dimFj(7) < 2 und dimrad B(m) = 1;
B: dimFj(7) = dimrad Fy(7) =1, dimF,(7) = 2 und rad B(w) = 0;
C: dimFg(7m) = dimFgz(mp) +1 = 3.

Die Behauptung folgt nun aus 3.5.21 (Fall A), 3.5.22 (Fall B) und 3.5.23 (Fall C).

Fall 2. wo ist vom Typ (D). Dann gilt
(1) dimB(m) =7,

und es gibt ein p € K\F, so da§ F,(7mo) ein dreidimensionaler totalisotroper Unterraum ist. Dies

impliziert

(2) 4 =dimF,(ro) +1 > dim F,,(7) > dimrad F,(7) > dimrad F, (7o) — 1 = 2;
(3) Ist dimF,(7) =3 = dimF (7o) so ist F,(7) = F, (7o) totalisotrop;

(4) dimFy(7) < dimFy(mo) +1 = 1;

(5) dimrad B(7) < dimrad B(no) +1 = 1.

Sei W := B(m)(7m+ ) +F, (7). Dann gilt dim W = dim B(7) —dimrad F,,(7) < dim B(m) — 2. Weil
7 nicht vom Typ (H) ist, gibt es nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) eine Symmetrie p mit B(p) € W und

(6) dim B(mp) = 6.
Nach 3.3.6 (b) gilt
(7) 3> dimF,(7) —1=dimF,(7p) > dimradF,(7p) = dimrad F,(7) — 1 > 1.

Wegen (6) ist mp nicht vom Typ (B1),(B2),(C). Wegen (7) ist mp nicht vom Typ (H),(N),(A2),(B3).
Wiére mp vom Typ (Al), so miifite dimrad B(w) > dimrad B(wp) — 1 = dim B(mwp) — 4 = 2 gelten,
ein Widerspruch zu (5).

Wire mp vom Typ (D), so wiirde dimrad F,(r) = dimradF,(mp) + 1 = 4 gelten. (Beachte:
Wegen (7) kann Fjy(mp) nicht dreidimensional und totalisotrop sein.) Dies impliziert jedoch
dimB(7) > 2 - dimrad F,(7) = 8, ein Widerspruch zu (1).

Fall 3. wo ist vom Typ (H). Es gibt dann ein p € K\F, so daB wo auf B(wo) eine pu-
Homothetie induziert. Insbesondere gilt 1 = detmo = p™~!. Weil p die Ordnung 3 hat,
folgt dimF,(r) > dimF,(ro) —1 = m —2 > 2, i.e. dimB(m)(m + ) < m — 2. Nach 3.5.3
(mit W = B(m)(r + p)) und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie o/ mit F(mo’) > F(n) und
B(o’) ¢ B(m)(m + p). Nach 3.3.6 (b) gilt dann dim B(wo”’)/dimF,(70’) = dim B(n)/F () # 0, da
7 nicht vom Typ (H) ist. Wegen dim F,(7o”) > dimF,(7) —1 > 1, ist 7o’ nicht vom Typ (N),(A2).

3.1. mo’ ist vom Typ (Al). Man berechnet dimF,(r) = dimF,(md’) + 1 = 2,
m = dimB(no) + 1 = dimF, (7o) +1 < dimF, (1) +2 =4, m = dimB(wo’) + 1 > 4, i.e. m = 4.
Seien U := B(n)/F,(7) und ¢ die von 7 auf U induzierte Abbildung. Es ist dimU = 2. Weil 7
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nicht vom Typ (B) ist, ist ¢ zerlegbar. Wegen char(¢)(0) = u, dimFz(r) < dimFy(mo’) +1 =1
und weil (x + fi)?, (z + 1)(x + p) die einzigen ~-symmetrischen Polynome in Fy[z] vom Grad 2
mit konstantem Glied p sind (cf. 3.5.12 (b)), gilt char(¢) = mip(¢) = (x + 1)(x + p). Es folgt
V = AD BO CQO D fiir =-Moduln A, B,C, D mit dim A = 2, mip(r4) = x + p?, dim B = 1,
B < F,(r), dimC = 2, mip(r¢) = (z + 1)*> und D < F(rx). Demnach ist p := 7¢@ 1ot eine

Symmetrie mit den gewiinschten Eigenschaften.

3.2. wo’ ist vom Typ (B). Dann gilt dim B(wo’)/F, (mo’) = 2 fiir ein v € K\ F und dim B(7o’) > 4.
Weil dann dim F),(7) > m — 2 > 3 ist, folgt dimF,(7mo’) > dimF,(7) — 1 > 2. Dies liefert v = p,
also dim B(7)/F,(7) = dimB(ro’)/F,(r0’) = 2. Wegen 1 = det o = pdimBro) = pdim B(mo’)
muf} dimB(7wo’) = 0 (mod 3) sein. Dies bedeutet, dal 7o’ vom Typ (B3) ist. Sei ¢ die von =
auf B(n)/F,(7) induzierte Abbildung. Weil 7 nicht vom Typ (B) ist, ist ¢ zerlegbar. Wegen
char(¢)(0) = det ¢ = pdimFu(m) = pdimFu(ro)+1 — 52 — ), Wie im Fall 3.1 (findet man nun) eine

Symmetrie mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fall 4. wo ist vom Typ (N). Dann gilt dim B(wo)/rad B(mo) = 1. Weil 7 nicht vom Typ (N) ist, fol-
gert man 1 < dimB(w)/rad B(r) < dim B(wo)/rad B(wo)+2 = 3, i.e. dimB(w)/rad B(n) € {2, 3}.
Fiir alle 4 € K\F gilt weiterhin dimF,(7) < dimF, (7o) + 1 = 1. Nun liefern 3.5.24 fiir den Fall
dim B(7)/rad B(7) = 2 und 3.5.25 fiir den Fall dim B(x)/rad B(7) = 3 das gewiinschte Ergebnis.

Fall 5. mo ist vom Typ (B). Dann gilt dimB(7o)/F, (7o) = 2 fir ein p € K\F, dimF,(7) >
dimF,(mo)—1>1,dimB(7) = dimB(7o)+1 > 5, r := dim B(7) /F,(7) < B(no) /F (7o) +2 = 4.
Ferner gilt dim B(7) /radB(7) = dim B(7) — dimradB(7) > dim B(no) + 1 — (dimradB(wo) + 1) =
dim B(no)/radB(mwo) > 4. Die Behauptung folgt nun aus 3.5.26 , falls » = 1 oder [r € {3,4}
und dimF,(7) > 3] oder [r = 4 und dimF,(7) = 2 und radB(7) = 0] gilt, und aus 3.5.27 fur
r = 2. Ist r = 3 und dimF,(7) < 2, so folgt dimB(7) = 5 und dimF,(7) = 2. Deshalb muf§
mo vom Typ (B1) sein. Dies wiederum impliziert dimrad B(n) < dimrad B(no) + 1 = 1 und
dimradF,(7) < dimradF),(mo) + 1 = 1, so dafl die Behauptung aus 3.5.28 folgt. Ist » = 4 und
dimF,(7) = 1, so folgt dimB(7) = 5 und mo ist vom Typ (B1), so dal dimrad B(7) < 1 und
dimFy(7) < dimFy (7o) + 1 = 2 gilt. Somit sind die Voraussetzungen von 3.5.29 erfiillt. Ist r =4
und dimF,(7) = 2 und dimrad B(m) # 0, so folgt dimB(7) = 6 und 7o ist vom Typ (B2). Dies
liefert 1 < dimrad B(m) < dimrad B(no) + 1 = 2 und dimrad F,(r) < dimrad F,(nmo) +1 = 1.
Demnach 148t sich 3.5.30 anwenden. In jedem der beiden Félle findet man eine Symmetrie 7, so
dafl F(7n) > F(7) und w7 nicht vom Typ (B),(A) ist. Mit dem Standardschluf} folgt hieraus die
Behauptung.

Fall 6. mo ist vom Typ (A). Insbesondere ist dann dimB(w) = dimB(mo) + 1 > 4 und
dimF,(7) < F,(ro) +1 < 2 fiir alle p € K\F. Weil © keine Involution und nicht vom Typ (N)
ist, erhélt man

2 < dim B(rw)/rad B(7) < dim B(wo)/rad B(mo) +2 = 5.

Ist B(m) nicht regulér, so folgt die Behauptung aus 3.5.31 (dimB(7)/rad B(w) # 3) und 3.5.32
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(dim B(7)/rad B(w) = 3). Ist B(w) reguldr, so kann man 0.B.d.A. V = B(x) und F(7) = {0}
annehmen. Die Behauptung folgt nun aus 3.5.33 (dim B(7) = 4) und 3.5.34 (dim B(7) = 5). [ |

|F| = 2; Beweis des Satzes

Seien 7 € SU(f)\{1lv} und m := dimB(x). Nach 3.3.1 und 3.5.17 kann 1(7) nicht kleiner als
behauptet sein. Der Beweis von 3.5.8 erfolgt durch Induktion iiber dim B(r).

(i) Als erstes betrachten wir den Fall, daf§ 7 kurz ist. Ist m = 1, so ist 7 eine Symmetrie und damit
I(m) =1 =m. Ist m > 1, so gibt es nach 3.4.32 eine Symmetrie o derart, da§ dimB(no) =m — 1
und 7o kurz ist. Nach Induktionsannahme gilt 1(7o) = m — 1, also ist 1(7) = m.

(ii) Sei nun 7 eine lange Abbildung.

L. Ist 7 vom Typ (H), so gilt 7y = plpey fir ein p € K*\{1} mit pg = 1. Wihle
eine beliebige Symmetrie ¢ mit B(o) < B(w). Dann gilt dimB(nmo) = dimB(r) = m und
dimF,(ro) = dimF,(r) — 1, also dim B(7o)/F, (7o) = dimB(7o) — 1. Weil keine lange Abbil-
dung diese Eigenschaft hat, ist 7o kurz und somit 1(wo) = m nach (i). Dies ergibt 1(7) = m + 1.

2. Sei m vom Typ (N). Die Behauptung ist fiir dimV = 3 bereits, mit 3.5.17 gezeigt, so
daB man dimV > 3 annehmen kann. Dann gibt es eine Zerlegung V. = UQD W in m-Moduln
U,W mit dimU = 3, mip(ry) = (z + 1)3, W # {0} und 7y ist eine Involution. Nach (i) ist 7y
ein Produkt von dim B(my ) Symmetrien. Man kann daher 0.B.d.A. 7y = 1y und dim W = 1
annehmen. Weil B(my;) nicht totalisotrop ist, gibt es ein anisotropes u € B(my). Sei w € W\{0}.

Dann ist a := u + w & B(w) isotrop. Sei o := 0, die Symmetrie mit Bahn (a). Dann gilt
(¥*) dimF (7o) =dimF(r) —1=1.

Damit ist

F(ro) = F(r)Na® = (u(r +1),w) N (u+w)* = (u(r + 1)) = F(ay)

totalisotrop. Folglich ist (z + 1)? ein Teiler von mip(ro). Mit 3.5.12 (e) folgt char(mo) €
{+DY (z+ 1%+ p)(@+i)}, p € K\F. Wegen () folgt hieraus mip(7o) = char(rc). Damit
ist mo kurz. Aus (i) folgt nun l(wo) = dim B(wo) = 3, also 1(7) = 4 = dim B(rw) + 2.

3. Sei m# vom Typ (B). Indem man 3.5.13 wiederholt anwendet kann man o.B.d.A. anneh-
men, dafl 7 vom Typ (Bl) und dimV = dimB(w) = 4 ist. Sei p € K\F derart, daB
V =F,(m)D ker(m+p)? gilt. Nach 3.5.18 gibt es eine Symmetrie o mit B(o) < W := ker(7 + 1)?,
so daB8 mip((mo)w) = (¢ + 1)(x + p) ist. Hieraus folgt dimF, (7o) = 3 und no ist vom Typ (H).
Nach 1. ist I(mo) = 4 und damit 1(7) =5 = dim B(7) + 1.

4. Sei # vom Typ (Al). Der Fall dimV = 3 ist bereits in 3.5.17 abgehandelt, so dal man
dimV > 3 annehmen kann. Es gibt dann eine Zerlegung V. = U@ W in w-Moduln U,
W # {0}, so dal dimU = 3, mip(ry) = (z + p)? fiir ein g € K\F gilt und my eine
Involution ist. Nach (i) ist 7y ein Produkt von dimB(my) Symmetrien. Man kann daher

mw = ly und dimW = 1 annehmen. Weil U von anisotropen Vektoren erzeugt wird,
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findet man ein anisotropes a € U\U(m + p). Fir b € W\{0} ist dann ¢ := a + b iso-
trop. Sei 0 := o, die Symmetric mit B(o) = (¢) € UUU(r + p) + W = B(m) U B(an).
Demnach ist dimF(ro) = dimF(r) — 1 = 0 = dimF,(7r) — 1 = dimF,(70).

Ferner ist
dimF;(mo) < dimFy(m) +1 = 1. Wegen dimB(no) = 4 ist 7o kurz. Nach (i) ist 7o ein Produkt
von 4 Symmetrien, so daf 1(w) = 5 = dim B(r7) + 2 folgt.

5. Sei m vom Typ (A2). Weil dann V. = UQ W fiir 7-Moduln U, W mit dimU = 5,
mip(ry) = (z +1)5, 7% = 1y gilt, kann man 0.B.d.A. annehmen, da§ W = {0} ist. Weil V von
isotropen Vektoren erzeugt wird, findet man einen isotropen Vektor a € V\B(w). Sei 0 := o,
die Symmetrie mit B(o) = (a) ¢ B(r). Dann gilt dimB(ro) = dimB(n) +1 = 5 = dimV,
dimF(ro) = 0 und dimF, (7o) < dimF,(7) + 1 fir alle p € K\F. Damit ist 7o kurz. Aus (i)
folgt 1(mo) = 5, also I(7) = 6 = dim B(w) + 2.

6. Sei @ vom Typ (C). Nach 3.5.15 gibt es eine Symmetrie o, so dafl dimB(wo) = 4 und
mo vom Typ (B1) ist. Nach 3. ist dann (7o) = 5, also 1(7) = 6.

7. Sei 7 schlieflich vom Typ (D). Nach 3.5.3 und 3.2.2 (a) gibt es eine Symmetrie o mit
dim B(wo) = m — 1 = 5. Nach 3.5.16 ist 7o vom Typ (C) und damit nach 6. ein Produkt von 6

Symmetrien. Dies impliziert 1(7) = 7. [

3.6 Offene Fragen

(1) Sei f anisotrop und char(K) # 2. Man beweise oder widerlege durch ein Gegenbeispiel, dafl
U*(f) von Symmetrien erzeugt wird. Gleichwertig zu diesem Problem ist die Frage, ob es zu
je zwei Vektoren a,b mit f(a,a) = f(b,b) ein Produkt = von Symmetrien gibt, so dal ar = b

ist.

(2) Mit (1) steht das folgende Verkiirzungsproblem in engem Zusammenhang:

Sei V eine Ebene. Gibt es eine natiirliche Zahl k, so daf sich ein Produkt von mehr als &
beliebigen Symmetrien stets als ein Produkt von < k Symmetrien schreiben 1&8t7 Wie sieht

das kleinste solche k = k,,,;,, aus?

(3) Fiir beliebige Korper K klassifiziere man diejenigen Isometrien in U(f), fiir die B(x) keine
d-hyperbolische Ebene enthélt (cf.3.2.3). Mit anderen Worten: Fiir welche © € U(f) folgt
aus v € V\F(7?) stets f(v,vm) ¢ F. Hierauf aufbauend versuche man einen allgemeinen

Induktionssatz zu beweisen, der in etwa folgende Form hat:

Sei m € U*(f) derart, daB 7 auf B(nm) keine Homothetie induziert und B(7) eine d,-
hyperbolische Ebene enthélt. Dann gibt es eine Symmetrie ¢ mit dim F(ro) = dimF(7) + 1,
so dafl wo eine Involution ist oder [ro auf B(wo) keine Homothetie induziert und B(wo)

wiederum eine d,,-hyperbolische Ebene enthélt).
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(4) Man iiberlege sich ein Beispiel eines nichtendlichen Koérpers F' mit Charakteristik # 2, fiir
den F[z] ein normiertes, irreduzibles Polynom p = 22 + az + 3 vom Grad 2 enthilt, o, 3 € F,
so daf in dem Zerfillungskorper K = F(€,(), p = (z + &) (z + (), der involutorische Kérpe-
rautomorphismus ~, der £ und ¢ vertauscht und F' festldfit, eine surjektive Normabbildung
N : K — F,k — kk induziert.

ad (2). Wir haben gesehen, dafl bei surjektiver Norm ky,;, = 4 fiir char(K) # 2 und kpin = 2
fir char(K) = 2 auftrat. Im Abschnitt 4.4 des néichsten Kapitels werden wir sehen, dafi auch
kmin = b moglich ist (cf.4.4.14). (Fiir allgemeinere Fragestellungen zu Relationen zwischen

einfachen unitéren Isometrien sei auf die Arbeiten von M.Gotzky [34], [35] §5, [36] hingewiesen.)

ad (3). Ist 7 eine Abbildung mit den in (3) angegebenen Eigenschaften, so sieht man leicht, daf
es keinen 7-invarianten Unterraum W mit W(r — 1) € F_q(7) und W(r — 1) L W(w + 1) geben
kann.[ Sonst wihle w € W, so da a := w(mr — 1) € W(mw — 1) nicht in F_;(7) liegt. Dann gilt
a ¢ drad B(m) = F_i(7) und d(a,a) = if(w(r + 1), w(mr — 1)) = 0. Folglich muf} a in einer
d-hyperbolischen Ebene von B(7) enthalten sein.]

Hieraus folgern wir sofort, daf mip(7) nur Teiler der Form (z 1)), i < 2und p # z £ 1, p

irreduzibel und ~-symmetrisch, haben kann.



Kapitel 4

Produkte von Involutionen in

unitiren Gruppen

Wir betrachten die Menge I der Involutionen aus U(f) als Erzeugendensystem und interessieren

uns fiir folgende Probleme:

e (Involutionen-Léngenproblem) Bestimme zu vorgegebenem
me(I)={t1-tm|t; € I,m €N}

die kleinste Zahl 1;(7) := inf{m € N|m = ¢1---ty,¢; € I,m € N} von Faktoren aus I in
einem Produkt, dafl = darstellt!

e (obere Schranken) Finde eine (kleinste) obere Schranke ¢ so, dafl jedes m € (I) ein Produkt

von t Elementen aus I ist!

Die von den unitéiren Involutionen erzeugte Gruppe (I) ist in U*(f), der Untergruppe der unitiren
Transformationen mit Determinante +1, enthalten. Ist der Witt-Index von f > 1, i.e. gibt es
isotrope Vektoren, so stimmen beide Gruppen aufler im Fall (dim V, |F|) € {(2,3), (3,2)} iiberein.
Fiir anisotropes f ist dies merkwiirdigerweise ungeklirt. [J. Dieudonné nahm die Gleichheit in [17]
S.66 an. Er berichtigte sich in einer Fufinote in [18].]

Es stellt sich heraus, dafl obige Fragestellungen stark Korper-abhéngig sind, so daf eine einheitliche
Betrachtung nicht moglich ist.

In den Abschnitten 4.3 und 4.4 gehen wir néher auf Koérper mit surjektiver Normabbildung A :
K — F,a — aa und |F| > 3 bzw. algebraisch abgeschlossene Korper ein. In beiden Féllen wird
U*(f) von Involutionen erzeugt, und wir beweisen jeweils die 5-Spiegeligkeit von UT(f) (cf. 4.3.1,
4.4.16).

Eine Vorgehensweise in den Beweisen besteht darin, das Problem durch geschicktes 'Heranmulti-
plizieren’ von Involutionen auf die Situation zu reduzieren, dafl V' ein hyperbolischer Raum ist.
Involutionen-Léngen in hyperbolischen Raumen werden im Abschnitt 4.1 in gréferer Allgemeinheit
behandelt. Dort wird gezeigt, dafl es fiir |F| > 3 stets eine SU(f)-Konjugiertenklasse  in SU(f)
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gibt mit

(SUM\Z(SU(f))) U {lv} € 0%

Dabei 148t sich 2 als Konjugiertenklasse eines Produktes von zwei unitéren Involutionen wihlen (cf.
4.1.19, 4.1.23). Dies beweist auch die Vermutungen von O. Ore und J.G. Thompson fiir die endlichen

einfachen projektiven speziellen unitéren Gruppen PSUs,,(F,2), m € N, ¢ eine Primzahlpotenz

> 3. Die Vermutung von Ore besagt, dal jedes Element einer endlichen einfachen nichtabelschen

Gruppe ein Kommutator ist. Die scharfere Vermutung von Thompson besagt, dal es unter gleichen

Voraussetzungen bereits eine Konjugiertenklasse €2 von G gibt, so dal G = Q? gilt.

Wir geben eine moglicherweise liickenhafte Ubersicht iiber die endlichen einfachen nichtabelschen

Gruppen, fiir die diese Vermutungen verifiziert wurden.

Gruppe G

Ore-Vermutung

Thompson-Vermutung

A,,n>5

PSL,(Fg), (n,q) # (2,2),(2,3)

PSp(n, q)

*Ba(q?)

Einfache Gruppen vom Typ
*Da(q*), Fu(q), *Fu(q?)
(inklusive der Tits-Gruppe),
Ga(q), *Ga(q?)

G| < 106, M11, M12, M22,
M23, M24, J1, J2, J3, HS,
Suz, McL, Ru, HE, On, C3

sporadische Gruppen

Klassen von Chevalley Gruppen

O. Ore [58], Ito [44]

R.C. Thompson [70],[71],[72]

O. Bonten [6]

Cheng-Hao Xu [80]

J.L. Brenner n € {2,3}; ¢ >n+1
und ¢ ungerade; ¢ > n und ¢ gerade;
A. Lev [51],¢ >4

R. Gow [39] ¢ ungerade und 4 teilt

qg—1
Z. Arad, M. Herzog [1] et al.

S. Karni [46]

Cleuvers, Neubiiser, Pahlings [16]

E.W. Ellers, N. Gordeev [32], [33]

[Fir Abkiirzungen verweisen wir auf [37] part 1, ch. 1, p. 8,9, (Tafeln 1 und 2).]

Wie in der Einleitung zu Kapitel 2 angegeben sind orthogonale Gruppen und symplekti-
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sche Gruppen iiber Korpern mit Charakteristik 2 zwei-spiegelig. Der Beweis vereinfacht sich
entscheidend dadurch, dal man sich auf orthogonal unzerlegbare Isometrien zuriickziehen
kann. Diese Reduktion ist in unitdren Gruppen natiirlich nicht moglich, da kurz formuliert
7 =¢Q@ 1 € UT(f) aber det ¢ # +1 # det 1) moglich ist. Trotzdem hielten wir es fiir interessant,
einige Involutionen-Léngen orthogonal unzerlegbarer unitdrer Isometrien festzuhalten. Dies
geschieht in Abschnitt 4.2.

Abschlielend gehen wir im Abschnitt 4.5 auf das Erzeugendensystem sogenannter Quasi-
Involutionen ein. Eine unitidre Transformation 7 heifit Quasi-Involution, falls es eine orthogonale
Zerlegung V = V1D ...O V,, von V in 1—dimensionale m-Moduln V; gibt. Dies bedeutet, dafl
7w ein Produkt von kommutierenden Quasi-Symmetrien ist. Dabei ist eine Quasi-Symmetrie eine
unitéire Transformation mit eindimensionaler reguldrer Bahn. Jede Quasi-Symmetrie ist von der
Gestalt

~

(v, a)
f(a;a)

VoVuo—ov+ (a—1)

a € K*\{1}, aa =1, a € V anisotrop.

Quasi-Involution wurden erstmals von E.W. Ellers in [28] als unitires Analogon von Involutionen
in orthogonalen Gruppen betrachtet, welche Produkte von paarweise kommutierenden Symmetrien
sind.

Er beweist in [28] fiir anisotrope hermitesche Formen, daf§ jede unitére Transformation ein Produkt
von zwei Quasi-Involutionen ist.

Ein Ergebnis von Dieudonné besagt, dafl jedes 7 € U(f) ein Produkt von Quasi-Symmetrien also
insbesondere ein Produkt von Quasi-Involutionen ist mit der einzigen Ausnahme K = F4 und
dimV =2 (cf. [20]).

Im Kontext dieser Arbeit scheint es sinnvoll nur solche Situationen zu betrachten, in denen nicht-
triviale Involutionen existieren und diese spezielle Quasi-Involutionen sind. Weil dies genau dann
der Fall ist, wenn char(K') # 2 ist, setzen wir dies im Abschnitt 4.5 voraus. Insbesondere ist dann
jede unitédre Transformation ein Produkt von Quasi-Involutionen.

Unser Hauptergebnis besagt, dal jede unitdre Transformation ein Produkt von vier Quasi-
Involutionen ist. Genauer ist jede unitdre Transformation ein Produkt von zwei unitiren Invo-
lutionen und zwei Quasi-Involutionen. Falls K algebraisch abgeschlossen ist, reichen eine unitére

Involution und zwei Quasi-Involutionen aus (cf. 4.5.11, 4.5.13).

4.1 Blockzerlegung unitirer Matrizen

Notation 4.1.1 Fiir eine Matriz A € K™ I,m € N, und (j, k) € Ng; x N<,y, bezeichne Ay die
j-te Zeile, A®) die k-te Spalte von A und A den (j, k)-FEintrag von A. Weiterhin sei rankA :=
dim(Aj); j € Ng;) = dim(A®; k € N<,,,) der Rang von A.

Wir notieren nun zwei sehr technisch wirkende Lemmata, welche mit elementaren Methoden der
Linearen Algebra bewiesen werden und deren Bedeutung erst das anschliefende Korollar 4.1.5
klart.
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Lemma 4.1.2 Seien m € N, A, B € K™*™ derart, daff C := (A|B) € K™**" den Rang m hat.
Dann gibt es ein X € K™ ™ mit Xt = —X, so daff A+ BX € K™ ™ regulir ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber r := rankA.

Induktionsanfang: r = m. Wihle X := 0.

Induktionsschritt: Sei r < m. Wihle eine Indexmenge I C Ng,, mit |I| = r derart, daf§
die Spaltenvektoren A i € I, linear unabhingig sind. Wegen rank C' = m > r gibt es nach dem
Basis-
ergidnzungssatz fiir Vektorrdume (cf. [52] Part One, Chapter 111, §5, Theorem 5.1) eine Indexmenge
J € Nep, mit |[J| = m — |[I| = m —r > 0 derart, daB die Spaltenvektoren AW, BYW) i € I,j € J,
linear unabhiingig sind. Falls {B®);1 € Nep\I} € (A®;j € I) gilt, kann .J so gewiihlt werden ,
dafl

JZI (4.1.1)

gilt.

Fall A: J ¢ I. Wihle j € J\I und ¢+ € K* mit 7 = —.(Im Fall char(K) = 2 gilt dann
L€ F*.) Sei Y € K™*™ definiert durch

{ v falls (k1) = (4, 7) ist,
Yii=
0 sonst.

Dann gilt Y* = —Y. Wegen j ¢ I gilt AY) € (A®);4 € I) und somit

(AW e 1y N (AD +,BY)Y = {0}.

Es folgt
rankA + BY > dim((4%9;i e I) @ (AY) + ,BY)) =y 4 1.
Wegen
I, O
D= € GLom (K
Y I, ] om (K)

gilt m = rank(A|B)D = rank(A + BY|B), so dafl nach Induktionsannahme ein Z € K™*™
existiert mit Z! = —Z und A + B(Y + Z) € GL,,(K). Setze nun X := Y + Z. Dann gilt
Xt=VY'4+Zt=-Y -7 =-X.

Fall B: J C I. Wéhle s € N, \J und j € J C I. Wegen |K| > 2 gibt es zwei verschiede-
ne Elemente v, u € K*. Es gilt dann

AY) — GB®) ¢ (AW e I\{5}) (4.1.2)

oder

AG) — 5B ¢ (A e T\{5}),
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da sonst AY) = (7 — @)~ (#(AY) — aB®)) — @(AY) —5B®))) € (AD; i € I\{j}) folgen wiirde, ein
Widerspruch. O.B.d.A. gelte daher (4.1.2). Sei Y € K™*™ definiert durch

w o Lfalls (k1) = (4, s) ist,
Yii=4q —n ,falls (k1) = (s,j) ist,

0 sonst.
Dann gilt Y* = —Y. Weil nach Wahl von J (c.f. (4.1.1)) B®) € (A®;i € I\) gilt, erhiilt man
rankA 4+ BY > dim((A@;i e I\{j}) ® (AY) — aB®) @ (A®) + uBY)) = r + 1.
Wie im Fall A findet man nun eine Matrix X € K™*" mit den gewiinschten Eigenschaften. W

Lemma 4.1.3 Seien K = Fy, A € K*, m € Nsy und B € K™*™ derart, daff B;; = X fir
ein i € Ney, gilt. Dann gibt es ein T € GL,,(K) und ein X € K™ ™ mit X! = X, so daf
M., + TBT*X regulir und keine Homothetie ist.

Beweis. Wegen m > 2 gibt es ein j € N<,,\{i}. Setze o := B; j, f:= Bj; und 7 := B; ;. Es sei g
die ~-Sesquilinearform auf dem Vektorraum K2 mit Gramscher Matrix

G )\a]
B v

beziiglich der Standardbasis des K?2.

Fall A: ¢ ist regulir. Dann besitzt ¢ mindestens zwei verschiedene Formwerte, i.e.
Hg(v,v);v € K?}| > 2. Folglich gibt es eine Basis (v,w) des K? mit g(v,v) # \. Es gilt
dann H := M, .,)(g9) = SGS* fiir ein S € GLy(K). Sei nun T' € K™*™ definiert durch

S11 L falls (k1) = (4,4) ist,
Si2  falls (k,1) = (i, ) ist,
T, — Soq1  falls (k,1) = (j,17) ist, (41.3)
' Sao falls (k,1) = (j,7) ist,
1 falls k =1 # i, j ist,
0 sonst.

Dann gilt det T' = det S # 0, also T' € GL,,(K) und
(TBTt)i,i = H171 = g(’U,U) 7& )\, (TBTt)j)i = H2,1 = g(w,v).

Wegen det H # 0 gilt (I'BT");; = Hy1 # 0 oder (I'BT");; = Hay # 0. Sei X € K™*™ mit
X;;=1und X, = 0 fiir alle (I, k) € N<,;, x N, \{(4,4) }. Dann gilt X* = X, und A\, + TBT'X

ist reguldr und keine Homothetie.

Fall B: g ist singuliir. Sei e := (1,0) € K2. Wegen |K*| > 1 gibt es ein
b € l-rad g\{0} mit g(e,b) # A. Setze und ¢ := e + b. Dann gilt w := g(e,¢) = A + g(e, b) # 0 und

A w
H:= M(e,c)(g) = A w ‘| .
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Sei S € GLy(K) mit SGS* = H. Definiere T € GL,,(K) wie in (4.1.3). Sei X € K™*™ mit
Xii=1=X;; und X, = 0 fiir alle (I,k) € N<,,, x No;,,\{(4,4), (4, 5)}. Dann gilt X* = X und
M,, + TBT'X ist regulir und keine Homothetie. |

Fiir den Rest dieses Abschnittes setzen wir voraus, daB V ein hyperbolischer Raum ist.

Insbesondere hat V' dann eine gerade Dimension n = 2m, m € N.

Bemerkung 4.1.4 Seien m € GL(V), A,B,C,D € K™*™ und B eine Basis von V so, daf§

A B 0 I
Mpg(m) = und Mp(f) = l E om (4.1.4)
gilt. Es ist m genau dann eine unitdre Transformation, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(i) BA' = —AB';
(i) DC' = —CD';

(ili) BC' + AD' = E;
(iv) DA' + CB' = E.
Insbesondere definieren folgende ’elementaren’ Matrizen unitdre Transformationen:

[T 0

EL1 — |, T eCL.(K);
(EL1) 0 7o (K)

t

I,

I, O
(EL2) ,
X I,

X _
],XGKmxm, Xt:_X;

m

) | ! ]

=&

Es sei angemerkt, da§ U(f) von den Elementarmatrizen vom Typ (EL1), (EL2), (EL3) erzeugt
wird (cf. [64] ch.7, §7, Th. 7.5).

Lemma 4.1.5 Sei w € U(f). Dann gibt es eine Basis B von V so, daff (4.1.4) aus 4.1.4 fir ein
A in GL,,,(K) erfiillt ist. Falls ™ keine Homothetie und m > 2 ist, kann B so gewdhlt werden, dajfs
A keine Homothetie ist.

Beweis. Seien A eine Basis von V und E,G, H,J € K™*™ 5o, daf}

0
I,

E G

MA(f):[ g

ém ] und M 4(7) =

gilt. Wegen 7 € GL(V) ist dann rank(E|G) = m. Nach 4.1.2 gibt es ein X € K™*™ mit X! = — X,
so dal A := E 4+ GX reguliir ist. Sei ¢ € U(f) definiert durch

MA(¢):l§? (; ]
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(cf.4.1.4 (EL2)). Fiir die unitire Transformation 7¢ = ¢~ 17¢ erhilt man

Ln 0 ]
X In

fiir geeignete B,C, D € K™*™. Also erfiillt B := A¢~! das Gewiinschte. Dies beweist den ersten

Teil der Behauptung. Seien nun 7w keine Homothetie und m > 1. Falls A keine Homothetie ist,

Iy, O
-X I,

E G
H J

A B

Ma(r?) = [ oD

folgt die Behauptung. Sei daher angenommen, dafl A eine A-Homothetie fiir ein A € K* ist. Falls
B =C =0gilt, ist D # A, weil 7 keine Homothetie ist. Wéhle ein ¢« € K* mit 7 = —¢. Sei ¢ € U(f)
definiert durch

MAW):[Im ° ]

oy, I,
(cf. 4.1.4 (EL2)). Fiir die unitire Transformation 7% erhilt man
I, 0 A B I, O A 0
Ma(r?) = = .
—ol, I, C D o, I, (D—A) D

Wegen D — A # 0 kann man daher 0.B.d.A. B # 0 oder C # 0 annehmen. Falls B = 0 ist, ist D
eine A~ !'-Homothetie. Sei p € U(f)(V) definiert durch

(cf.4.1.4 (EL3)). Es gilt dann

D C
B A
Man kann daher weiterhin 0.B.d.A. B # 0 annehmen. Falls A + B, ; = 0 fur alle p € F* und
alle i € Ne,,, mit B® #£ 0 gilt, folgt F = Fy (K = Fy) und [B;; = A oder B = 0] fiir alle
i € Ngyp,. In diesem Fall gibt es nach 4.1.3 ein T' € GL,,(K) und ein X € K™*™ mit X! = X, so
daB8 A+ TBT'X regulir und keine Homothetie ist. Sei 7 € GL(V') definiert durch

Ma(r?) =

T-1 0

M =\ _ _
A(n) TtX Tt

Dann gilt n € U(f) (cf.4.1.4 (EL1), (EL2)) und

Mu(n") =

* *

A+TBT'X =« ]

Man kann daher annehmen, daf} es ein 4 € F'* und ein i € N<,,, mit B = 0 ist, so daB A B, #
0 gilt. Sei X € K™*™ mit X,;; = u und X = 0 fur alle (I, k) € N<y, X N, \{(4,7)}. Dann gilt
Xt = —X. Sei k € U(f) definiert durch

I, O
Ma(k) = .
A(K) I ]
Weiterhin ist
A+ BX
MA(WH) - * * ‘| 7

wobei A + BX regulidr und keine Homothetie ist. |
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Satz 4.1.6 (Blockzerlegungssatz) Seien m € U(f) und B eine Basis von V' so, daff (4.1.4) fir
ein A € GL,(K) und B,C,D € K™*™ erfiillt ist. Seien G,H € GL,,(K) mit GH = A. Dann

sind die durch

(4.1.5)

G 0 H G'B
Mp(¢) = l CH-1 Gilt ] und Mp(y) = [ 0 =T

definierten Abbildungen ¢,v € GL(V) unitire Transformationen, deren Produkt wist.

Beweis. Aus Bedingung (i) von 4.1.4 folgt A™'B = _B'AT Aus Bedingung (iv) von 4.1.4 folgt
D =A-T — ¢B"A=T". Hieraus ergibt sich D = A1 + CA~1B. Dies liefert 7 = ¢o. Mit (ii) und
(iii) aus 4.1.4 folgt weiterhin

CAT + CA™ = (D - CA™'B)C! + CA™' = DOt — CA~Y(E — AD") + CA~! = 0.
Dies impliziert ¢ € U(f) und somit auch ¢ = ¢~z € U(f). [ |

Korollar 4.1.7 Seien m und A wie in 4.1.6. Dann gilt det A = detwdet A. Insbesondere gilt
det A € F*, falls m € SU(f).

Beweis. Wahle in 4.1.6 G = A und H = I,,. Es folgt detm = det¢pdetp = det Adet AT =
det Adet A . [ |

Das Lemma 4.1.5 fithrt auf natiirliche Weise zu der Frage, fiir welche Matrizen A € K™*™
es eine Basis B von V gibt, so dafl (4.1.4) fiir geeignete B, C, D € K™*™ gilt. Bezeichnet man die
Menge dieser Matrizen mit M(7), so ist offensichtlich M(7) = M(¢), falls 7 und ¢ zu derselben
unitiren Konjugiertenklasse Q gehéren, so dafi M(2) := M(n) wohldefiniert ist. Man sieht leicht,
daB8 mit A auch jede zu A #hnliche Matrix B~'AB, B € GL,,(K), in M(2) enthalten ist. Die
Bestimmung von M(Q) ist ein ungeldstes Problem (vgl. [57]). Lemma 4.1.5 besagt, da M(Q)
stets Konjugiertenklassen von GL,,(K) enthiilt und sogar eine nichtzentrale, falls 2 nichtzentral
ist. Korollar 4.1.7 liefert die notwendige Bedingung det A = det Qdet A an A € GL,,(K), um ein
Element von M(Q2) zu sein. Das folgende Lemma zeigt, dafl diese Bedingung fiir den Trivialfall
m = 1 auch hinreichend ist. Anschlieend beweisen wir, daf im Fall m > 2 fiir jedes w € U(f), das
keine Homothetie ist, und jedes a € K* mit a = a@det ein A € GL,,(K) existiert, das ebenfalls
keine Homothetie ist und det A = a erfiillt.

Lemma 4.1.8 (Wahl des linken oberen Blockes I) Seien dimV = 2, 7 € U(f) keine Homo-

thetie und v € K mit v = vdetm. Dann gibt es eine Basis B von V' mit

M3<w>=l: ] undMB<f>=“ (1)]

Beweis. Wihle geméfl 4.1.5 eine Basis B von V, so daf3

a f

Mpg(m) = l
~

und Mp(f) = [(1) (1)1
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fiir ein & € K* und 3,7, 6 € K gilt. Nach 4.1.7 ist dann « = adet 7. Aus Bedingung (i) von 4.1.4

folgt 3 = —Bdetn~!. Falls 3 # 0 ist, setze pu := ”go‘. Dann gilt i = —pu, so daf die durch

10
a1

definierte lineare Abbildung ¢ zu U(f) gehort (cf.4.1.4 (EL2)). Wie man leicht nachrechnet gilt

Der Fall § = 0 und v # 0 wird analog behandelt. Falls § = 0 = ~ ist, ist a # §, weil 7 keine
Homothetie ist. Wéhle « € K* mit = —:. Dann gehort die durch

MB(lb)l(l) ;]

definierte lineare Abbildung ¢ zu U(f) und es gilt

a m—w].

Mp(n?) = l 0

Dabei ist t(a — ) # 0, so daB die Behauptung auch in diesem Fall aus dem zuerst betrachteten
folgt. |

Hilfssatz 4.1.9 Seienm > 2, A € GL,,(K) und B € K™*™\{0}. Dann gibt es ein T € GL,,(K),
so dafs
(T BT-1)M) ¢ (T7'AT)Y; j € Ny, \{1}) (4.1.6)

gilt.

Beweis. Wegen A' € GL,,,(K) und B # 0 ist G := BA! # 0. Wegen ~ # 1 gibt es bekanntlich
ein v € K™\ {0} mit vGv® # 0. Sei S € GL,,(K) mit e;S~! = v. Es folgt :

(S~'BA'ST') 1 = vGot #0
& BA15) el ¢ (Seksj € New\{1})
& (AT'S)T'BATIS) Tel ¢ ((A71S) T A(ATIS) ks € Ney \ (1),

Also ist (4.1.6) fiir T := A~LS erfiillt. [ |

Hilfssatz 4.1.10 Seien |F| > 3, m > 2, a,A € K* mit \™ = a und B € K™*"™\{0} mit
Bt = —A\"!B. Dann gibt es ein T € GL,,,(K) und ein X € K™™ mit X! = —X, so dafs
A =N, + T-BT-1'X keine Homothetie ist und det A’ = a gilt.

Beweis. Seien v := —A\"! und A := \I,,,. Die ~-Sesquilinearform

g: K™ x K™ — K,v+ vBv'

erfiillt nach Voraussetzung g(v,w) = vg(w,v) fiir alle v,w € K™.
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Fall A: g ist regulér. Wegen m > 2 enthilt K™ eine g-reguldre Ebene U. Weil U von g-anisotropen
Vektoren erzeugt wird, findet man zwei linear unabhéngige, g-anisotrope Vektoren u,v € U. Wegen
|F'| > 2 gilt |[{g(vv,vv);v € K*}| > 1. Folglich kann man v so wahlen, dafl g(u,u) # —g(v, v) ist.
Falls g(u,v) = 0 ist, setze v := u+v. Dann gilt g(u,v") = g(u, u) + g(v,v) # 0. Fiir ein v € K* gilt
wiederum g(u,u) # —g(vv’,vv’), so dal man ¢ := g(u,v) # 0 annehmen kann. Setze b := g(u,u),

d:=g(v,v),

b ¢
G = M(%U)(QU) = [ . ‘| .
e d

Wegen K™ = UQD gUJ-g gibt es ein T € GL,,(K), so dafl T-'BT-1 = diag(G, H) fiir ein
geeignetes H € K™~ 2Xm=2 gilt. Setze g := detG und v := —(b+ d)A\g~!. Es gilt g = det G* =
Y2 detG = ~%g, v # 0 wegen b # —d und v = —y(b+ d)Ay"2g~! = —v. Folglich erfiillt X :=
diag(v1,0,...,0) € K™*™ die Gleichung X! = —X. Weiterhin gilt

det(A + T_lBT—ltX) =a+vb+dN" 2" =a+v((b+dN+Frg A" =a.

Wegen (A + T*IBTfltX)l,g =ve#0ist (A+ TleTfltX) keine Homothetie.

Fall B: g ist nicht reguldr. Sei v € g-rad K". Wegen g # 0 gibt es einen anisotropen
Vektor v € K™. Setze w :=u+ v, Y := (v,w), b := g(v,v) und

b b
b b

G:= M(U,w) (gY) = [

Sei Z ein Komplement von (u) in (v)*s. Dann gilt K™ = YD ,Z. Folglich gibt es ein T’ € GL, (K),
so daB T-1BT—T = diag(G, H) fiir ein geeignetes H € K™ 2Xm=2 oilt. Sei v € K* mit v = —v
und X := diag(v, —1,0,...,0) € K™*™. Dann gilt X! = —X und

det(A+ T~ 1BT1'X) = a+ vbA" 1 — ubA"L — 12 det GA" 2 = a.
Wegen (A + T*IBTfltX)LQ =—vb#0ist (A+ T’lBTfltX) keine Homothetie. [ |
Hilfssatz 4.1.11 Seien m > 2 und A € GL,,,(K) keine Homothetie. Es gibt dann ein X € K™*™
mit Xt = —X und AX — XA-T #0.

Beweis. Sei v € K* mit t = —¢. Falls A # AT gilt, hat X := [, die gewiinschten Eigenschaften.
Man kann daher A = a1 annehmen. Falls es ¢,j € N<,, mit ¢ # j und A4;; # 0 gibt, sei
X € K™*™ definiert durch X, ; := ¢ und X, ; := 0 fiir alle (r,s) € N<,, X No,,, \{(j,7)}. Dann
gilt X! = —X, (AX — XFt)m- = 1A4;; # 0. Folglich kann man weiterhin annehmen, daf§ A

eine Diagonalmatrix ist. Weil A keine Homothetie ist, gibt es verschiedene i,j € N<,,, fiir die

A # Ajj gilt. Sei X € K™*™ definiert durch X;; := 1, X;,; := —1 und X, := 0 fiir alle
(r,8) € Neyy, x Ny, \{(4,4), (j, i) }. Dann gilt X* = —X und (AX — XAflt)m‘ =(AX - XA),; =
Aii —Aj; #0. n

Satz 4.1.12 (Wahl des linken oberen Blockes II) Seien m > 2, m € U(f) keine Homothetie
und e € K* mit e = edetw. Es gibt dann ein E € M(w), das keine Homothetie ist und det E = e
erfillt.
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Beweis. Nach 4.1.5 gibt es ein A € GL,,,(K), welches keine Homothetie ist, so dafl (4.1.4) fiir eine
Basis B und geeignete B,C, D € K™ gilt. Ist a := det A = e, so folgt die Behauptung. Man kann
daher a # e annehmen. Weil nach 4.1.7 auch a = adetn gilt, folgt dann insbesondere |F| > 2.
Falls B = C = 0 ist, wihle gemifl 4.1.11 ein X € K™*™, so daB X* = —X und AX — XAT gilt.
Die durch

Mp(y) = [ I X ]

0 Iy

definierte lineare Abbildung v ist dann eine unitére Transformation (cf. 4.1.4 (EL2)). Konjugation
mit v liefert

L, X |

0 Iy

Man kann daher 0.B.d.A. B # 0 oder C' # 0 annehmen. Falls B = 0 ist, ist D = AT e GL,,(K)
keine Homothetie. Nach 4.1.4 (EL3) wird durch

A AX — XA T
0 AT

A0

I, —X
MB(Ww):l 0 Ft

0 I,

ein p € U(f) definiert. Man berechnet

D C

Mp(n?) = B A

Man kann daher weiterhin 0.B.d.A. B # 0 annehmen. Wéhle gemif 4.1.9 ein T’ € GL,,(K), so dafl
(4.1.6) erfiillt ist. Konjugiert man 7 mit der durch Mp(¢) := diag(T, T—lt) definierten unitéren

Transformation ¢, so erhdlt man

T-'AT T-'BT-T'

* *

Mp(n?) =

so dafl man 0.B.d.A.
BM ¢ (AD;j € Nep\{1})

annehmen kann. Folglich gilt b := det(B™M, AR ... A(™) £ 0. Wegen |F| > 2 gibt es ein ¢ €
K*\{—ab™'}, das t = —¢ erfiillt. Sei X € K™*™ definiert durch X;; := ¢ und X, := 0 fiir alle
(r,8) € Neyy x N, \{(1,1)}. Wegen X! = —X wird durch

eine unitidre Transformation n definiert. Es folgt :

A+BX B

* *

Map(a") =

und det(A + BX) = a + tb # 0. Nach 4.1.7 gilt a + tb = (a + tb) det 7 und somit b = —bdet .
Wegen e # a ist t/ := (e — a)b™! # 0 und es gilt / = —¢/. Definiert man X’ und 7’ wie X und n
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mit ' anstelle von ¢, so ist 7’ eine unitire Transformation, fiir die

A+ BX' B

* *

Mp(r") =

und det(A + BX') = a+ /b = e gilt. Dies liefert die Behauptung, falls A + BX’ keine Homothetie
ist. Man kann daher 0.B.d.A. annehmen, dafl bereits A eine A-Homothetie fiir ein A € K* mit
A™ = e ist, und B # 0 gilt. Nach 4.1.10 gibt es dann ein T € GL,,(K) und ein X € K™*™ mit
Xt = —X so,daB A" := A+ T-1'BT—1' X keine Homothetie ist, und det A’ = e gilt. Konjugiert

man 7 mit der durch

T
X T
definierten unitidren Transformation ¢ (cf. 4.1.4 (EL1), (EL2)), so erhilt man

Mp(C) =

A %

* *

Mp(m¢) = |

Korollar 4.1.13 (Wahl des linken oberen Blockes III) Seien m € U(f) keine Homothetie,
e € K* mite = edetn, B eine Basis von V und A, B,C, D € K™ ™ so daf$ (4.1.4) aus 4.1.4 gilt.
Es gibt dann ein E € GL,,(K), das im Fall m > 2 keine Homothtetie ist und det E = e erfiillt,
und ein ¥ € SU(f) so, dafs

E x

* *

Mp(t¥) = (4.1.7)

gilt.

Beweis. Nach 4.1.8 und 4.1.12 gibt es ein E € GL,,(K), das im Fall m > 2 keine Homothetie
ist und det E = e erfiillt, und ein v € U(f) so, daB (4.1.7) gilt. Wegen detdett) = 1 gibt
es ein u € K* so, daB detyy™! = pup~1! ist. Setze T := diag(y, n—1) € GL,(K). Die durch
Mpg(¢) = diag(T, Ft) definierte unitédre Abbildung ¢ (cf. 4.1.4 (EL1)) hat die Determinante
det =1, so daB 1 := ¢ € SU(f) gilt. Weiterhin gilt

T-'ET =«
MB(W”) = )
* *
det T'ET = det E = e und T~ 'ET ist keine Homothetie, da E keine Homothetie ist. |

Die Sitze 4.1.6 und 4.1.13 zeigen, dal jeder Matrix-Zerlegungssatz in GL,,(K) eine ent-
sprechende unitidre Version nach sich zieht. Dies soll anhand eines Satzes von von A. Lev [51]

konkret ausgefiihrt werden.

Satz 4.1.14 (Lev) Seien K ein Korper, m € N>o und A,B,M € GL,,(K). Es sei M keine
Homothetie und die Matrizen A, B seien zyklisch, mip(A) zerfalle in K|[x] in Linearfaktoren und
es gelte det M = det Adet B. Weiterhin seien Qp := ASYm(E) ynd Qy := BELm(K) die 2u A bzuw.
B gehérigen Konjugiertenklassen in GL,,(K). Falls m > 3 und |K| > 4 ist, gilt M € Q1Qs. Im
Fall m =2 gilt

{N € GLz(K)|det N = det AB und N ist keine Homothetie} C Q15
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genau dann, wenn A zwei verschiedene Figenwerte hat oder mip(B) in K|[z] in Linearfaktoren
zerfallt.

Eine Diskussion dieses Satzes wird im Anhang gefiihrt. Dort wird eine fiir die spéteren Anwendun-

gen ausreichende einfacherere Version dieses Satzes bewiesen:

Satz 4.1.15 Seien K ein Korper, |K| > 3, m € N>3, A, B € GL,,,(K) zyklisch und M € GL,,(K)
keine Homothetie mit det M = det Adet B. Weiterhin seien Qp := ASLm(K) ynd Qy := BGLn(K)
die zu A bzw. B gehorigen Konjugiertenklassen in GL,, (K).

(i) Sei m = 2 und A besitze die Eigenwerte p,v € K*. Es gilt M € 1Qy genau dann, wenn
w # v oder trace(M) # utrace(B) oder wenn mip(B) in K[z] in Linearfaktoren zerfdllt.

(ii) Sei m > 3. Das charakteristische Polynom von A zerfalle in Linearfaktoren, und A besitze

einen Figenwert mit einfacher Vielfachheit. Dann gilt M € 215.

Satz 4.1.16 (unitire Version des Satzes von Lev) Seien © € U(f) keine Homothetie und
p1,p2 normierte Polynome so, dafl p;(0) # 0 und det(w) = p; (O)pg(())mi1 gilt. Das Po-
lynom py1 zerfalle in Linearfaktoren. Im Fall m = 2 besitze p1 zwei verschiedene Nullstellen, oder
po zerfalle in Linearfaktoren. Es gibt dann unitire Konjugiertenklassen Q; so, daff char(};) = p;p}
und lem(p;, pr) ein Teiler von mip($2;) ist, i = 1,2, und m € Q1Q9 gilt. Ist p; teilerfremd zu p}, so
ist §; zyklisch und nach 1.3.8 eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei T'; die zyklische GL,,(K)-Konjugiertenklasse mit mip(I';) = p;, ¢ = 1,2. Fiir
a = detT';1detT'y = p1(0)p2(0) gilt nach Voraussetzung o« = a@detw. Nach 4.1.13 gibt es eine
Basis B von V, so dafy 4.1.4 fiir ein A € GL,,,(K) mit det A = « gilt, das im Fall m > 2 keine
Homothetie ist. Nach dem Satz von A. Lev 4.1.14 (bzw. aus trivialen Griinden im Fall m = 1),
Gibt es G € T; und H € Ty derart, dal A = GH ist. definiert man ¢,v € U(f) gemif Zeile
(4.1.5) aus 4.1.6, so haben die zu ¢ und ¢ gehorigen unitiren Konjugiertenklassen ©; und Qo die

gewiinschten Eigenschaften. |

Analog beweist man mit 4.1.15 anstelle von 4.1.14 den

Satz 4.1.17 (unitére Version des modifizierten Satzes von Lev) Seien © € U(f) kei-
ne Homothetie und pi1,p2 normierte Polynome so, daff p;(0) # 0 und det(n) =
pl(O)pg(O)m_1 gilt. Das Polynom p; zerfalle in Linearfaktoren. Im Fall m = 2 besit-
ze p1 zwei verschiedene Nullstellen, oder ps zerfalle in Linearfaktoren. Im Fall m > 3 besitze py
eine einfache Nullstelle. Es gibt dann unitire Konjugiertenklassen Q; so, dafi char(€;) = p;p; und
lem(p;, pf) ein Teiler von mip(€;) ist, i = 1,2, und m € Q1Qs gilt. Ist p; teilerfremd zu py, so ist
Q; zyklisch und nach 1.5.8 eindeutig bestimmt. |

Bemerkung 4.1.18 Besitzt m € U(f) einen Eigenwert a € K* mit aa # 1 und mit einfacher
Vielfachheit, so gilt V() = 7SU),

Beweis. Sei ¢ € U(f). Setze b := det ). Wegen bb = 1 gibt es ein ¢ € K*, so dal b = cc~ ! ist. Weil

H :=ker(m —a) @ (7 —a~!) nach Voraussetzung eine f-hyperbolische Ebene mit eindimensionalen
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isotropen Unterriumen ker(m—a) und ker(m—a =) ist, ist ¢ := (¢ lyer(r—a) Blker(r—a-1))D g
eine wohldefinierte unitéire Transformation, die mit 7 kommutiert. Wegen det (1) = 1 folgt 7% =
¢ € 7SV, |

Satz 4.1.19 (Ore/Thompson - Vermutung) Ist |F| > 3, so gibt es eine SU(f)-
Konjugiertenklasse 2, deren Minimalpolynom keinen ~-symmetrischen Primteiler besitzt und die
(SU(H\Z(SU(Sf)) U {1y} C Q2 erfillt. Insbesondere besitzt dann PSU(f) in diesem Fall eine
Konjugiertenklasse A so, dafs PSU(f) = A? ist.

Beweis. Wegen |F| > 3 gibt es ein a € K*\F mit aa # 1. Wegen |F| > 3 gibt es ein b € F*\{x1}.
Setze
) (=—0) ,falls m = 1 ist,
b= { (x —a)(x —a)(z —b)" 2 fallsm > 2 ist.

Es gilt p(0) € F, also trivialerweise ])(0)2W72 = 1 und ged(p, p*) = 1. Nach 4.1.17 ist jedes
m € SU(f), welches keine Homothetie ist, in dem Quadrat der zyklischen U( f)-Konjugiertenklasse {2
mit mip(Q?) = pp* und det 2 = 1 enthalten. Weil pp* symmetrisch ist und keinen ~-symmetrischen
Primteiler enthilt, stimmt  nach 1.3.8 mit Q~! iiberein. Fiir m = 1 hat der Eigenwert b von
die Vielfachheit 1, andernfalls hat a diese Eigenschaft. Wegen aa # 1 # b? = bb, ist 2 nach 4.1.18
eine SU( f)-Konjugiertenklasse. |

Bemerkung 4.1.20 Setzt man den Satz von A. Lev als bewiesen voraus, so kann man mit Hilfe
von 4.1.16 zeigen, daf8 es im Fall |F| =3 und dimV =0 (mod 4) eine U(f)-Konjugiertenklasse
gibt, deren Minimalpolynom keinen ~ -symmetrischen Primteiler besitzt und die (SU(f)\Z(SU(f))U
{1y} C Q2 erfiillt.

Beweis: Wihle a wie im Beweis von 4.1.19 und setze ¢ := ((z — a)(z — @))% . Der Beweis von
4.1.19 iibertréigt sich bis auf die letzten beiden Sétze. |

Wir gehen abschlieBend auf das Involutionenlédngenproblem ein. Hierfiir bendtigen wir ein

Lemma von Radjavi [59] (Theorem 3).

Lemma 4.1.21 (Radjavi) Sei W ein n-dimensionaler K Vektorraum und g eine reguldre ~-
hermitesche Form auf W. Sei m € UT(g). Es gebe eine Orthogonalbasis (ey,...,e,) bestehend aus
Figenvektoren e; von m mit € := g(e1,e1) = -+ = g(en,en). Dann ist w ein Produkt von vier

Involutionen aus U(g).

Beweis. Sei a; € K ein Eigenwerte von 7 zu dem Eigenvektor e;, i € N<,,. Fiir i € N<,, seien

3 { H;;ll ay ,falls ¢ ungerade ist, { szl oy ,falls ¢ ungerade ist,
i = y Vi =

HZ:I ap ,falls 7 gerade ist, H};ll ay ,falls i gerade ist.

Dann ist a; = f;; fiir alle ¢ € N<,, Biy1 = f; fiir alle geraden i € N_,, und ;1 = 7; fiir alle
ungeraden i € N,,. Folglich ist 7 das Produkt der unitéren Transformationen 3 := @ ;_,Bi1(c,)
and v := @ Vil Seien I := {i € Ny,;4 ist gerade und f; & {£1}} und J := {i € N,;i ist
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ungerade und +y; ¢ {£1}}. Wir haben

Vo= O iesr((e)D (ei+1)D F(B)D F-1(B)

D jes({e)D (€j41))D F(7)D F-1(v),
B = O ic;Bilien® Bilies,)D ey @D —1r_,(s)
7 = O jer(ilen© Tilie;:1))D leD = 1r_i(y)-

Fiir 6 € K* mit 66 = 1 erhalten wir:

R 1B A o Y At
R3S e e o | E T

Hieraus folgt unmittelbar, daf§ es unitére Involutionen ¢1, t2, t3, t4 gibt mit 8 = 1119, B(e1),B(t2) <
B(8), v = t3ta und B(es), B(a) < B(7y) (vgl. 2.3.7). [ |

und

Korollar 4.1.22 Sei m € SU(f) eine Homothetie. Dann ist © ein Produkt von vier unitdiren In-

volutionen.

Beweis. Sei A € K* mit 7 = Aly. Dann gilt AA =1 und 1 = detm = (A™)?, i.e. € := A™ € {£1}.

Wihle eine Basis B = (eq,...,e,) von V, so dafl
Mp(f) = diag(Im, —1m)

gilt. Setzt man W := (ey,...,ey) und W’ := {eyy1,...,€n), so gehort my zu UT(fiy) und my
zu UE(fw). Nach 4.1.21 gibt es Involutionen ¢; € U(fw ) und «; € U(fw~), i € N<y, derart, dafl
Tw = t1--tg und Ty = Kp - kg ist. Also ist T = (11D k1) - (4@ k4) das Produkt der vier
Involutionen (11D K1), .., (ta@ K4) aus U(f). [

Dafl die Voraussetzung detm = 1 in 4.1.22 notwendig ist, werden wir spéter an einem Bei-
spiel sehen (cf. 4.4.17).

Satz 4.1.23 Ist |F| > 3, so ist jedes m € SU(f) ein Produkt von vier unitiren Involutionen.

Beweis. Sei m € SU(f). Falls 7 eine Homothetie ist, liefert 4.1.22 das Gewiinschte. Andernfalls gilt
nach 4.1.19 7 = ¢ fiir unitére Transformationen ¢ und 1, die unitér zu ihren Inversen konjugiert
sind und deren Minimalpolynome keinen ~-symmetrischen Primteiler haben. Nach 2.3.2 ist sowohl

¢ als auch 1 ein Produkt von zwei unitdren Involutionen. |

Bemerkung 4.1.24 Unter den Annahmen von 4.1.20 zeigt man fir |F| = 3 und dimV = 0
(mod 4) wértlich wie im Beweis von 4.1.23, daf} jedes m € SU(f) ein Produkt von vier unitiren

Involutionen ist.
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4.2 Orthogonal unzerlegbare Isometrien

Wie in der Einleitung erwidhnt wird in diesem Abschnitt das Involutionen-Léngenproblem fiir
orthogonal unzerlegbare Isometrien aus U*(f) studiert.

Mit den hier entwickelten Methoden kénnen wir dieses jedenfalls fiir die Isometrien vom Typ III
mit Minimalpolynom (z 4 1) 1ésen.

Hierfiir miissen wir zunéchst die Existenz einiger Polynome aus K[z] mit bestimmten Teilbarkeits-
und Reziprozitéatseigenschaften sicherstellen. Wir beginnen mit einem wohlbekannten Satz, der fiir
endliche Koérper den Zusammenhang zwischen Irreduzibilitét in F[z] und in K[z] klirt. (Einen
Beweis findet man zum Beispiel in dem Buch ’Finite Fields’ von D. Jungnickel [45] Kapitel 1, §3,
Korollar 1.3.12, S.23.)

Satz 4.2.1 Seien q eine Primzahlpotenz und k,n € N. Ein normiertes irreduzibles Polynom p €

Fy[z] vom Grad n ist genaw dann irreduzibel in F jx[x], wenn k und n teilerfremd sind. |

In unserer Situation bedeutet dies: Ist K ein endlicher Korper, so ist ein normiertes Polynom
p € F[z] vom Grad n genau dann irreduzibel in K[z], wenn n ungerade und p irreduzibel in F[z]
ist.

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dafl jeder endliche Koérper normierte irreduzible Polynome

beliebigen Grades besitzt. Weniger bekannt ist der

Satz 4.2.2 Sei L ein endlicher Kérper und n € N gerade. Dann gibt es normierte irreduzible

symmetrische Polynome vom Grad n in Lx].

Fiir einen Beweis verweisen wir wieder auf [45] Kapitel 2, §7, Theorem 2.7.4, S. 77, oder auf die
dort zitierte Originalarbeit von Carlitz [14].

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt bequem die néchsten zwei Bemerkungen beweisen.

Bemerkung 4.2.3 Seien m € N>y und o« € F*. Dann gibt es ein Polynom p € K[z] vom Grad

m mit p(0) = «, so daf§ p teilerfremd zu p* und pp* symmetrisch ist.

Beweis. Wir unterscheiden die Félle A: |F| =2 (i.e. F =F3) und B: |F| > 2.

A. Ist m ungerade, so wihle p € F[z] normiert und irreduzibel vom Grad m. Wegen m > 2 muf}
trivialerweise 0 # p(0) € F* = {a} gelten. Nach 4.2.1 ist p irreduzibel in K[z]. Dies trifft dann
auch auf p* = p* zu. Weil symmetrische Polynome # x 4+ 1 einen geraden Grad haben, sind p und
p* verschieden und damit teilerfremd.

Ist m gerade so finden wir nach 4.2.2 ein normiertes irreduzibles symmetrisches Polynom p in
K([z]. Wie im Vorigen sehen wir, daB8 p(0) = « gelten muf. Weiterhin folgern wir p* = pX =p # p
aus 4.2.1 und damit die Teilerfremdheit von p und p*.

B. Wegen |F| > 3 gibt es ein g € K\F mit pyg # 1. [Wihle etwa v € K\F mit vo = 1,
we F\{-(v+7)} # 0 und setze p:= w+v € K\F. Dann ist uji = w? + (v + 7)w + 1 # 1.] Sei
r:= (z+p)(z+p~ ). Dann ist r offenbar symmetrisch und teilerfremd zu 7* = (z + @~ !)(x + ji).
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Fiir F # F3,F5 finden wir wegen |(F*)?| > 3 ein v € (F*)?\{#1}. Wir definieren nun

(x+v)2(x +v~2) falls F # F3,Fj ist, (x+v)2(x —v~2) ,falls F # F3,Fj ist,
si=9q 23 —x+1 ,falls F' = Fg ist, ti=¢ 22 —x—-1 ,falls F' = Fg ist,
24+ ,falls F' = Fj ist, 2 4+z—1 ,falls F' = Fj ist.

In jedem Fall gehort s (t) zu Flz]. Ist F' € {F3,F5}, so ist s (¢) irreduzibel in F[x]. Weil deg(s) =
3(= deg(t)) ungerade ist, ist s (t) nach 4.2.1 auch irreduzibel in K[z]. Damit ist in jedem Fall s
(t) teilerfremd zu s* (¢*) und r*, und ss* = ss* (¢t* = ¢t*) ist symmetrisch.

Ist F ein endlicher Kérper, so ist die Normabbildung N : K — F,k — kk ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus und es gibt ein ¢ € K* mit (¢ = . Wegen |ker N'| = |F|+1 > 4 > 2 findet man
ein § € ker \V, so daf 6¢ nicht zu {7, 7~} gehort. Wegen 6¢6¢ = (¢ kénnen wir 0.B.d.A. ( # v, v~}

annehmen. Ist F' nicht endlich, so kénnen wir ein 5 aus F*\{£1, £a} wihlen. Wir definieren nun

(z+)(z+ ) ,falls F" endlich ist,
U=
(x+ B)(z + p~ta) sonst,
und stellen fest, dal u € F[z] fiir o # 1 stets teilerfremd zu w*,r* ist. Ferner ist uu* = uwu*

symmetrisch. Setzt man

r—z (x+a) ,falls mungerade und a # +1 ist,
s ,falls m ungerade und a = 1 ist,
pi=1{ riTt ,falls m ungerade und o = —1 ist,
rT ,falls m gerade und a = 1 ist,
rrTy ,falls m gerade und « # 1 ist,
so hat p die gewiinschten Eigenschaften. |

Bemerkung 4.2.4 Seien char(K) # 2, § € K\F und m € Nx,. Fir |F| < oo gelte m > 3. Dann
gibt es ein normiertes Polynom p € K[z] vom Grad m — 1 mit p(0) € F*, so daf§ p teilerfremd zu
p* und pp* symmetrisch und teilerfremd zu (x + p(0)~16) ist. Fiir |F| = oo kann man zusdtzlich
p(0)2 # 65 erreichen.

Beweis. Fall A: |F| < oo und m ist gerade. Dann ist m — 1 > 2 ungerade und wir finden ein
normiertes irreduzibles Polynom p vom Grad m — 1 in F[z]. Wir haben p(0) € F*, und p ist
nach 4.2.1 irreduzibel in K[z]. Wegen p(0)~!'§ ¢ F ist damit pp* insbesondere teilerfremd zu
x + p(0)~15. Weil p ungeraden Grad hat, kann p nicht symmetrisch sein, i.e. p und p* = p* sind

teilerfremd. Trivialerweise ist pp* = pp* symmetrisch.

Fall B: |F| < oo und m ist ungerade. Dann ist m — 1 > 2 gerade und es gibt nach 4.2.2
ein normiertes irreduzibles symmetrisches Polynom p vom Grad m — 1 in K[z], welches nach 4.2.1
nicht in F[z] liegt. Damit ist p teilerfremd zu p* = p* = p, p(0) = 1, und pp* ist symmetrisch und

teilerfremd zu z + 6.

Fall C: |F| = co. Weil dann auch |[F2(™~1| = o ist, gibt es ein a € F* mit o>~ & {1,50}.
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Wihle p := (2 + )™ L. [ |

Wir benétigen nun noch ein einfaches Lemma, das zeigt, wie man die Konjugiertenklasse
einer zyklischen Abbildung aus GL(V) durch Heranmultiplizieren einer einfachen Abbildung

verdndern kann. (Einen Beweis findet man in [49] Lemma 10.(Simple lemma).)

Lemma 4.2.5 Seien L ein Kdorper, m € N und W ein m-dimensionaler L-Vektorraum. Seien
weiterhin q € L[x] ein normiertes Polynom vom Grad m mit ¢(0) # 0 und m# € GL(W) zyklisch.
Dann gibt es eine Abbildung T € GL(W) mit dimB(7) < 1, so daf$ w7 zyklisch mit Minimalpolynom
mip(w7) = q ist. Notwendigerweise muf detT = (—1)mq(0)det 71 gelten, so daf T fiir q(0) =

(—=1)m*+L det 7 eine Involution ist. [ |

Kombiniert man 4.2.3, 4.2.4 und 4.2.5 mit dem Satz von Djokovié¢ 2.3.2, so erhélt man unmittelbar

die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 4.2.6 Der regulire hermitesche Vektorraum (V, f) besitze mazimalen Wittindex m > 2.
Sei m € UE(f) derart, dafi es einen mazimalen totalisotropen Unterraum W gibt, der T-invariant
und 7w zyklisch ist. Die Determinante von ww gehére zu F*. Dann ist m ein Produkt von drei

unitdren Involutionen.

Beweis: Nach 4.2.3 gibt es ein Polynom p € F[z] vom Grad m mit p(0) = (—1)™!det my,
so dafl p teilerfremd zu p* und pp* symmetrisch ist. Nach 4.2.5 finden wir eine Involution
o € GL(W), so dal myo zyklisch ist und das Minimalpolynom p besitzt. Wir kénnen nun ¢ zu
einer Involution & € U(f) fortsetzen (cf. 1.3.5). Sei ¢ := w&. Dann gilt mip(¢w ) = p. Weil mip(¢)
~-symmetrisch und lem(p, p*) = 1 ist, teilt pp* mip(¢). Ist n := dim V' gerade, so folgt bereits aus
deg(pp*) = 2m = n die Gleichheit mip(¢) = pp*. Damit ist ¢ zyklisch und, da pp* symmetrisch
ist, auch #hnlich zu seinem Inversen. Der Satz von Djokovié¢ 2.3.2 besagt nun, dal ¢ das Produkt
von zwei unitidren Involutionen p,n ist. Also ist @ = ¢6 = pné ein Produkt von drei unitéren

Involutionen.

Wir konnen daher annehmen, dafl dimV = 2m + 1 ungerade ist. Wegen deg(pp*) = 2m =
deg(char(¢)) — 1, gibt es ein € € K*, so dal char(¢) = pp*(z — €) gilt. Wir berechnen

—e = —detd)wdetqbwile:—p(O)p*(O)e
= char(¢)(0) = (=1)" " det ¢ € {#1}.

Weil p nach Voraussetzung keine ~-symmetrischen Primteiler besitzt, ist (x + €) teilerfremd zu
pp*. Hieraus folgt V =YD Z,Y := F(¢), Z := Y+, ¢ = ely@D ¢z und ¢z ist zyklisch mit
symmetrischem Minimalpolynom pp*. Wie im ersten Fall findet man Involutionen p,n € U(fz)
mit ¢z = pn. Dann sind p := elyD p und 7 := 1y D 7 unitéire Involutionen so, dal m = pn gilt.

Also ist auch in diesem Fall 7 = ¢6 = pné ein Produkt von drei unitdren Involutionen. |

Lemma 4.2.7 Es sei char(K) # 2 und V' ein hyperbolischer Raum der Dimension 2m > 4, m €

N>q. Falls F' endlich ist, sei m > 3. Sei detm # 1 derart, dafl es einen mazimalen totalisotropen
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Unterraum W gibt, der w-invariant ist. Nach 4.1.7 ist § :== det myy = det mdet myy € F. Ferner sei

ww zyklisch.

(i) Es gilt m = Tnpo fir unitire Involutionen n, p,o und ein 7 € U(f) mit det 7 = det m, fiir das
H :=B(7) <F(n) NF(p) eine hyperbolische Ebene ist.

(ii) Im Fall |F| = oo ist Ty vom Typ I.

(i) Falls es ein totalisotropes m-invariantes Komplement U von W in 'V gibt (diese Situation sei

durch (K) abgekiirzt), ist Ty vom Typ I oder eine Homothetie.

Beweis: Der Beweis verlduft dhnlich wie der von 4.2.6.

Nach 4.2.4 gibt es ein Polynom p € F[z] vom Grad m — 1 mit folgenden Eigenschaften:
(1) p(0) € F*;
(2) p ist teilerfremd zu p*;
(3) pp* ist symmetrisch;
(4) pp* ist teilerfremd zu x + p(0)~1(—=1)™*15;
(5) Fiir |F| = oo gilt p(0)? # &9.

Seien v = p(0)~1(=1)™*16, ¢ := (z +v)(z + 7 1) und r := lem(z + v,2 + ¥~ 1). Nach 4.2.5
gibt es eine Involution o € GL(W), so dal mip(mrwo) = (z + 7)p ist. Seien & € U(f) eine
Involution die o fortsetzt und ¢ := mwo. Im Fall (K) kann man erreichen, da§ auch U 6-invariant
ist, womit dies auch auf ¢ zutrifft. Es gilt mip(¢w) = (z + 7)p = char(¢w) und im Fall (K)
mip(¢y) = (x + 4 1)p* = char(¢y). Hieraus folgt char(¢) = char(¢yw )char(éw)* = pp*q (cf.
(4.1.4) in 4.1.4 mit C' = 0 und die dortige Nummer (iv)). Weil mip(¢) ~-symmetrisch ist, folgt
aus (2),(4) da mip(¢) von pp*r geteilt wird. Im Fall (K) gilt bereits mip(¢) = pp*r. Hieraus
erhalten wir die Zerlegung V = ZQ@ H, Z := kerpp*(¢), H := kerq(¢). Dabei ist ¢z zyklisch
mit symmetrischem Minimalpolynom pp* und H eine hyperbolische Ebene, da H reguldr und
{0} # ker(¢w +v) < HN W ein eindimensionaler singuldrer Unterraum von H ist. Aus der
Ahnlichkeit von ¢z zu seinem Inversen schlieBen wir mit (2) aus dem Satz von Djokovié, daB ¢z
ein Produkt von zwei Involutionen 7, p aus U(fz) ist. Dann sind 7 := n@ 1y und p := pD 1y
Involutionen aus U(f), die n bzw. p fortsetzen. Fiir 7 := ¢y @ 1y gilt B(r) = H < F(/) NF(p)
und det 7 = ¢(0) = 66! = det 7. Im Fall |F| = co schlieBen wir mit (5), daB8 7 vom Typ I ist. Im

1

Fall (K) ist mip(7) = r, so da8 74 fiir v # ¥~ vom Typ I und fiir v = 5! eine Homothetie ist.

Damit haben wir m = 9p76 = 717p6 in der gewiinschten Weise dargestellt. |

Als néchstes fassen wir das Symmetrien-Lingenproblem fiir hyperbolische Ebenen in der

folgenden Bemerkung zusammen.

Bemerkung 4.2.8 Sei V eine hyperbolische Ebene. Aufer im Fall F = F3 wird U*(f) von Sym-
metrien erzeugt (cf.3.4.22). welche sich nicht als ein Produkt von Symmetrien darstellen lassen.
Schliefit man diesen Fall aus, so ergibt sich die Symmetrien-Linge 1(7) fir ein = € UL(f), das

keine Involution ist, wie folgt:
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(i) Ist char(K) # 2, so gilt

2 | falls det ™ = 1, 7 orthogonal zerlegbar und — 1 € N (K) ist,
4 | falls det™ =1, 7 orthogonal zerlegbar und — 1 ¢ N(K) ist,
2, falls det ™ =1 und m vom Typ I ist,
2, falls detw =1, w vom Typ II und

trace(m)? — 4 = (trace(r) + 2)(trace(n) — 2) € N (K)\{0} ist,
4 |, falls detm™ =1, mvom Typ II und

trace(m)? — 4 = (trace(n) + 2)(trace(n) — 2) € N(K) ist,

, falls det m = —1 und w keine Homothetie ist,
3, fallsdet™ = —1, 7 eine Homothetie und — 1 € N(K) ist,

, falls detm™ = —1, 7 eine Homothetie und — 1 ¢ N(K) ist.

(ii) Ist char(K) =2, so gilt l(7) = 2.

Beweis. Wir betrachten als erstes den Fall, dafl = keine Homothetie ist. Dann gibt es einen isotropen
Vektor u, so da8 B := (u, um) eine geordnete Basis von V ist. Setzt man « := —trace(w), € := det(m)

und v := f(u,un), so gilt & = ea, und man erhilt folgende Koordinatendarstellung:

Mm):[l ia] MB(f)=l(; 0]

0 v _—t 0 —e
= Mz(f) = Mp(m)Mp(f)Ms(f) = N
0 —ev  e(av + av)
Dies erzwingt v = —ev.
Fall A: det m = —1. Dann gehort v zu F*.
A.1. char(K) = 2. Setze b := v(7m + 1). Es ist ¢(b) = v € F* und die Symmetrie 0 := 0,-1

erfiillt dim F (7o) = 1, cf. 3.2.2 (a). Also ist mo eine Symmetrie und damit 1(7) = 2, was (ii) beweist.

A2, char(K) # 2. Weil wir F = F3 ausgeschlossen haben, finden wir ein § € F*\{£1}.
Es ist b := vm — (v anisotrop und die Symmetrie o mit Bahn (b) bildet vr auf Sv ab, so dafl wir
mip(ro) = (x — B)(z — B71) erhalten. Weil dann 7o dhnlich zu seinem Inversen ist und mip(ro)
keine ~-symmetrischen Primteiler besitzt, ist mo nach 2.3.2 ein Produkt von zwei Involutionen,

welche zwangslidufig Symmetrien sein miissen. Es folgt 1(7) = 3.

Fall B: detm = 1 # —1. Dann gilt ¥ = —v. Aus 4.1.23 lesen wir () < 4 ab. Ist 7 vom
Typ 1, so gilt mip(7) = (z — B)(z — B71) fiir ein B € K* mit B3 # 1. Aus 1 = det ™ = 33~ folgt
(B € F*. Damit ist 7 dhnlich zu seinem Inversen und kein Primteiler von mip(7) ist ~-symmetrisch.
Mit 2.3.2 folgt wiederum l(7) = 2.

Ist 7 = pl,y@ ,u’11<b> orthogonal zerlegbar, a,b € V anisotrop, so folgt aus I(w) = 2, da8
7 in U(f) konjugiert zu w1 ist. Dies impliziert f(a,a)N(K) = f(b,b)N(K), also —IN(K) =
disc(f) = f(a,a)f(b,b)N(K) = f(a,a)’N(K) = N(K) (, da F? C N(K)). Ist umgekehrt diese
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Bedingung erfiillt, so kann man 0.B.d.A. f(a,a) = f(b,b) = 1 annehmen. Fiir ¢ := a — b gilt dann
f(c,e) =2 #0, a(ro.)? = a und det 7o, = —1. Folglich ist mo. eine Symmetrie, so dafl wir I(7) = 2
schlieflen.

Ist  oder —m eine Transvektion so gilt trace(m)? = 4 und 1(7r) > 2 (cf.2.2.3), also 1(7) = 4.

Ist 7 vom Typ II mit irreduziblem Minimalpolynom p := 22 + ax + 1 und
d:B(m) x B(n), d(v(mr — 1),w(r — 1)) :=i- f(v(r + 1),w(r — 1))

die in 3.2.3 definierte hermitische Form (i = —i € K*), so berechnet man beziiglich der geordneten

Basis C := (u(r — 1), un(m — 1)) von B(w) = V folgende Koordinatendarstellung:

Mc(d)wl 2 o ] .

—-a 2

Somit hat d die Diskriminante (4 — o?)(iv)? N (K) = (2+a)(2 — o)N(K), da (iv)? € F? C N(K).
Weil mip(7) # (x +1)? irreduzibel ist, gilt a # 2. Folglich ist d regulir. Weil m keine Homothetie
ist, ist 7 nach 3.1.2,3.2.4 und 3.2.2 genau dann ein Produkt von zwei Symmetrien, wenn d
eine hyperbolische Ebene ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn disc(d) = —N(K) gilt, ie.
(4 —a?) € —N(K).

Sei schliefilich 7w eine A-Homothetie. Wegen m # 1 ist detw # 1, also char(K) # 2 und
A~l = X = —\. Fiir jede Symmetrie o ist 7o = —Alp(0)D Alp(s) orthogonal zerlegbar mit
detmo = 1. Aus dem bereits Bewiesenen folgern wir 1(mo) = 2 (falls —1 € N(K) gilt, und
I(mo) = 4 sonst. Dies impliziert 1(w) = 3 ,falls —1 € N(K) gilt, und 1(w) = 5 sonst. |

Bemerkung 4.2.9 Seien char(K) =2, |F| = oo, dimV = 3 und 7 € SU(f) besitze das Minimal-

polynom (x + 1)3. Dann hat 7 die Symmetrien-(Involutionen-) Linge 1(m) = 4.

Beweis. Beachte, daf} es unter den gegebenen Voraussetzungen isotrope Vektoren gibt [V (7 +1)2 =
F(m) # {0} ist isotrop] und jede Involution # 1 eine Symmetrie ist. Wortlich wie in 3.4.4 zeigt

(1) 1(r) > 4.

Weil V' von isotropen Vektoren erzeugt wird, gibt es ein isotropes v € V mit (v), = V. Nach 2.2.4
(ii) gilt o := f(v,vm) = f(v,v(n+1)) € F. Daher ist neben p := (aa) 2z*+(a 2a ' +a2a a3+
(e *+aYa+lauchq:= (o« 2a '+a2a Haz?+(a"t+a"!) ein von Null verschiedenes Polynom
in Flz]. Wegen |F| = co kénnen wir ein 3 € F* finden, so dal p(3) # 0 # ¢(3) und 3? # aa

erfiillt ist. Dann gilt insbesondere

(2) vi=fa~t ¢ Fund 7 # 1

Wir wollen nun vw auf v ’zuriickschwenken’. Dazu sei b := vm + yv. Nach Konstruktion ist b

isotrop, so daf8 die Symmetrie o := 03-1; wohldefiniert ist. Wir berechnen:

vro = vm + B f(vm, um 4 Ba” ) (v + qv) = .
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Demnach hat ¢ := 7o den Eigenwert 7. Aus (2) und det¢ = 1 folgt dann bereits mip(¢) =
(x+7)(z+7 1) (x+4y~1). Wihle e; := v und Eigenvektoren ey, e3 von ¢ zu den Eigenwerten 41
und 4y~ 1. Dann ist H := (ey, e2) eine hyperbolische Ebene mit isotropen Vektoren e, e und wir
konnen f(eq,es) = 1 erreichen. Ferner haben wir V = HQ (e3). Indem man die Form f notfalls

mit einem Faktor aus F* multipliziert, kann man 0.B.d.A. f(es,e3) = 1 annehmen. W&hle nun

p(B) g, ST H1

: e F* v —
¢ T+7!

"~ Ba(B)

Man berechnet dann f(z,2) =v+ 7 =1 und

, (cf.(2)) und z :=e; +vey € H.

foz(0+1),2(¢+1)) = f(22(6+1) = fler +ves, (v + Der + (77 + Lvea)
= v+ )y Hl=ge T

Fiir p := 0¢-1 ,(p11) ist nach 3.2.2 (a) F(¢p) = (2) regulir. Fiir y € 2= N H berechnen wir
N(K) = dise(fu) = f(z,2)f(y,y) N(K) = f(y,y)N(K). Fiir L := B(¢p) = z* bedeutet dies
aber disc(fr) = f(y,y)f(es,e3)N(K) = N(K), i.e. L ist eine hyperbolische Ebene. Nach 4.2.8
(ii) ist dann ¢p ein Produkt von zwei Symmetrien 7, (, so dafl # = n{po ein Produkt von vier

Symmetrien ist. [

Wir geben nun wie eingangs angekiindigt Involutionen-Léngen 1;(7) orthogonal unzerlegba-
rer unitdrer Isometrien mit Determinante 4+1 an. Die folgende Liste ist weit davon entfernt,
vollstéindig zu sein, und gibt in vielen Fillen nur obere Schranken an. Wir werden im Anschluf3

genau auf die Liicken hinweisen.
Satz 4.2.10 Seien © € UL (f) keine Involution und V ein orthogonal unzerlegbarer m-Modul.

(i) Seim vom Typ I mit Minimalpolynom (pp*)t, p € K|z] irreduzibel und nicht ~-symmetrisch,
t € N. Dann gilt:

=2 , falls pp* symmetrisch ist,
ly(m) ¢ =3 , falls pp* nicht symmetrisch und detm = 1 ist,
€ {3,4} ,falls detm=—1# 1ist.

(ii) Sei m vom Typ III mit Minimalpolynom (x = 1), n =dim V. Dann gilt:

=2 | falls char(K) # 2 und n ungerade ist,
=3 , falls char(K) # 2, und n > 4 gerade ist,
1y () =4 |, fallschar(K) # 2, F #Fsund n = 2 ist,
=2 | falls char(K) = 2 und n gerade ist,
(K)
(K)

=3 , falls char(K) = 2 und n > 3 ungerade ist,

=4 |, falls char(K) =2, n =3 und F # Fy ist.

(Fiir F =F3 und n =2 bzw. F = Fy und n = 3 haben wir in 3.4.22 bzw. 3.5.8 (b) gesehen,

daf$ m kein Produkt von Involutionen ist.)
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(iii) Sei m vom Typ NI mit Minimalpolynom p*', wobei p € K[z|\{z + 1} ~-symmetrisch und
t € N sei. Dann gilt:

=3 , falls |[K| < 0o, dimV > 6 und det ™ = 1 ist,

1 () <3 , falls |K| = 0o, dimV > 4 und detw =1 ist,
€ {3,4} ,falls[dimV =4 oder F # F3] und detm = —1 # 1 ist,
=3 , falls dimV =2 und F # F3 ist.

(Fiir F =F3 und n = 2 zeigt 3.4.22, dafi m kein Produkt von Involutionen ist.)

Beweis: Fir dimV = 2 haben wir das Behauptete in 4.2.8 bewiesen, so dal wir dimV > 3
annehmen konnen. [Beachte: Im Fall dimV = 2, F = F3 gibt es keine Isometrien vom Typ I mit
Determinante £1.]

(i) Falls pp* symmetrisch ist, muf} insbesondere det7m = 1 sein (, weil £ 1 kein Teiler von p
ist). Ferner ist dann 7 fhnlich zu 7!, da 7 zyklisch ist, und es folgt 1;(w) = 2 aus dem Satz
von Djokovié. Ist pp* nicht symmetrisch, so ist m nicht dhnlich zu 7! und damit trivialerweise
l;(m) > 3. Es sind W := kerp!(n) und U := kerp*!(m) totalisotrope m-zyklische Moduln mit
V =U & W. Nach 4.1.7 haben wir:

P det Ty ,falls det w = 1 ist,
et Ty =
—detmy ,falls detw = —1 ist.

Im Fall detw = 1 folgt I(7) = 3 aus 4.2.6. Ist detm = —1 # 1, so kann man 7 nach 4.2.7 als ein
Produkt 7npo darstellen, wobei 7, p, o unitire Involutionen sind, 7 € U(f) die Determinante —1
hat und H := B(7) < F(n) NF(p) eine hyperbolische Ebene ist. Fiir |F| = oo ist 7y auflerdem
keine Homothetie (cf.4.2.7 (ii)) und fiir |F| < oo ist 7 entweder vom Typ I oder eine Homothetie
(cf.4.2.7 (iii)). Nach 4.2.8 (fiir F # F3) und 3.4.22 (fiir F' = F3) gilt 7y = (1{2¢5 fiir Symmetrien
(1,(2,Cs € U(fy). Die Abbildungen ¢ := (@ 1g, # = GO nu, p = QD py sind unitére
Involutionen und erfiillen 7 = (Apo. Es folgt 1; () < 4.

(ii) Nach 2.2.3 und 4.2.9 miissen wir nur noch l;(m) < 3 fiir char(K) # 2 und gerades
t = 2m, m > 2 bzw. fiir char(K) = 2 und ungerades ¢t = 2m + 1, m > 2 nachweisen. Dies folgt
jedoch sofort aus 4.2.6 mit W := V(r — 1)™.

(iii) Beachte, dafl dimV gerade ist, und deshalb aus der eingangs gemachten Voraussetzung
dim V' > 2 bereits dim V' > 4 folgt. Falls K endlich und dim V' = 4(= dim B(7)) ist, ist 7 in jedem
Fall eine kurze Abbildung im Sinne der Definitionen 3.4.1, 3.4.20, 3.5.1 und 3.5.7. Nach den Sétzen
3.4.5 (a), 3.4.21 (a), 3.5.5 (a) und 3.5.8 (a) gilt i;(7) < 4. Falls K endlich ist konnen wir daher
dim V' > 6 annehmen. Ferner halten wir fest, daf p fiir | K| < oo nicht symmetrisch sein kann, sonst
hiitte p = p* = p* = p € F[z]\{x £ 1} geraden Grad und wire deshalb nach 4.2.1 nicht irreduzibel

1 was 1;(m) > 3 impliziert. Wir miissen also

in K[z]. In diesem Fall ist daher 7 nicht &hnlich zu 7~
nur noch ly(7w) < 3 fir detw = 1 und 1y(7) < 4 fiir detw = —1 # 1 und F # F3 beweisen. Dies
folgt jedoch mit analogen Schliissen wie in (i) mit W := Vp!(r). [Man beachte hierbei, daf} es kein

m-invariantes totalisotropes Komplement zu W in V' gibt, wie es in (i) der Fall war. Dies haben wir
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jedoch nur fiir F = F3 und det 7 = —1 wirklich benétigt. Dieser Fall ist hier gerade ausgeschlossen. |

Folgende Fragen zu Involutionen-Lingen 1(7) orthogonal unzerlegbarer Isometrien 7 € U*(f) sind

offen:

e char(K) # 2, dimV > 4, m ist vom Typ I und detm = —1. Gilt I;(7) = 3? (Wir weisen darauf
hin, daB 7 nach einem Satz von C.S. Ballantine (cf.[3] Abschnitt 2, Theorem 3) stets ein
Produkt von drei Involutionen aus GL(V) ist.)

o F=F;3, dimV > 6 und 7 ist vom Typ III mit det # = —1 und Minimalpolynom p?¢, wobei
p € K[z]\{z + 1} irreduzibel und ~-symmetrisch und ¢ € N sei.

e 7 ist vom Typ III mit Minimalpolynom p**! wobei p € K[z]\{z & 1} irreduzibel und ~-
symmetrisch und ¢ € N sei. Dies scheint das schwierigste aller genannten Probleme zu sein, da
es in dieser Allgemeinheit eng mit der ungelosten Frage verkniipft ist, ob auch fiir anisotropes
f (und char(K) # 2) U%(f) von Involutionen erzeugt wird.

4.3 Korper mit surjektiver Normabbildung
Als eine einfache Konsequenz der Satze 4.1.21, 4.1.23, 3.4.5 und 3.5.5 ergibt sich der

Satz 4.3.1 Es gelte N(K) = F und |F| > 3. Dann ist U(f) 5-spiegelig, i.e. jedes m € UE(f) ist

ein Produkt von finf unitiren Involutionen.
Zum Beweis von 4.3.1 benétigen wir die

Beobachtung 4.3.2 Es gelte N(K) = F und |F| > 3. Sei m € U(f) keine Homothetie derart,
dafs F(m) = {0} =F_1(m) und

(%) deg(mip(m)) > 2 oder mip(m)(0) # —1
gilt. Dann gibt es einen anisotropen Vektor v € V- mit g (v(m — 1)) € F*.

Beweis: Seien s, d die in 3.2.3 auf B(7) = V definierten hermiteschen Formen. Wir setzen

d ,falls char(K) # 2 ist, dh s ,falls char(K) # 2 ist,
= und h =
g s ,falls char(K) = 2 ist, d ,falls char(K) = 2 ist.

Nach Voraussetzung gehért ¢ := (7 —1) zu GL(V). Also ist ¢ := fo (¢~ x 1) eine wohldefinierte
~-hermitesche Form auf V. Annahme: Fiir alle v € V folgt aus g(v,v) bereits h(v,v) = 0 oder
t(v,v) = 0. Wegen |F| > 3 ergibt 3.1.6:

(a) g(v,v) =0 impliziert h(v,v) =0 fiir allev € V
oder

(b) g(v,v) = 0 impliziert ¢(v,v) = 0 fiir alle v € V.
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Aus grad V = F_q(m) = {0} (c¢£.3.2.3), dimV > 2 und N (K) = F schlieflen wir, da§ V eine
g-hyperbolische Ebene enthélt. Lemma 3.1.2 zeigt nun, dafl h € Fg oder t € Fg gilt. Weil 7 nach
Voraussetzung keine Homothetie ist, folgt h ¢ F'g aus 3.2.3 und 3.2.4. Somit erhalten wir ¢t = \g
fiir ein A € F* (,da t # 0). Hieraus berechnet man

flomywr) = flv,w) = Ag(v(r — 1), w(r — 1))
B Nif (vr,w(n? — 1)), falls char(K) # 2 ist,
B A (vm,w(n? +1))  falls char(K) = 2 ist.

Aus der Regularitiit von f folgert man hieraus, dafi mip(7) entweder x?+ (i) "tz —1 (char(K) # 2)
oder 22 + A7z + 1 (char(K) = 2) teilt. In jedem Fall ist dies ein Widerspruch zu (x).

Es gibt daher ein a € V mit g(a,a) = 0 und h(a,a) # 0 # t(a,a). Der Vektor v := a¢p~*

hat dann die gewiinschten Eigenschaften. |
Wir beweisen nun 4.3.1.

Ist m eine Homothetie so ist m nach 4.1.21 ein Produkt von vier unitdren Involutionen, da
V wegen N(K) = F eine Orthonormalbasis besitzt. Wir kénnen daher diesen Fall aufier Acht
lassen. Seien U := ker(72 — 1)* und W := V(7% — 1)*°. Dann gilt V = UQ W, mip(ry) hat nur
Teiler der Form (z +1)7, j € NU {0}, und es ist F(my ) = {0} = F_; (7w ). Nach 4.2.10 (ii) ist
ein Produkt von vier unitiren Involutionen aus U(fy), so dafl wir U = {0} annehmen kénnen.

Fall A. deg(mip(7)) > 2 oder mip(m)(0) # +£1. Sei 6 := —detw € {£1}. Dann sind die
Voraussetzungen von 4.3.2 fiir 7 erfiillt. Wir finden deshalb einen anisotropen Vektor v € V, so
daBl g (v(m — 1)) in F* liegt. Nach 3.2.2 (a) gibt es dann eine Symmetrie o, so dafl (v) = Fs(wo)
ist. Sei ¢ := 7o. Dann ist ¢ = ¢(,,) D ¥, und det+, . = 1. Nach 4.1.23 ist 1,1 ein Produkt von
vier unitéren Involutionen aus U(f,.). Hieraus folgt nun unmittelbar, dal auch ¢ ein Produkt

von vier unitidren Involutionen ist. Also ist m = ¥o ein Produkt von fiinf unitdren Involutionen.

Fall B. deg(mip(7)) = 2 und mip(7)(0) € {£1}. Wir kénnen dann V = (D ,c;Ci)D D
als orthogonale Summe von m-Moduln C; und D schreiben, so dafl mip(7¢,) = mip(7) und 7p eine
Homothetie ist. Nach 3.4.5 (a) und 3.5.5 (a) ist myw, ein Produkt von héchstens drei Symmetrien.
Wegen det mp = +1 ist mp nach 4.1.21 ein Produkt von vier Involutionen aus U(fp), da D wegen
N(K) = F eine Orthonormallbasis besitzt. Orthogonales Zusammensetzen ergibt nun, dafl = ein

Produkt von vier unitdren Involutionen ist. [ |

4.4 Algebraisch abgeschlossene Korper

Radjavi [59] hat fiir den Fall K = C und anisotropes f gezeigt, dafl jede unitéire Transformation
mit Determinante +1 ein Produkt von vier unitéren Involutionen ist (cf. 4.1.21). Bekanntlich gibt
es in diesem Fall zu jeder unitidren Transformation w eine Orthogonalbasis, die aus Eigenvektoren

von 7 besteht. Im allgemeinen Fall werden Abbildungen mit dieser Eigenschaft Quasi-Involutionen
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genannt.

Als Hauptergebnis der folgenden Untersuchungen erhélt man, daf jede unitéire Transformation mit
Determinante 41 ein Produkt von fiinf und in Analogie zu obigem Spezialfall jede Quasi-Involution
mit Determinante +1, welche keine Homothetie ist, ein Produkt von vier unitidren Involutionen ist,
vorausgesetzt K ist algebraisch abgeschlossen. Weiterhin zeigen wir unter dieser Voraussetzung,

daB U (f) genau dann 4-spiegelig ist, wenn f anisotrop ist.

4.4.1 Artins Charakterisierung reell abgeschlossener Koérper und der
Tragheitssatz von Sylvester fiir hermitesche Formen
Definition 4.4.1 FEin Koérper heifst formal reell, wenn —1 nicht Summe von Quadraten ist. Fin

Korper heif§it reell abgeschlossen, wenn er formal reell, und jede nichttriviale algebraische Korperer-

weiterung algebraisch abgeschlossen ist.

Satz 4.4.2 Jeder reell abgeschlossene Kiorper R besitzt genau einen Positivbereich, ndamlich die
Menge R? aller Quadrate von R.

Beweis. Siehe [53] Teil 2, S.8, F5.

Satz 4.4.3 (Artin) Sei C ein algebraisch abgeschlossener Korper und R ein echter Teilkirper
von C |, so dafi C' eine endliche Korpererweiterung von R ist. Dann ist R reell abgeschlossen und
es gilt C = R(v) fiir ein v € K mit 1> +1=0.

Beweis : Siehe [53] Teil 2, S.10, Satz 8.

Korollar 4.4.4 Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist F' reell abgeschlossen und es gibt ein . € K
mit 12 4+1 =0 und T = —1. Weiterhin besitzt F genau eine Ordnung <, die durch a < b < gey
b—a € F? definiert ist.

Satz 4.4.5 (Tragheitssatz von Sylvester fiir hermitesche Formen) Es sei (F,<) ein ge-
ordneter Kirper und es gelte K = F(u) fiir ein © € K mit 2 < 0. Seien (vy,...,v,) und

(w1, ..., wy) Orthogonalbasen von V. Dann gilt
D= |{7, € Nﬁn; f(vivv’i) > 0}| = ‘{Z € N§n§f(wivwi) > 0}|

und
q = [{i € Nep; f(vi,vi) <0} = [{i € Nep; f(wi, wi) <0}

Die Zahl sgn(f) := p — q heifst die Signatur von f.
Beweis. [64], S.351, Beispiel 1.6. (iii).

Bemerkung 4.4.6 In der Situation von 4.4.5 ist f durch die dort definierten Grifien p und g
eindeutig bestimmt. In diesem Fall wird deshald U(f) auch mit U(p, q) bezeichnet.

Die Voraussetzungen von 4.4.5 sind insbesondere dann erfillt, wenn K algebraisch abgeschlossen

ist (cf4.4.4).
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4.4.2 U*(p,q) ist 5-spiegelig

Lemma 4.4.7 Seien K algebraisch abgeschlossen und ©m € U(p,q). Dann gibt es eine unitire
Involution o derart, daf V= HQ W fir no-Moduln H und W mit folgenden Eigenschaften gilt:

e B(o) <W und H < F(o0):
o Falls dim W > 1 ist, ist (wo)w eine Quasi-Involution und keine Homothetie;

o Fulls H # {0} ist, ist H ein hyperbolischer Raum und (no)y = wy keine Homothetie.

Beweis. Sei
V= (@ ieIHi)® (@ jeJWj)

eine Zerlegung von V in orthogonal unzerlegbare m-Moduln H;, W; derart, da8 dim H; gerade und
dim W; ungerade ist fiir alle (¢,5) € I x J. Falls I # ) ist, ist H := @ H; ein hyperbolischer Raum
und 7y keine Homothetie. Sei W := @ ;c;W;. Falls dim W < 1 oder 7y eine Quasi-Involution
und keine Homothetie ist, wihle o := 1. Falls dim W > 2 und my eine Homothetie ist, wéhle eine
beliebige Symmetrie o mit B(o) < W. Dann ist (7o) eine Quasi-Involution und keine Homothetie.
Falls dim W > 2 und my keine Quasi-Involution ist, gibt es zu jedem j € J ein t; € Nund A\; € K*
mit A;A\; = 1 und mip(mw,) = (z—A;)?% 1. Folglich gilt mip(A\jmw,) = (z—1)%~! und Wj ist ein
orthogonal unzerlegbarer \;m-Modul vom Typ III. Nach 2.2.3 (i) gilt (A\;m)w, = pjo; fiir unitére
Involutionen p;,0; € U(fw,), die im Fall ¢; > 1 ungleich £1y, sind. Folglich ist mw,0; = X\;p;
eine Quasi-Involution und keine Homothetie, falls ¢; > 1 ist. Orthogonales Zusammensetzen liefert
die Involutionen o := @ ;c,0; € U(fw) und die Quasi-Involution n := @ ;¢ ;A;jp;, die keine

Homothetie ist, da mindestens ein ¢; > 1 ist, und die myo = n erfiillt. |

Lemma 4.4.8 Seien |F| > 9, V ein hyperbolischer Raum und = € U(f)\SU(f). Falls dimV > 2
ist, sei m keine Homothetie. Dann gibt es unitire Involutionen o1,09,03,04 derart, daf fir ¢ :=
o40309017 gilt : det ¢ = detw und B(¢) < F(o3) N F(oy) ist eine hyperbolische Ebene und ein
orthogonal unzerlegbarer ¢-Modul vom Typ I.

Beweis. Sei m := 92V Wihle gem#f 4.1.13 eine Basis B von V, so daf (4.1.4) fiir ein A € GL,,,(K),
das im Fall m > 1 keine Homothetie ist, und geeignete B,C, D € K"™*™ gilt. Setze d := det A.
Nach 4.1.7 und wegen det 7 # 1 folgt d ¢ F. Wegen |F| > 9 gibt es ein a,b € F* mit a® # 1 und
b2 ¢ {1,a?,dd}. Setze p := (v —a)™ (x —b) und ¢ := (x —a~')™ " (z — b~'d). Die Polynome
p und ¢ erfiillen die Voraussetzungen von 4.1.17, und es gilt ged(p, p*) = 1 = ged(q, ¢*). Folglich

gibt es zyklische unitidre Transformationen ¢ und v mit
mip(¢) = pp* = (z —a)"(x —a™ )"

und
mip(¢)) = (x —a)" 'z —a )" Nz —a"d)(z — ad ),

deren Produkt m ist. Setzt man

W=ker(y) —a)" (¢ —a ™ P und H := (¢p —a d)(¢p —ad 1),
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sogilt V.=WQ H,dim H = 2, und ¢y ist zyklisch mit Minimalpolynom (z—a)™ !(z—a=1)™"1.
Wegen a? # dd ist ¢y vom Typ I mit detty = dd~' = det 7 und damit H insbesondere eine
hyperbolische Ebene. Weil sowohl ¢ als auch ¥y zyklisch sind und symmetrische Minimalpoynome
besitzen, die keine ~-symmetrischen Primteiler haben, gibt es nach 2.3.2 Involutionen o1, 02 € U(f)
und o4, 0} € U(fw) so, dafl ¢ = o102 und ¢y = ohoy ist. Setzt man o; := ol 1g, i € {3,4}, so

hat o4---o1m = ¥g@ 1w die gewiinschten Eigenschaften. [ |

Lemma 4.4.9 SeienV eine hyperbolische Ebene und w € U(f) mit det(w) # —1 derart, dafi’ V' ein
orthogonal unzerlegbarer w-Modul vom Typ I ist. Sei ferner e € {1}. Dann gibt es eine Symmetrie

o und eine Quasi-Symmetrie n mit f(a,a) € eN(K) fir a € B(n) und 7 = on.

Beweis. Es gilt mip(7) = (z — a)(z — &™) fiir ein @ € K* mit @' # a und V = ker(r —
a) @ ker(r — a~ 1), wobei ker(m — a) und ker(m — @~ !) totalisotrop sind. Seien u € ker(7 — «) und
v € ker(r—a~!) mit f(u,v) = 1. Wegen det 7 # —1ist @ # —a und somit y := a+a—a t—a~ ! =
(a—a ) (aa ™t +1)#£0. Fir z:=e(a—a Yy ! und w := zu+v gilt f(w,w)=2+2=¢ Seip

die Quasisymmetrie mit B(p) = (w) und det p = — det 7. Dann gilt:
flwm,w)
f(w,w)

= at+al—eza+za ) (aa 1)

trace(mp!) = trace(m) + (det p~' — 1)

= at+al—eza+(e—2)aH(aa+1)

= a-a'l-ala-—aaat+1)=0

1

Wegen det mp~ ! = —1ist mp~!

eine Symmetrie. |

Bemerkung 4.4.10 Ist (L, <) ein geordneter Korper, so gibt es zu jedem normierten Polynom

p € L[z], dessen Grad # 0 ist, ein z € L>1 mit p(z) > 0.

Beweis. Fiir a € L sei
1l a Jfalls @ > 0 ist,
al =
—a ,falls a < 0 ist.

Sei p = 2™ + ppm_12™ 1 + -+ + p1z + po € L[z] ein normiertes Polynom vom Grad m € N.
Setze z == 1+ > " |a;|. Dann ist z > 1 und somit 27 < 2™ fiir alle j € N<,, U {0}. Hieraus
folgt p(z) = 2™ 1+ 3" (laglz™ )+ 0 aizt > 2 e S (Jag| Fa)Z > 2 > 1> 0. W

Das folgende Lemma zeigt, wie in einer hyperbolischen Ebene iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper das Spektrum einer Quasi-Involution durch Verkniipfung mit einem

Zweierprodukt von Symmetrien geiindert werden kann.

Lemma 4.4.11 Seien K algebraisch abgeschlossen, V' eine hyperbolische Ebene und m € U(f) eine
Quasi-Involution und keine Homothetie. Seien weiterhin o, 3 € K mit o # 3, aa = 1 = 33 und
det ™ = af. Es gibt dann Symmetrien p,o und eine Orthogonalbasis (v,w) von V mit f(v,v) =

1=—f(w,w), vro = av und wro = fw.
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Beweis. Seien (, £ die zwei verschiedenen Eigenwerte von 7 und a, b zugehorige Eigenvektoren mit
fla,a) =1=—f(b,b). Seien u,v € K derart, dal v := pa+rb den Formwert f(v,v) = ug—vv =1
hat. Setzt man w := va + @b, so gilt f(w,w) = v — gu = —1 und f(v,w) = pv — v = 0. Seien
p,n die Quasi-Symmetrien mit B(p) = (v), det p = a, B(n) = (w) und det n = 5. Man berechnet

f o, v)

f(umr,w) 2 _
o) (-1

(@a—1)+ Fw, )

trace(mrp 'n!) = trace(m) +

(C+&) + (Cup —&vv)(a—1) — (Cvv — Euip) (B — 1)
= ((+&+ Cup+EQ—pp))(a—1)+ (¢ — p) + Eup) (B — 1)
( . .

C+&+E@—-1)+¢(B—-1)+ pa(¢ —&)(a—p)
= fa+(B+vr(C—¢&)(a—p).

Wegen ¢ :=¢éa+(B=¢a+éa€ Fundd:= ((—&)(a—f) =Ca+Ca—ce F*ist s := dz?+cein
Element von F|[z]. Nach 4.4.10 gibt es ein 2z € F>1, so daB (s(z)? —4)d=2 > 0 ist, i.e. 5(2)? > 4.
Weil dann 2% — 1 € Fsg = F? gilt, gibt es ein y € F mit 2% — y? = 1. Man kann daher y = z und
v = gy wihlen und erhilt (trace(mp~'n~1))? > 4. Hieraus folgt, daB8 V' ein orthogonal unzerlegbarer
7p~tn~1-Modul vom Typ I ist, denn sonst wiirde fiir x := mp~n~! bereits char(x) = (z—7)(x—%)
fiir ein v € K mit vy = 1 gelten. Fiir ¢ wie in 4.4.4 und g,h € F mit v = g 4+ ¢h berechnet man
1=79=g%+h?und

trace(r)? = (Y+79)* =7 +7 +2=2(g> - 1*) +2<2(¢* + h*) + 2 < 4,

ein Widerspruch. Wegen det k = 1 # —1 ist k nach 4.4.9 ein Produkt von zwei unitdren Symme-

trien. -

Definition 4.4.12 FEs seien die Voraussetzungen von 4.4.5 erfillt. Seien = € U(p,q)
und « ein Eigenwert von w zum Eigenvektor v. Nenne « einen Form-positiven (Form-
negativen) Eigenwert von w, falls f(v,v) > 0 (f(v,v) < 0) ist. [Beachte, dafi o so-

wohl ein Form-positiver als auch ein Form-negativer Eigenwert von m sein kann.] Es seien

spect(r) = {B € K; B ist ein Form-positiver Eigenwert von 7},
spec” (m) = {B € K;p ist ein Form-negativer Figenwert von m},
nt = dim{w;wr = aw, f(w,w) > 0),
n, = dim{w;wr = aw, f(w,w) < 0).

L ani-

Lemma 4.4.13 Seien K algebraisch abgeschlossen und v € V' anisotrop. Falls W := (v)
sotrop ist, sei auch V anisotrop. Weiterhin sei = € U (p,q) eine Quasi-Involution mit folgenden

Eigenschaften :
(i) v = aw fir ein a € K\{£1}

(ii) Falls W isotrop ist, sei mw keine Homothetie, i.e. es gibt (£,() € spec™ (w) x spec™ () mit
& # (. In diesem Fall gelte

+ N .
f(v,v) = 1 , falls ag™! pespect (rw) B # detw( ! M sespec— (o) B ist,
7 —1 sonst.
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Dann gibt es unitire Involutionen t1,t2,t3,t4 derat, daff v € F(11) NF(t2) und m = t1t2t3t4 ist.

Beweis. Fall A : W ist anisotrop. Seien (ey,...,e,) eine Orthogonalbasis von V mit e; = v und
ai,...,on € K, sodal € := f(e1,e1) = f(e;, ;) und e;m = e, fiir alle ¢ € N, gilt. Insbesondere
ist dann a3 = «. Definiert man 3;,v;, 3,7, t1,...,t4 wie im Beweis von 4.1.21, so gilt 7 = 3,

B = t1te, B(11),B(t2) < B(B), v = t3eq und B(e3),B(rs) < B(y). Wegen 51 = 1 erhilt man
(v) = (e1) SF(B) <F(u) NF(2).

Fall B: W ist isotrop. Seien ¢, ¢ wie in (ii) und d := det .
Fall B1: f(v,v) = 1. Seien (eq,...,ey) eine Orthogonalbasis von V und aq,...q, € K mit (v) =

<€1>,

1 falls 7 < p ist,
flei ei) = { )
—1 sonst,

e;m = oye; und o = € # ¢ = apyq. Fiir 1 € N<p_1 seien

5 { Hk 1ai ,falls ¢ ungerade ist, 4 { HZ 1 ar ,falls 7 ungerade ist,
G = una vy; ‘=

szl ay falls i gerade ist Hk 1 falls i gerade ist.

Falls ¢ > 2 ist, definiere fiir 1 € N<g_1

5 {dniﬂ,ﬁ @, falls i ungerade ist, [T0H* o, falls § ungerade ist,
+147 - —

Hp+1+1

B . und Wp4144 =
k—pt+2 Ok , falls ¢ gerade ist,

Hp_p+2 v ,falls i gerade ist.
Dann gilt §;v; = o fiir alle i € N<p_q und djw; = a; fir alle j € {p+2,...,n}. Setze § :=
@ Y1 Biltenys 7= O Tl viliey, 6= @ Poprabilien, wi= O 1pyowil(e,

B,7v) ,falls p—1 ungerade ist, 0,w) falls ¢ — 1 ungerade ist,
(0.0) -={ ) und (¢) = { ")

(v,8) ,falls p—1 gerade ist, (w,d) falls ¢ — 1 gerade ist,

und n:= 0@ aple, O aprile,,)D . Fir j € Ng, sei n; der Eigenwert von 7 zum Eigenvektor
e;. Weiterhin seien 79 := 1, 7,41 = d und m := max{p + 2,n}. Es gilt dann 7,1 = a1 --- a,_1,
N = ap =& # ¢ = apr1 = Npt1 und Ny, = dapio -y, also 9y_1 # 1y, wegen (i) und
Tp—17m = MpNp+1- Nach 4.4.11 gibt es Symmetrien vy, v, und eine Orthogonalbasis (e;,, e}, 1) von
H := (ep,epy1), so daB B(v1),B(v2) < H, f(e),,e,) =1 = —f(ep11,€p11)s epp1van = 1€, und
epp1V12n = Nmeyyq. Seien k= p@ (rov1)nD ¢, ' == viven = 0o 77p 11ey)@ T lier )
U:=(e1,..,ep-1), W= (epya,..sen), U = (e1,...,ep1,€,) und W' := (e} 1,€p42...,€n).
Dann gilt 7 = &y und ky,kw,ny, My, sind Quas1—1nvolut10nen, welche #hnlich zu ihren
Inversen sind. Weil U, W,U’, W’ anisotrop sind, findet man wie im Fall A unitére Involutionen
pr,pe € U(fu), us,pa € U(fw), 01,02 € U(fyr) und 63,04 € U(fw), so daBl & = pypuso,
B(p1),B(p2) < B(ku), kw = pspa, B(us), B(ua) < B(kw), myyr = 0102, B(61),B(62) < B(ny),
Ny = 0364 und B(63),B(04) < B(ny/). Orthogonales Zusammensetzen liefert unitére Involutionen
t1: =1 (1)pD ps, to = u2@ (1) pa, t3:= 601D 65 und g := 02D 64 aus U(f), fir die
K = t1t9, und 0’ = 1314 gilt. Ist p — 1 ungerade, so folgt (v) = (e1) < F(B) =F(p) < F(e1) NF(e2).
Ist p — 1 gerade, so folgt (v) = (e1) < F(B) =F(0) < F(i3) NF(eq).
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Fall B2. f(v,v)=-1. Es ist dann
@ H " (7L # detw H 5”55_1, (4.4.9)
Bespec™ (mw) BeEspect (Tw)
da sonst
a H ﬁn; C_l — det H ﬂn;é-—l _ Ol_l H 6n;<——1
Bespec™ (mw) Bespect (mw) pBespec™ (mw )

und damit o = a~! gelten wiirde, im Widerspruch zu (i). Indem man f durch —f ersetzt, erhilt

man, dafl die Situation des Falles B1 vorliegt. |

Wir handeln nun zunéchst den zweidimensionalen Fall ab.

Satz 4.4.14 Seien K algebraisch abgeschlossen, dimV = 2 und m € U*(p, q) keine Involution. Ist
V' anisotrop, so gilt:
2, falls detw™ =1 ist,
li(m) = .
3 ., falls detm™ = —1 ist.

Ist V' eine hyperbolische Ebene, so gilt:

2, falls detm™ =1 und w vom Typ I ist,

1 (n) = 4 |, falls detm™ =1 und 7 nicht vom Typ I ist,
3 , falls detw = —1 und 7 keine Homothetie ist,
5 , falls detm™ = —1 und 7 eine Homothetie ist.

Beweis. Fall A. V ist anisotrop. Seien «, § € K* die Eigenwerte von m zu Eigenvektoren u,v € V.

Weil F* nur die Normnebenklassen F>o = F? und F<g = —F? besitzt und weil f anisotrop ist,
kann man 0.B.d.A. f(u,u) = 1 = f(v,v) annehmen. Ist detw = 1, so gilt § = @. Aus (4.1.8) in
4.1.21 folgt, daBl 7 ein Produkt von zwei unitdren Involutionen ist. Ist det(w) = —1, wihle eine

beliebige Symmetrie o. Wegen det(wo) = 1 ist mo nach Obigem ein Produkt von zwei unitéren

Symmetrien.

Fall B. V ist eine hyperbolische Ebene. Es ist —1 ¢ N(K) = Fs. Sei # € SU(f) nicht
vom Typ I. Ist 7 orthogonal zerlegbar, so folgt 1;(m) = 4 aus 4.2.8. Ist 7 vom Typ III, so gilt
mip(7) = (z + A\?) fiir ein A € K*, da K algebraisch abgeschlossen ist. Wegen A\? = det 7 = 1 mu8
A = +1 gelten. Wegen trace(m)? — 4 = 0 folgt wiederum 1;(m) = 4 aus 4.2.8. Die anderen Fille

liest man unmittelbar in 4.2.8 ab. [ |

Wir kommen nun zu den Hauptergebnissen.

Satz 4.4.15 Seien K algebraisch abgeschlossen und = € U*(p,q) eine Quasi-Involution. Falls

Ind(V') > 1 ist, sei m keine Homothetie. Dann ist w ein Produkt von vier unitiren Involutionen.

Beweis. Falls dimV = 2 ist, folgt die Behauptung aus 4.4.14. Man kann daher annehmen, dafl

dim V > 3 und £1 kein Eigenwert von 7 ist. Sei « ein Eigenwert von 7 und ¢ := max{ng, ny;B e



140

spect (), € spec™ (m)}. Falls ¢ > 2 ist, kann man, indem man gegebenenfalls f durch — f ersetzt,
0.B.d.A. annehmen, daf§ ¢ = n} ist. Falls ¢ = 1 ist, kann man 0.B.d.A. annechmen, dafl p > ¢ und
a € spect () gilt. Seien v ein Eigenvektor von 7 zum Eigenwert o mit f(v,v) = 1 und W := (v)=.
Wegen dim V' > 3 gilt dim W > 2. Nach Wahl von « sind die Voraussetzungen von 4.4.13 erfiillt.

Folglich ist 7 ein Produkt von vier unitdren Involutionen. |

Satz 4.4.16 Seien K algebraisch abgeschlossen und © € U*(p,q). Dann ist © ein Produkt von

finf unitdren Involutionen.

Beweis. Ist dim V' = 2, so folgt die Behauptung aus 4.4.14. Man kann daher dim V' > 3 annehmen.
Nach 4.4.7 gibt es eine unitére Involution o und Unterrdume H, W von V| so dafl mit der Abkiirzung
¢ =mo gt Hb = H, Wo¢p =W, V=HQO W, Blo) < W und H < F(0). Falls H # {0} ist,
ist H ein hyperbolischer Raum und ¢z keine Homothetie. Falls W # {0} ist, ist ¢y eine Quasi-
Involution, welche im Fall dim W > 2 keine Homothetie ist. Ist det ¢y € {£1} oder det ¢y € {£1},
so0 ist ¢y nach 4.1.23 ein Produkt von fiinf unitéiren Involutionen o4, . .., 05 € U(fy) und ¢ wegen
4.4.15 in jedem Fall ein Produkt von vier unitéren Involutionen p1,...,ps € U(fw ). Folglich ist
7= (01D p1) - (04D ps)(o5@ o) ein Produkt von fiinf unitiren Involutionen. Man kann daher
0.B.d.A. det ¢y, det myy € {£1} annehmen. Insbesondere gilt dann H # {0} # W. Nach 4.4.8 und
4.4.9 findet man Involutionen o1, ...,04 € U(f), eine Symmetrie n und eine Quasi-Symmetrie p
mit detp = —detoy &€ {£1}, so daBl ¢y = o1 ---04mp und B(n) + B(p) ist eine hyperbolische
Ebene, die in F(o3) N F(04) enthalten ist. Dabei 148t sich vorschreiben, ob

(*) f(v,v) <0 oder f(v,v) >0 fiir alle v € B(p)

gelten soll. Setze ¢ := pp(,)D dw € U(fB(p)® w)- Bei geeigneter Wahl der Diskriminante von
IB(p) (cf. (¥)) findet man ein v € B(p) derart, dafl die Vorausetzungen von 4.4.13 fiir V' := (v) O W
anstelle von V| { anstelle von 7 und det p anstelle von « erfiillt sind. Man findet daher Involutionen
Kiy... k4 € U(fyr) derart, da B(k1),B(k2) < W und ¢ = k1 - - - k4 gilt. Setzt man Z := V'L, so
folgt:

o = ¢gD ow = (01020304mp)D dw

(01020304m)D 1w)(pD dw)

O w)(1zOD pe(nD ow)
(12D ¢)

010203040 D 1w)(1zD (k1k2k3k4))

010 (k1)w)(2@ (k2)w)(nD 1w)((03)zD £3)((04) 2D Ka4).

( )
((o10203047) )
= ((o1020304m)D 1w)
(( ) )
(

Weil 11 = (1@ (k1)w), t2 = (02D (k2)w), t3 = 1D ow, t4a = (03)zD k3 und
t5 = (04)z@D K4 unitére Involutionen sind, ist m = ty9t3t§tg ein Produkt von fiinf unitéiren
Involutionen. [

Abschliefend zeigen wir nun, da U¥(p,q) genau dann vierspiegelig ist, wenn f anisotrop

ist, i.e. p =0 oder ¢ = 0 gilt.
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Beispiel 4.4.17 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kiorper. Sei A € K* eine primitive 2n-te
Einheitswurzel (cf. [53] §9, F8). Dann gilt A\X\ = 1 und die Abbildung X - 1y ist ein Element von
U(p, q) mit Determinante —1. Sie ist genau dann ein Produkt von vier unitiren Involutionen, wenn

f anisotrop ist.

Beweis. Es gilt A\ € Fsg. Wegen (AX)2" = 1 folgt A = 1. Nach 4.4.15 ist nur zu zeigen, daf8 f
anisotrop ist, falls A1y ein Produkt von vier unitdren Involutionen ist.
Seien p, o, 7,w unitéire Involutionen, so dal A1y = poTw ist. Seien weiterhin a := po, 8 := 7w und

¢ := p1 € U(p, q). Man berechnet:
a=23"1=0)" = (Na ) = (A\a)"" = (\2a)?.
Hieraus folgt
(1) a= (\¥a)? i eN.

Fiir jeden Eigenwert a von « und jedes i € N ist dann auch A\*a ein Eigenwert von a und nach
(1) gilt

(2) ker(a — a) = ker(A\%a)?" — a) = (ker(o — A\%a))¢".
Seien nun 4, j € N<,,_1 U {0}, so daB ¢ > j ist. Wegen 2(i — j) < 2n gilt dann
AN2079) £ 1 & XNa # Na.
Folglich sind alle Polynome = — A*a, i € N<,—1 U {0}, paarweise teilerfremd. Dies liefert
V =) ker(a — \*a)
und
(3) dimker(a — A?a) = 1.

Weil « dhnlich zu seinem Inversen ist, gibt es ein i € N<,,_; U {0}, so daB a=! = A\%q ist. Dies

liefert a € {£\"}. Weil dann insbesondere aa = 1 ist, folgt
4) V=0 I ker(a — A\%a).

Sei nun v € ker(a — a)\{0}. Aus (3) und (4) folgt, dal v anisotrop ist. Aus (2) und (4) erhélt
man, dafl (v,v¢71, ..., vp!~") eine Orthogonalbasis von V mit f(v,v) = f(vg~tvp™!) = ... =
f(vgr=" vpt~") ist. Folglich ist f anisotrop. [ |

4.5 Quasi-Involutionen

Wir geben zuerst einen Beweis des in der Einleitung erwéhnten Ergebnisses von E.W. Ellers [28]

an.

Satz 4.5.1 (Ellers) Sei V' anisotrop. Dann ist jedes m € U(f) ein Produkt von zwei Quasi-

Involutionen.
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Beweis. Seien m € U(f) und M := {(«, 8)|a, 8 Quasi-Involutionen mit (%)}, wobei wir die Eigen-
schaft (x) definieren als: Es gibt eine Quasi-Symmetrie p so, daf

(1) B(anB) < F(pa) NF(F) und F(a) < F(pa), oder

(2) B(am) < F(a) N F(Bp) und F(8) < F(Fp).
Offenbar ist M # () (wihle a = p~! und 8 = 1y). Seien («a, 3) € M, so dal dim B(an3) minimal
ist. Angenommen ¢ := anf # 1. Sei dann p die Quasi-Symmetrie, die in (%) auftritt. Man kann
0.B.d.A. annehmen, da8 «, 3, p die Bedingung (1) erfiillen (andernfalls gelten analoge Argumente).
Ist B(p) € F(¢), so wihle u € B(p)\F(¢), andernfalls withle u € V\F(¢). Weil a := u(¢ — 1) ani-
sotrop ist, ist o : V. — V,v — v + f(a,u)" ! f(v,a)a eine Quasi-Symmetrie mit B(c) = (a) < F(3)
und B(¢c) = B(¢) N (u)* < F(pa)NF(p)NF((Bo)o~ ') = F(a)NF((Bo)o~1). Folglich ist 5 := Bo
eine Quasi-Involution, (o, ') € M (da a, 3,071 (2) erfiillen) und dim B(a73') < dim B(arf3), ein
Widerspruch. |

Von nun an setzen wir char(K) # 2 voraus.

Lemma 4.5.2 (a) Sind S,T < V totalisotrope Unterriume, so dafs S & T regulir ist, und gilt
m:=dim S =dimT, so gibt es eine Involution o € U(f) mit So =T und B(o) < S&T.
(b) Seien A, B < V mazimale totalisotrope Unterriume von V. Dann gilt Ac = B fiir eine

Involution o € U(f).

Beweis. (a) Es gibt eine Basis sy, ..., s, von S und eine Basis t1,...,t, von T, so daf

0 ,falls i # j ist,
f(si’ tj) = . ..
1 falls ¢ = j ist.

Die Vektoren ¢; — s; sind anisotrop und paarweise orthogonal. Folglich ist der von ihnen erzeugte
Unterraum M reguldr. Weiterhin gilt 2s; = (¢t; + s;) — (t; — ;) und t; +s; L t; — s; fur alle ¢, 5.
Demnach bildet die Involution o € U(f), deren Bahn M ist, s; auf ¢; ab.

(b) Schreibe A= (ANB)® S and B= (AN B)@®T. Dann haben S und T die in (a) geforderten
Eigenschaften. Es folgt So =T und B(c) < S @ T fiir eine Involution o € U(f). Wegen

ANB<A*NBY*=(A+B)*<(SaT)* <F(o0)
erhalten wir Ao = B. [ |
Lemma 4.5.3 Seien m € GL(V) und a € K*. Fiir p := (x — a)(z — a~1)gelte
V = kerp(m)>°.

Es gebe einen totalisotropen m-Modul T < ker p(r), dessen Dimension mit dem Witt-Index von V
iibereinstimmt. Falls a # a~' ist, ist mip(w) ein Teiler von p?. Falls a = a~! ist, ist mip(w) ein

Teiler von (x — a)’.
Beweis. Seien ¢ := lem(x — a,z —a~!) und

V=0 LV
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eine Zerlegung von V in orhtogonal unzerlegbare m-Moduln, m € N. Fiir jedes i € Nc,, sei

n; := deg mip(7y, ), i.e. mip(my;) = ¢"*. Die V; seien so angeordnet, dafi ny > - > n,, gilt. Seien
A= {v € V}|Es gibt ein w € Vi~ so, daB v +w € T.}

und

B := {w € Vi |Es gibt ein v € V; so, daB v +w € T.}

Man sieht leicht, dal A und B m-invariante Unterrdume von V; Nker p(7) bzw. Vi Nker p(r) sind
und daB T' < AQD B gilt.

Angenommen die Konklusion des Lemmas ist falsch. Dann ist A C ker p(7) N V; totalisotrop. Sei
w € B. Es gibt dann ein v € V-, so dal v + w € T ist. Folglich ist v € A und f(w,w) =
flo+ w,v +w) = 0. Also ist auch B und damit AQ B totalisotrop. Weil T ein maximaler
totalisotroper Unterraum ist, impliziert dies T = AQD B.

Falls a # a~! ist, setze C := ker(m — a)™ N V;. Dann ist C ein totalisotroper Unterraum mit
dimC =ny >3 > 2 =dimkerp(n) NV; > dim A.

Falls a = a~ ' ist, wihle B <s< B+ 1undsetze C := Vi(1m—a)®. Wegen ny > 6 gilt % +3 < ny,
i.e. s +2 < ny. Demnach ist kerp(7) N V4 und damit A echt in dem totalisotropen Unterraum C
enthalten.

Folglich ist CQD B in jedem Fall ein totalisotroper Unterraum, dessen Dimension grofler als die

von T ist, ein Widerspruch. |

Bemerkung 4.5.4 Sei H < V ein nichttrivialer totalisotroper Unterraum von V. Jedes a €

GL(H) lGft sich zu einer Isometrie & € U(f) fortsetzen, so daf8 mip(&) ein Teiler von
lcm((x - 1)a mip(a)7 mlp(a)*)
ist. Falls a eine Involution ist, trifft dies damit auch auf & zu.

Beweis: Wihle einen totalisotropen Unterraum L von V so, dafl L & H regulir ist und
setze Z = (L @ H)‘. Nach 1.3.5 gibt es eine Fortsetzung o’ € U(frem) von a so, daBl
mip(e’) = lem(mip(«), mip(a)*) ist. Die Isometrie & := o’@ 1z hat dann die gewiinschten

Eigenschaften. |

Als nichstes betrachten wir unitiare Transformationen mit kleiner Bahn.

Lemma 4.5.5 Sein € U(f).

(a) Falls dimB(7) < 2 und B(w) nicht totalisotrop ist, so ist m ein Produkt von zwei Quasi-

Symmetrien.

(b) Ist V ein orthogonal unzerlegbarer m-Modul mit mip(w) = (z + €)*, wobei e € {£1} sei, und

ist 1 < k <5, so ist w ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen.
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Beweis. Behauptung (a) ist ein Spezialfall von Dieudonnés Ergebnis, welches besagt, da§ im Fall
char(K) # 2 jedes m € U(f), dessen Bahn nicht totalisotrop ist, ein Produkt von dim B(7) Quasi-

Symmetrien ist.

(b) Sei zuniichst € = —1 angenommen. Ist k = 2, so folgt dim V' = 2 und 7 ist eine Transvektion.
Weil auch —7 ein Element aus U(f) mit B(—m) = V ist, liefert (a) Quasi-Symmetrien p, o, so daf
—m = po ist. Demnach ist 7 das Produkt der beiden Quasi-Involutionen —p und o. Falls k € {3,5}

ist, ist m nach 2.2.3 sogar ein Produkt von zwei unitédren Involutionen.

Sei nun mip(r) = (z — 1)* angenommen.

Es geniigt folgendes zu zeigen: Es gibt kommutierende Quasi-Symmetrien p,o so, dai B(mwpo)
1-dimensional und regulér ist.

Denn dann ist mpo eine Quasi-Symmetrie und damit 7 = (7po)(po) ! ein Produkt von zwei Quasi-

Involutionen.
Sei ¢ :=m — 1. Wir zeigen zunéchst:

(i) Es gibt ein v € V mit folgenden Eigenschaften:
(1) V = (v,v9, 04, v$3),
(2) v¢ ist anisotrop,
3)

A= —M und = M

Fwd?vg) T T f (06 v)

erfiillen p + i # A2

Beweis von (i). Wihle ein v € V, so da (1) und (2) gelten. Man kann dann g+ i = A\? annehmen,
wobei 1 und A wie in (3) definiert seien. Setze © := v + v(m — 1)2. Dann sind (1) und (2) fiir ©

erfiillt. Weiterhin gilt

~ flis.00) _ o+ xoghe)
flootoe) M eene) TR

also p — 2+ — 2 = A% — 4 # X\2. Folglich erfiillt ¢ die Bedingungen (1), (2) und (3).

(ii) Seien
f(u,29)
f(z0,2)

f(u,v9)
f(ve,v)

Dann gilt f(vg, z¢) = 0, i.e. p und o kommutieren. Weiterhin gilt:

p: V-V u—u+ vh, Y= o+uvd?, zi=v+y, o:V -V, ur—u+t z¢

F(mp) =F(m) ® (v), F(mpo) = F(m) & (v) & (2).
Beachte, da8 f(y,y) = (=A% + p + f1) f(vg,vd) # 0 ist. Setze

___fwy _ _fly+ve? o) _
B O I A
Dann gilt b € B(m) N (v)1 N (2)+ = B(wpo) und f(b,b) = vf(ve?,y) # 0. Damit haben wir das

Gewiinschte bewiesen.
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Falls € = 1 ist, gilt mip(—7) = (x — 1)* und —7 = op fiir Quasi-Involutionen o, p nach dem zuerst

betrachteten Fall. Weil —o eine Quasi-Involution ist, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. |

Bemerkung 4.5.6 Seien w € U(f) und aq,...,as,b1,...,by € K* verschiedene Elemente so, dafs
a;a; = 1 und bjl;l # 1 fir i € Neg und j,1 € N<y. Falls mip(m) ein Teiler von

S

[[@—a)? H(JJ —bj) (@ —b;)"

i=1

ist, ist w ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen.

Beweis. Sei V =0 leUl eine Zerlegung von V in orthogonal unzerlegbare m-Moduln Uj;.

Es gilt dann dim U; = 2, falls mip(7y,) keinen ~-symmetrischen Primteiler besitzt. Folglich liefert
4.5.5 (a), daB 7y, ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen ist. Andernfalls gilt mip(ny,) = (z—a)™
fiir ein ¢ € K mit aa = 1 und ein m € N<5. In diesem Fall ist U, ein orthogonal unzerlegbarer (ar)-
Modul mit mip(any,) = (¢ —1)™. Nach 4.5.5 (b) ist amy, ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen
a, B € U(fy,). Weil auch aa eine Quasi-Involution ist, ist auch 7y, = (aa)f ein Produkt von zwei

Quasi-Involutionen. Orthogonales Zusammensetzen liefert das Gewiinschte. |

Lemma 4.5.7 Seien m € GL(V) und p := mip(w). Weiterhin sei V is w-zyklisch. Es gibt dann
p,o € GL(V) so, daf§ mip(p) ein Teiler von x? — 1, mip(c) ein Teiler von (x% — 1)(x + p(0)) ist,
und ™ = po gilt.

Beweis. Seien n := dimV und v € V so, da (v,vr,...,on""!) eine Basis von V ist. Definiere
p,0 € GL(V) durch vrlp := vr" "L fiir 0 < i < n—1 und vrlo := vr" ¢ fiir 0 < i < n—1. Dann
gilt m = po, p? =1 und (6% — 1)(o + p(0)) = 0, i.e. mip(o) teilt (z* — 1)(x + p(0)). |

Lemma 4.5.8 Sei ¢ € U(f) derart, daff Hp = H fiir einen mazimalen totalisotropen Unterraum
H von 'V gilt. Jeder Primteiler von mip(¢g) sei ~-symmetrisch. Dann ist ¢ ein Produkt von einer

unitdren Involution und zwei Quasi-Involutionen.

Beweis. Sei H = @;c1H; eine Zerlegung von H in ¢-zyklische ¢-Moduln. Fiir jedes i € [ sei a; :=
mip(¢m,)(0). Weil jeder Primteiler von mip(¢y) ~-symmetrisch ist, gilt insbesondere a;a; = 1.
Nach 4.5.7 gibt es «y;, 3; € GL(H;) derart, daf8 mip(a;) ein Teiler von z? — 1, mip(3;) ein Teiler
von (22 — 1)(x + a;) ist, und ¢g, = a;f; gilt. Setze a = Bieray, B 1= @ierfi € GL(H). Dann ist
a eine Involution und mip(3) teilt (22 — 1) - lem{x + a;,i € I}. Seien m := |[{a;;i € T}\{£1}|,
bi,...by € K derart, daB {a;;¢ € T}\{x£1} = {b;;i € N<,, } gilt, und byt1 := 1, bypyo := —1. Mit
diesen Bezeichnungen erhélt man

m—+2

mip(3) teilt H (z + ;)2

=1

Setzt man A; := ker(3 + b;)?, i € N<yy42, so erhiilt man

H=0gm2A,.
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Nach 4.5.4 kann man « zu einer unitiren Involution & € U(f) fortsetzen. Damit ist ¢ := G¢ eine
Fortsetzung von 3. Setzt man A; := ker(¢ + b;)>°, so gilt A; < A; fiir alle i € N<pmto. Weil

FE = @ é:]Ai

ein regulédrer ¢-Untermodul von V ist, gilt

m-+2 m+2
dim H = Ind(V) > Ind(E) > i Ind(A;) > i dim(A;) = dim H,

i=1 i=1
also Ind(fli) = dim A; fiir alle ¢ € N<y,q0. Aus 4.5.3 erhéilt man nun, dafl mip(z/JAi) ein Teiler
von (x — b;)® ist. Nach 4.5.6 ist 1z ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen v/, € U(fg). Weil
E+ ein anisotroper - Modul ist, ist ¢ 5. nach 4.5.1 ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen
", 6" € U(fgr), so daBl ¢ das Produkt der Quasi-Involutionen v :=+'D " und § := § QD §” ist.
Folglich ist ¢ = ay§ das Produkt der unitéren Involutionen o und der beiden Quasi-Involutionen
v und 9. |

Lemma 4.5.9 Sei m € U(f) derart, dafl kein Primteiler von mip(w) ~-symmetrisch ist. Dann ist

7 ein Produkt von einer unitiren Involution und zwei Quasi-Involutionen.

Beweis. Eine orthogonale Zerlegung von V in orthogonal unzerlegbare m-Moduln enthélt
ausschlieBlich Moduln vom Typ I. Man kann daher annehmen, dafl V selbst ein orthogonal
unzerlegbarer m-Modul vom Typ I ist. Dann gilt V' = U @ W fiir totalisotrope zyklische m-Moduln
U und W. Sei p := mip(mw ). GeméB 4.5.7 findet man p,o € GL(W) so, dal my = po, mip(p) ein
Teiler von 22 — 1 und mip(c) ein Teiler von ¢ := (2% — 1)(z + p(0)) ist. Seien p, 6 € U(f) die nach
1.3.5 eindeutig bestimmten Fortsetzungen von p bzw. ¢ mit Up = U = U¢. Nach 1.3.5 ist p eine
Involution und mip(&) ein Teiler von lem(g, ¢*). Dieses Polynom teilt (22 —1)(z +p(0))(m—p(_0)71),

so dafl & nach 4.5.6 ein Produkt von zwei Quasi-Involutionen ist. |

Durch Kombination von 4.5.1, 4.5.8 und 4.5.9 koénnen wir nun den entscheidenden Satz

dieses Abschnittes beweisen, aus dem mit 4.5.2 sofort das Hauptergebnis folgt.

Satz 4.5.10 Jedes ¢ € U(f), das einen maximalen totalisotropen Unterraum H invariant lifst, ist
ein Produkt von einer unitiren Involution und zwei Quasi-Involutionen. Insbesondere ist ¢ damit

ein Produkt von drei Quasi-Involutionen.

Beweis. Sei mip(¢y) = rs, wobel r und s normierte Polynome seien, so dafl jeder Primteiler von
r jedoch keiner von s ~-symmetrisch ist. Setze A := kerr(¢g), A := kerr(¢)>®, B := ker s(¢x),
B :=ker(ss*)(¢)>° und C := (A+B)*. Dann gilt H = A®B, A< A, B< BudV = AQ BQ® C.
Wegen

dim H = Ind(V) > Ind(A) + Ind(B) > dim A + dim B = dim H
gilt Ind(A) = dim A, und C ist ein anisotroper ¢-Modul. Nach 4.5.8 ist ¢ ; ein Produkt von

einer unitéren Involution o und zwei Quasi-Involutionen a1, 3;. Nach 4.5.9 ist auch ¢4 ein Pro-
dukt von einer unitdren Involution oy und zwei Quasi-Involutionen aw, 32. Nach 4.5.1 ist ¢¢ ein

Produkt von zwei Quasi-Involutionen ag, 83. Folglich ist ¢ das Produkt der unitdren Involution
o:=01D 02 1l¢ und der Quasi-Involutionen « := ;D) asD as, 6 := 41D BoD Ss. [ |
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Satz 4.5.11 Jedes w € U(f) ist ein Produkt von zwei unitiren Involutionen und zwei Quasi-

Involutionen. Insbesondere ist w ein Produkt von vier Quasi-Involutionen.

Beweis. Sei H ein maximaler totalisotroper Unterraum. Weil auch H7~! ein solcher ist, gibt es
nach 4.5.2 eine unitére Involution o, so dafl Ho = Ha~! ist, i.e. Homr = H. Nach 4.5.10 gibt es

eine unitére Involution @ und Quasi-Involutionen (3,+, so dafl o = afy ist, i.e. # = ocafF7y. |

Korollar 4.5.12 Besitzt © € U(f) keinen Elementarteiler der Form p?*=', t € N, p € K|z]
irreduzibel, ~-symmetrisch und deg(p) > 1, so ist w ein Produkt von einer unitdren Involution und

zwet Quasi-Involutionen. Insbesondere ist w ein Produkt von drei Quasi-Involutionen.

Beweis. Jeder regulére, orthogonal unzerlegbare 7- Untermodul von V enthilt einen maximalen

totalisotropen Unterraum, der w-invariant ist, so daf§ die Behauptung aus 4.5.10 folgt. |

Eine triviale Konsequenz dieses Korollars ist der

Satz 4.5.13 Ist K ein algebraisch abgeschlossener Kérper, so ist jedes m € U(f) ein Produkt von
einer unitiren Involution und zwei Quasi-Involutionen, also insbesondere ein Produkt von drei

Quasi-Involutionen. |

4.6 Offene Fragen

(1) Lassen sich analoge 'Block-Zerlegungssétze’ zu den im Abschnitt 4.1 hergeleiteten auch fiir
hermitesche Réume ungerader Dimension mit maximalem Witt-Index %(dim V —1) formulie-
ren? Kann man auf diese Weise die Vermutungen von Thompson und Ore fiir die endlichen
einfachen Gruppen PSUs,,11(Fy2), (m,q) # (1,2), studieren?

(2) Man versuche, die Sétze aus dem Abschnitt 4.1 einheitlich fiir hyperbolische symmetrische,

symplektische und hermitesche Formen zu formulieren und zu beweisen.

(3) Unter der Voraussetzung N (K) = F und |F| > 3 beweise oder widerlege man durch ein
Gegenbeispiel, da8 U (f) vierspiegelig ist, i.e. jedes 7 € U(f) ein Produkt von vier unitéiren
Involutionen ist (cf. 4.3.1).

(4) Beispiel 4.4.17 zeigt, daB8 U*(p, q) fiir p, ¢ > 1 stets Homothetien enthilt, welche kein Produkt
von vier unitiren Involutionen sind. Gibt es in U*(p, ¢) Elemente mit dieser Eigenschaft, die

nicht im Zentrum liegen?

(5) Ist m# € U(f) im Fall char(K) # 2 ein Produkt von 3 oder sogar 2 Quasi-Involutionen ?
(Zum Nachweis der 3-Quasispiegeligkeit kénnte man nach 4.5.12 0.B.d.A. annehmen, daf§
vom Typ III ist und dafl mip(7) = p?*~! fiir ein irreduzibles, ~-symmetrisches p € K[z] mit
deg(p) > 2 gilt.)

(6) Wie in der Einleitung angesprochen sind fiir char(K) = 2 unitire Involutionen (# 1) keine

Quasi-Involutionen. Dies wirft natiirlich die Frage auf, ob Quasi-Involutionen im bisherigen
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Sinne das geeignete unitéire Analogon zu Involutionen in orthogonalen Gruppen reprisentie-
ren. Fine naheliegende, neue Definition wire, solche unitdren Transformationen, welche ein
Produkt von beliebigen paarweise kommutierenden einfachen unitiren Transformationen [al-
so sowohl Quasi-Symmetrien als auch unitéren Transvektionen] sind, als Quasi-Involutionen
zu bezeichnen. Jede Quasi-Involution im alten Sinne wére dann natiirlich auch eine im neu-
en. Quasi-Involutionen waren dann in jeder unitdren Gruppe ein Erzeugendensystem. Lassen
sich die obigen Techniken verfeinern, oder bieten sich neue zur Losung des Langenproblems

beziiglich dieser Quasi-Involutionen an?



Anhang

Der Satz von Lev

A.Lev beweist in [51] folgenden Satz (Theorem 2) iiber Produkte zyklischer Konjugiertenklassen

in allgemeinen linearen Gruppen:

Satz 4.6.1 (Lev) Seien F ein Koérper, n € N>o und A,B,M € GL,(F). Es sei M keine Ho-
mothetie und die Matrizen A, B seien zyklisch, mip(A) zerfalle in F[x] in Linearfaktoren und es
gelte det M = det Adet B. Weiterhin seien Q1 := ASTn(F) ynd Qy := BSn(F) die zu A bzw. B
gehorigen Konjugiertenklassen in GL,,(F). Falls n > 3 und |F| > 4 ist, gilt M € Q1Qs. Im Fall
n=2 git

{N € GLy(K)|det N = det AB und N ist keine Homothetie} C Q10

genau dann, wenn die Eigenwerte von A verschieden sind, oder mip(B) in F[z] in Linearfaktoren
zerfallt.

In der oben zitierten Arbeit wird aufler 4.6.1 noch eine Aussage iiber Produkte zyklischer Konjugier-
tenklassen in speziellen linearen Gruppen gemacht (Theorem 3). Weil der Beweis dieser fehlerhaft

ist (so ist etwa fiir n = 5 und k = 3 die Gleichung
Y, H(t)p = pdiag(1, Y, —1(—1))

am Ende des Beweises von Lemma 5 falsch), beide Sétze aber in weiten Teilen gemeinsam behandelt
werden, erschien es mir aus Griinden der Nachpriifbarkeit meiner eigenen Ergebnisse notwendig,
den Satz 4.6.1 separat zu beweisen. Der Beweis vereinfacht sich fiir n > 3 wesentlich, wenn man
voraussetzt, dafl die zyklische Matrix A aus 4.6.1 einen Eigenwert mit einfacher Vielfachheit besitzt.
Es stellt sich dabei heraus, da§ man dann die Forderung |F| > 4 zu |F| > 3 abschwéchen kann.
Es wird diese leichtere Version bewiesen, da sie fiir die Anwendungen im Kapitel 4 ausreichend ist.
Es sei angemerkt, dafl sich mit ihr die Vermutung von Thompson auch fiir die einfachen Gruppen
PSLapm+1(F3), m € N, beweisen 148t (cf. 4.6.15 unten).

Satz 4.6.2 Seien I ein Kérper, |F| > 3, n € N>o, A, B € GL,(F) zyklisch und M € GL,(F)
keine Homothetie mit det M = det Adet B. Weiterhin seien Qp = ASE(F) ynd Qq := BGLn(F)
die zu A bzw. B gehorigen Konjugiertenklassen in GLy,(F).

149
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(i) Sei n = 2 und A besitze die Eigenwerte p,v € F*. Es gilt M € Q1Qs genau dann, wenn
u # v oder trace(M) # utrace(B) oder wenn mip(B) in F[x] in Linearfaktoren zerfdllt.

(ii) Sei n > 3. Das charakteristische Polynom von A zerfalle in Linearfaktoren, und A besitze

einen Eigenwert mit einfacher Vielfachheit. Dann gilt M € Q185.

Ich moéchte hervorheben, dafl die Ideen fiir den angegebenen Beweis von 4.6.2 von A. Lev stammen
und aus [51] ibernommen wurden.

Als erstes beweisen wir kurz die Aussage (i).

Seien 7 := trace(B), ¢ := —det B, { := trace(M) und

1
é v

B = € Qo

<. Setze z := (( —vy)d~ 1. Falls u # v oder z # 0 ist, gilt

AI = pos ‘| S Ql.
v
Es folgt
)
M’ = A/B/ = : K + = € 9192.
vy vy

Wegen trace(M’) = ¢ und weil M’ wegen vd # 0 keine Homothetie ist, ist M’ #hnlich zu M. Man
kann daher g = v und z = 0 annehmen. Nach Voraussetzung besitzt B dann Eigenwerte n,0 € F*.
Wegen |F| > 3 gibt es ein 7 € F*\{u}. Setze s :=rn~! € F* und

nw+r —=s

r2s—! nw—r

A =

Wegen s # 0 ist A” keine Homothetie und damit zyklisch. Man berechnet mip(A”) = 22 — 2ux +
p? = mip(A). Es folgt A” € Q1 und

B — p+r —s 1 _ —56 w4 r— sy € 0,0
r2st opu—r 5 v (w—r)s ris L+ (u—r1)y
Wegen p # r ist M"” := A” B’ keine Homothetie. Aus
trace(M") = r%s7 ' —ry—s6+py =s(n? —ny —06) + uy

= s mip(B)(n) + ¢ = trace(M).

folgt, dafl M" dhnlich zu M ist.

=. Sei M € 21Q5. Es gelte py =v und ( = py. Flir r € F und s € F* sei

A(r,s) =
( ) r2s1 w—=r

uw+r —s 1
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Wegen s # 0 gilt mip(A(r,s)) = char(A(r,s)) = 2% — 2ux + p? = mip(A), also A(r,s) € Q. Ist
umgekehrt

a b

c d ]

ein Element von €1, so gilt 22 — 2ux + p? = mip(A4) = mip(C) = 22 — (a + d)x + ad — be, i.e.

C:

ri=a—p=p—dund r? = —cb. Weil C zyklisch ist und nur einen Eigenwert besitzt, ist b # 0 oder
¢ # 0. Es folgt C' = A(r,—b) oder C' = A(r, —c)" und somit Qy = {A(r,s), A(r,s)';7 € F,s € F*}.
Es gibt daher eine zu M &hnliche Matrix N, ein r € F' und ein s € F* so, daf}

—s6 wr—sy

1) N=A(r,s)B' =
. ) (n=r)d st 4 (n—r)y

oder

(2) N = A(r,s)!B' =

25716 p+r+risTly ]
(W=r)0 (p—=r)y—s
gilt. Im Fall (1) erhiilt man
py = trace(M) = trace(N) = s((rs™1)? — y(rs™') = §) + uy = s mip(B)(rs ') + pr.
Wegen s # 0 ist rs~! ein Eigenwert von B. Im Fall (2) erhélt man
pry = trace(M) = trace(N) = s6 1 ((rds ™) — y(rds™) = 8) + py = 86 'mip(B)(rds ') + ury.

Wegen s~ ! # 0 ist 7ds~! ein Eigenwert von B. In jedem Fall zerfillt mip(B) in F|z] in Linear-
faktoren. |

Fiir das weitere seien F' ein Korper und n € Nx>o.

Notation 4.6.3 Seien | € N>o und m € Ng;. Die Permutation (1...m) der symmetrischen
Gruppe S; sei mit pq m) bezeichnet. Fiir | = m schreiben wir p; statt pq ). Weiterhin sei p :=
pn. Fir eine Permutation o € S; sei die zugehdrige Permutationsmatriz (5i7ja*1)1§i,j§l e Fixl

ebenfalls mit o bezeichnet.

Definition 4.6.4 (Begleitmatrix) Seien p = 2™ + > p;z" ein normiertes Polynom aus F|z]

und q := (=p1,...,—pn_1) € F*~ L. die Matriz
I
' € GLL(F)
—Po ¢

nennen wir die Begleitmatrixz zum Polynom p.

Lemma 4.6.5 Seien A € F™" und f11,..., fun € F mit [[;—, fi; = 1. Es gibt dann f; ; € F*,
(1,7) € N<y, x N, \{(4,0);7 € N<y } s0, daf fir B := (fi jAij)1<ij<n die Matriz pB dhnlich zu
pA ist.

Beweis. Fir ¢ € N, setze ¢; := Hé‘:z f]fjl. Dann gilt cic;_ﬁl = fit1,i41 fiir ¢ € N<,,—7 und
cner = 1, 221 = fi1,1. Wahle C := diag(ci,...,¢,) und f;; = cz-,flc;1 € F* fir (i,j) €
Ngn X Ngn\{(Z,Z),Z S Ngn} Dann gllt B = p_leAC_l = (fi,in,j)lgi,jgn- [ |
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Korollar 4.6.6 Seien A € GL,(F) eine Begleitmatriz mit mip(A) = z™ + Z;:Ol a;xt und
fiooo o€ Fmit []7_, fi = 1. Dann gibt es a}, ... a, € F so, daf§ fir

!
—apf1 aj... al,_,

fn
die Matrixz pB dhnlich zu A ist. |

Lemma 4.6.7 Seien A und B wie in 4.6.6. Seien weiterhin r € N<,_1, By € GL,.(F) und
By € GL,,—.(F) obere Dreiecksmatrizen so, daf§ (B1)i; = Bi,; firi € N<, und (B2)i; = Bryirti
fiir i € N<,,_p gilt. Dann gibt es ein C' € F"*"™" so, daf§ A dhnlich zu der Matriz

B, C

p B,

18t.

Beweis. Siehe [10] Satz 5.13. [ |

Lemma 4.6.8 Seien aq,...,a, € F* und A € GL,,(F) zyklisch mit Jordan’ scher Normalform

€1,...,€6n—1 € {0,1}. Sei B € GL,(F) eine obere Dreiecksmatriz mit B; ; = a; fir alle i € N<,,,
und fir i € Nep_1 gelte B; ;41 # 0, falls ¢, = 1 ist. Dann ist B dhnlich zu A.

Beweis. Siehe [10] Hilfssatz 4.9. [

Satz 4.6.9 Seien |F| > 3, n € N>3 und A,B,M € GL,(F) zyklisch mit det M = det Adet B.
Das Minimalpolynom von A zerfalle in F[x] in Linearfaktoren . Seien Q4 = ASL(E) ynd Qg =

BCLn(F) die zu A bzw. B gehirigen Konjugiertenklassen in GL,, (F). Dann gilt M € Q5.

n—1

Beweis. Seien mip(M) = 2™ + Z;:Ol pizt, mip(B) = 2™ + > bz’ und ay,...,a, € F* die
Eigenwerte von A so, dafl
al €1

Gp—1 €n—1

A
eine Jordan’sche Normalform von A fiir geeignete €1, ...,€6,-1 € {0,1} ist. O.B.d.A. gelte

—Po ‘ —P1°" = Pn-1

M=p ‘In71
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Setze

as 1

C:= R € GLn_1(F),
Ap—1 1

an
fi:=TIlya; und f; :=a;" fir 2 <i<n. Dann gilt [[/_, fi =1 und
—bof1 = (—1)""a; ' det Bdet A = (—1)""a; " det M = —poai .

Nach 4.6.6 und 4.6.7 gibt es ein u € F"~! so, da8

-1
—Ppoa U
B/::pl Pot €y

Cj—l

gilt.
Fall A: p1 # —asuy. Seiv := ((p1, ... ,pn,l)—&—uC)alpal € F*~!. Dann gilt v; = (p1+a2u1)a1p51 *
0 und nach 4.6.8

a v

C

A= € Q.

Es folgt M = B'A’ = (B'A'B'"~Y)B’ € Q1.
Fall B. p; = —agu;. Wegen |F| > 3 gibt es ein t € F*\{—a;'}. Setze

1t 1 —t
S = 1 € SL,(F) und T := 1 € SL,_1(F).
[n,Q In73
Dann gilt :
I, 1 1
diag(1,T)p~ ! = " = diag(T,1) = S,
p diag(1,T)p l ) 1 i, ] g(T'1)
i.e. S71p = p diag(1,T). Es folgt
- - - 1 ¢
B"=5'BS = p| “Pody ¥ 1
i Tl c-!

- —poai | —poal 't + ui,ug,. .., Uy
TC-! '
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Setze u' := (—poay 't +ui, Uz, ..., Up_1) € F71,
[ay 1 1t
C'=CcT! = ag 1
1
L Qn 1
[ a9 G,Qt +1 1
as 1
1
L aln -

und o' = ((p1, -, pn_1) +w'CNaipyt € F*~1. Dann gilt v} = (p1 + agu})aipy 't = —ast # 0 #
agt +1 = C 5 und nach 4.6.8

/

“ g/ ] €0,

Es folgt M = B"A” = (B"A"B"~1)B" € (1 Qs. u

Lemma 4.6.10 Seien ay,...,a, € F* und A € GL,,(F) zyklisch mit Jordan’scher Normalform

ap €

€1,...,6n—1 € {0,1} Seien s € Noy, und qo,...,qs—1 € F so, daff [[;_,(x —a;) = 2* + Zf;& gzt
gilt, und
—4qo

A& =

1 —(Qs—1
Sei weiterhin As € GL,,_s(F) eine obere Dreiecksmatric mit (Ag);; = as+; fir alle i € N<p_s und

(Ag)iiq1 # 0 fir alle i € N<y_s_1, fir die ¢; =1 ist. Dann gibt es zu jedem ¢ = (c1,¢3,...,Cs) €
F*=1 eind. € F so, daf fiir alle co € F\{d.} und alle C € F**"=5=1 die Matriz

Ay
Az

A=

dhnlich zu A ist, wobei C' := ((c1,c2,¢3,...,¢5)t,C) € F$*X"™5 seij.
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Beweis. Seien

A = A € GL,(F)

Qs

und e := (0,...,0,1) € F'* der s-te Standardbasis-Vektor des F*. Fiir 0 < j < s — 1 sei

0

rj::A{t: 0

—s—]

Folglich ist {rf;0 < j < s—1} eine Basis von F** und damit R := ((rj—1)i)1<ij<s = (ro| .- - |rs-1) €
GL,(F). Es gilt

R= ’ € GL,(F)

und bekanntlich R~1A; R = A]. Setze
de :=a;'(—c; — ZRs,iCi) =a;'(—e1 — ZRs;ici)
=3 i=3

und S := diag(R, I,—s). Man berechnet

A, RC'
Az

A= SA'ST =

Wegen R, o = as und (C")21 = 2 # d. gilt (RC")s1 = as(ca —d.) # 0. Nach 4.6.8 ist A” dhnlich
zu A. [ |

Die beiden folgenden Bemerkungen beinhalten einfache Rechnungen mit speziellen Permu-

tationen.

Bemerkung 4.6.11 Seien n > 3, m € N>3, ny € NU{0}, no,...,nm € N so, daffn=>" n;
gilt, und o = diag(ln,, Pras- -+ Pn,,) € GLn(F). Bezeichnet man die zur Permutationsmatric o
gehorige Permutation von N<, ebenfalls mit o und setzt p; = 22:1 n; fir j € N<y,, so gilt
o= H;-n;ll(pj +1...pjy1). Die Menge S := N, U {p; + 1;i € Ney,, 1} hat die Michtigkeit
s:i=n1+m—1<min{n—1,p,_1 + 1}. Sei

i , falls i < ny ist,

Y Neg — S,i
B Pi—ny + 1, falls i > ny ist.

die anordnungserhaltende Bijektion von N<y auf S. Dann gilt N<,,,+1 C Fix(¢'). Es lafit sich ¢’

zu einer Permutation ¥ von N<s U S fortsetzen. Diese induziert dann eine Permutation ¥ von
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N<,, mit N<,\(N<s US) C Fix(¢)). Wegen maxN<; US = pp,—1 + 1 gilt insbesondere N<,,, 41 U
{Pm-1+2,...,n} CFix(y)). Weiterhin gilt

O—ilp = wilp(s,n)d)'

Beweis. Es ist nur die Giiltigkeit der letzten Gleichung nachzuweisen. Falls ¢ € N<,,, C Fix(o)NNc,
ist, gilt 4,4 + 1 € Fix(¢)) und

i¢071p = Zp =i+1= Zp(s,n) = Zp(sm)q/}
Falls i € {n1 +1,...s} ist, gilt

np=1 falls ¢ = s ist,

o p = (Pien, +1)0 " p=pi_n =
p = (Pi—n, +1) TN i+ 1= (i+ 1) falls § < s ist,

und

) " =1 falls i = s ist,
P(s,n =
Plam) (i+ 1)y falls i < s ist.

Falls i € Ns, C Fix(p(s,n)) ist, gilt i) ¢ S = N<,1p, also
id}a’ilp = (M,ZJ - l)p = “/} = Zp(s,n)w u

Bemerkung 4.6.12 FEs scien die Bezeichnungen wie in 4.6.11. Seien T := {s+ 1,...,pm—1 +
1} und @' diejenige Permutation von T4, fir die (s + 1)¢d’ < -+ < (pm—1 + 1)@’ gilt. Die
Permutation ¢ von N<,, die auf Tv mit ¢’ dbereinstimmt und auf N<,\Tv die Identitit ist,

geniigt dann den folgenden Bedingungen:
(i) 1v¢ < - < svg,
(ii) (s+ 1Yo <--- <nipg,
(iif) (07'p)o = d(a™"p),
(iv) Bs gilt 1 € Fix(¢¢) und, falls n,, > 2 ist, auch n € Fix(y¢).

Beweis. (1). Wegen N<yp C Ncp,\T¢ C Fix(¢) gilt (1¥o,...,sv¢) = (1¢,...,s¢) =
1,...,n,p1+1,...,p;+1,... ., pm-1+1),j € Nepy1.

(ii). Nach 4.6.11 gilt {pm-1 + 2,...n} C Fix(¥), {pm-1+2,...,n} = {Pm-1+2,...,n}p C
N \T4 C Fix(9). Es folgt ((s+1)u@,...,nbg) = (s+ 1) .., (D14 1), D142, .. ).
Nach Wahl von ¢’ sind die Eintrége dieses (n — s)-Tupels wachsend angeordnet.

(iii). Nach 4.6.11 gilt o~ 1p = p'(“;n). Es gilt No,\T% C Fix(¢) und wegen 7 C (Ney)s, C
Fix(p(s,n)) auch Tt C Fix(¢p~ ! p(s n)¥) = Fix(o~!p). Somit kommutieren ¢ und o' p.

(iv). Wegen 1 < ny + 1 liegt 1 nach 4.6.11 in Fix(¢)). Wegen 1 < s + 1, gehort 1 = 1¢p~! nicht zu
T,ie. 1€ N, ,\T¢ C Fix(¢). Sei n,, > 2. Dann ist p,,—1 + 2 < n, so daf n nach 4.6.11 in Fix (1))
liegt. Wegen n > pp,—1 + 1, gilt ny™' =n € 7, also n € N<,,\Tv C Fix(¢). [ |
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Hilfssatz 4.6.13 Es seien die Bezeichnungen wie in 4.6.11 und 4.6.12. Seien R € GL4(F), S €
GL,,—s(F) obere Dreiecksmatrizen, T € F**"~% mit T; ; = 0, falls i > (j + s)vo, (i,5) €
NSS X Nsn_s, und

R T

Q= € GL,(F).

Dann ist U := Q¥¢ = (Qi(pp)—1,j(wp)-1)1<i,j<n eine obere Dreiecksmatriz mit Diagonalelementen

Uipg,ivg = Qii- Ist ny > 2, so sind Uppg,n = Qin, © € N<,, die Eintrdige der letzten Spalte von U.

Beweis. Seien i,j € N<,,. Weil fiir eine Permutationsmatrix P stets P® = P~! gilt, erhélt man
Usj = elUe = ei(¥9) ' Qo)es = €ipp)-1Q€ps)-1 = Qitwe)-1,i(we)-1+ 1€ Uiggjvgs = Qi
Falls n,, > 2 ist, wird n nach 4.6.3 (iv) von 9¢ festgelassen. Dies beweist die letzte Aussage der
Behauptung.

Annahme: Es gilt i1¢ > ji¢ und 0 # Uiye,jye = Qi,j. Weil @ eine obere Dreiecksmatrix ist, ist
dann ¢ < j. Nach 4.6.12 (i) und (ii) gilt dann (¢,7) € N<g X N>44q, also 0 # Q;; = T; j—s, €in
Widerspruch zur Definition von 7' |

Wir kommen nun zum Beweis von 4.6.2 (ii).
Nach 4.6.9 kann man annehmen, dafl M nicht zyklisch ist. Weiterhin kann man 0.B.d.A. annehmen,
daB M in Frobenius-Normalform ist. Weil M nicht zyklisch und keine Homothetie ist, gibt es ein
m € N>g, ein ng € NU {0} mit ny > 0, falls m = 2 ist, na,...,n, € N>o, Begleitmatrizen
M; € Flixti 2 < < m, derart, daf fiir 2 < j < m — 1 char(M;) ein Teiler von char(M, ) ist,
und ein pu € F* so, dafl

M = diag(ply,, Mo, ..., My,,)

gilt. Es seien (p;)ien.,,, s, 0,9, ¢ wie in 4.6.11 und 4.6.12 definiert. Beachte dal s = n; +m—1> 2
ist. Wir unterscheiden die beiden Félle A: 'n —s> 2" und B:'n—s=1".

Fall A. Fiir 2 < i < m sei U; := p,; M;. Setze U := diag(ul,,,Us,...,Up). Dann ist U eine
obere Dreiecksmatrix, und es gilt M = oU. Seien C € F**" % ¢:= (C11,C13,...,Cs1) € Fs-l
und €,_1, A}, As,d. wie in 4.6.10. Nach Voraussetzung besitzt A einen Eigenwert o mit einfacher

Vielfachheit. Daher kann man (As),—sn—s = @ und €,—1 = 0 annehmen. Es gelte
(al) C;; =0, falls ip;lpd > (j + )¢ ist.
Nach 4.6.12 (iv) gilt 1 € Fix(¢), und daher
2070 = 19p = 1 < (s + 1)1,
Die Forderung Cs 1 # d. steht daher nicht im Widerspruch zu (al). Nach 4.6.10 gilt

Ay C
Az

A= € Q.

Weil n,, > 2 ist, schliefen wir weiterhin mit 4.6.12 (iv), daB ip; ¢ < n = ny¢ fiir alle i € N<;
gilt. Dies besagt, dafl wegen n — s > 2 die Eintriige der letzten Spalte von C frei wihlbar sind (cf.
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(al)). Setze

D= PSAII =

und E := p,C. Dann sind die Eintrége der letzten Spalte F; ,—s = Cip, n—s, © € N<g, von E frei
wahlbar, und nach Wahl von C gilt E; ; = C;,, ; = 0, falls i1p¢ > (j + s)1¢ ist. Es ist

D F
G = pismA =

] € GL,(F)

Ay

eine obere Dreiecksmatrix mit det G = (—1)*T! det A. Weil E die in 4.6.13 geforderten Eigenschaf-
ten besitzt, ist H := G¥? eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen Hiygivy = Gis und
letzter Spalte Hiyg.n = Gin, ¢ € N<p, wegen ny, > 2. Weil wegen €,_1 = 0 nach 4.6.10 auch die

Eintrdge (A2)in—s, ¢ € N<,_s_1 beliebig aus F gewihlt werden kénnen, erhalten wir:
(a2) Die Eintrage Hiypgn = Gin, © € N<p_1, diirfen beliebig aus F' gewahlt werden.

[Zwischenbemerkung: In (a2) besteht die wesentliche Vereinfachung der allgemeinen Situation des
Satzes von A.Lev 4.6.1. Dort kann €,_1 = 1 auftreten, so daf nach 4.6.8 nur die Eintrége Hiye n,
i # n—1 beliebig aus I gewéhlt werden diirfen. Der Eintrag H(,,—1)y¢n = (A2)n—s—1,n—s hingegen
muf zu F* gehoren.]

Mit Hilfe von 4.6.11 und 4.6.12 (iii) berechnet man:

A" = A =TT ) Gus = 67, TG
= ¢ ' p l'o)GYo=(p o) 'GYo=p loH € Q.

Seien H' := (H;j)i<ij<n—1, hi == H;n, 1 < i < n, h := (hy,...,hy_1)" und analog U’ :=

(Ui,j)lgi,jgnfh U :=Ujp, 1 <i<n, u:= (ul, .. .,unfl)t. Dann gilt

H/ A
H[ h ]undU Ut ]
h, Un

Setze L' := H'7'U’ und l,, := h;;'u,,. Fiir i € N<,, sei

Ly (=1)"* det B™Y falls i = 1 ist,

fir=q Li, Jalls 2 < i <mn —1 ist,
Iy ,falls 4 = n ist.
Aus
detoc = (=1)n—mtm=1
detodetU = detM = det Adet B,

det H = detG = (—1)*T'det A= (-1)""""det A
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(—1)" "t det B~ det H ' det U = (—1)" "' det B~ (—1)*" det A~! det o det M

=
I

= (=1)DFCutm)t(n=nitm=1) _ 1

Nach 4.6.6 gibt es r1,...,7,_1 € F so, daf}

(fl(—l)n+1 det B) T1 Tn—1

o B
N := . cp Qs

fn

gilt. Nach 4.6.7 [das dortige Variablen-Tupel (A, B, By, Bs) ist mit (B, N, L’,l,) zu belegen] gibt
eseinl € F* ! so, daB

L
L=

n

1 €p '

gilt. Setzt man h := (I;'(u’ — H'I'))!, so berechnet man

H' bt HN L
ha | hn Ln

Nach (a2) kann man h = h, i.e. HL = U annehmen. Dies bedeutet

U’ H'I' + hil,

Un

=U.

M =oU = p(p~'oH)p ' (pL) = A" ' pL € 0, Qs.

Fall B. In diesem Fall gilt 1 = n—s = >" ni—(ni+m—-1) = >",n,—m+1 >
2m — 1) —=m+1 = m — 1 und wegen m > 2 bereits m = 2. Dies impliziert wiederum
l=n—-s=ns—1,ie.np =2 Wegen 3 < n =mny+ny =ny+2ist ng # 0. Weil M in
Frobeniusnormalform ist, bedeutet dies My = ul,—2 und mip(Ms) = (x — p)(x — v) fiir geeignete
w,v € F*. Somit besteht die Konjugiertenklasse Q2 von M aus den Matrizen N € GL,,(F), welche
der Bedingung

(bl) dimker(N — pu) =n —1 und mip(N) = (z — p)(x — v)

geniigen. Seien mip(A4) = 2™ + ZZ:OI a;xt, mip(B) = 2" + Z;:Ol Bz, a == (—aq,...,—an_1),
b:=(—p1,...,—Bn-1). Dann gilt
I, ¢ I, b
Ri=| "t ° €pund §:= | "7 € pQs.
—Qp —Bo
Setze
1
L= (6in—j)i<ij<n—1 = ' € GL,—1(F)
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und J := diag(L, 1). Die Matrizen L und J sind involutorisch, und es gilt

L L
L e

i.e. (p~1)7 = p. Hieraus folgt pR’ = (p~'R)’ € ;. Man berechnet

Jp

R =R’ =
—ao

I,_, Lat 1

Setzt man f;; := p fiir ¢ € N, und f,,,, = uaglﬁal, so gilt

H fii= /L"l/aalﬁo_l =det Mdet A~ 'det B~! = 1.
i=1

Nach 4.6.5 angewandt auf A = R’ gibt es ein ¢ € F"~! so, daB

plpn—1 ct

R/I —
*Vﬁo_l

] S pflﬂl.

Dies impliziert

plp—1  pb' — Boct

v

T :=(pR")p 'S=R"S = € 010.

Falls v # p oder z := pb — Boc # 0 ist, erfiillt 7' die Bedingung (b1l) anstelle von N, so daf die
Behauptung fiir diesen Fall bewiesen ist. Man kann daher v = p und z = 0 annehmen. Dies bedeutet
pl, € 919 und somit mip(B) = [[1_,(z — pa; '). Wegen |F| > 3 gibt es ein ¢ € F*\{a; 'u}.
Dann ist 6 := aj (e — ay ‘1) # 0. Aus (b1) erhilt man

I

Es seien die a; so angeordnet, dafl die in 4.6.8 definierte Matrix A eine Jordan’ sche Normalform

von A ist. Seien €1, ...,¢€,_1 wie dort. Aus 4.6.8 schlie3t man:

a1 1

Qp—1 1

Qn
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Man berechnet

al_l —al_lag_l * W€
-1 H
Z:=Y "N =
a,l, —aplian’
i a,’ u
[artp S * ]
ay'p (—ay'az'p)
aptip (—aplian ')
I aytp |

Wegen Z; ;41 # 0 fiir alle 7 € N<,, und weil

—1
a; po €

aﬁim €n—1

a'p
eine Jordan’sche Normalform von B ist, ist Z nach 4.6.8 ein Element von Q. Es folgt N =Y 7 €
0105, [ ]

Korollar 4.6.14 (Lev) Seien |F| > 4 und n € N>o. Dann besitzt PSL,, (F) eine Konjugierten-
Klasse 2, die PSL,,(F) = Q2 erfiillt.

Beweis. Wegen |F| > 4 gibt es ein a € F*\{£1}. Sei Q die zyklische GL,,(F')-Konjugiertenklasse
mit mip(Q) = (z —a)(z —a~1)(z—1)""2. Diese ist bekanntlich eine in SL,,(F') enthaltene SL,, (F)-
Konjugiertenklasse. Sie hat zwei verschiedene Eigenwerte a und a~' mit einfacher Vielfachheit.
Nach 4.6.2 gilt M € Q2 fiir jedes M € SL,(F), das keine Homothetie ist. Die Symmetrie von
mip(Q) ergibt @ = Q1 also 1y € Q2. [ |

Korollar 4.6.15 Seien |F| =3 und n € N>3 ungerade. Dann besitzt PSL,, (F) eine Konjugierten-
Klasse 2, die PSL,,(F) = Q? erfiillt.

Beweis. Seit € N mit n = 2t+1. Sei 2 die zyklische GL,, (F')-Konjugiertenklasse mit mip(Q2) = (z+
1)%!(x — 1). Diese ist wiederum eine in SL,,(F) enthaltene SL, (F)-Konjugiertenklasse. Sie besitzt
die beiden verschiedenen Eigenwerte 1 und —1, und der Eigenwert 1 hat einfache Vielfachheit.
Nach 4.6.2 gilt wiederum M € Q2 fiir jedes M € SL,,(F), das keine Homothetie ist, und aus der
Symmetrie von mip(Q2) folgert man 1y € Q2. |
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