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,❤❡ ❜❛.✐♥ .❤❛❧❧ ❜❡ ,*❛♥.❢❡**❡❞ ,♦ ❢✉❧❧ .❝❛❧❡ ❜❡❝❛✉.❡ ♦❢ ❝♦♥.✐❞❡*❛❜❧❡ ✉♥❝❡*,❛✐♥,✐❡.✿ ■. ,❤❡

♣*♦❝❡.. ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ,❤❡ .❛♠❡ ❛. ✐♥ ♥❛,✉*❡❄ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥,❛❧ ✐..✉❡ ✇✐,❤ .,✉❞②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝

✐❝❡✲.,*✉❝,✉*❡ ✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ❧❛❜♦*❛,♦*② ✐. ,❤❡ ♥❛,✉*❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❛♥❞ ,❤❡

.,❛,❡✲♦❢✲,❤❡✲❛*, .❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣*♦❛❝❤❡. ❢♦* ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ,❡.,.✳ ❲❤✐❧❡ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ,❡.,. ❛*❡ ✈❛❧✐✲

❞❛,❡❞ ✇❡❧❧ ❢♦* ❝❡*,❛✐♥ ,❡., ,②♣❡. ❞♦♠✐♥❛,❡❞ ❜② ✢❡①✉*❛❧ ❢❛✐❧✉*❡✱ ,❤❡✐* ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐,② ,♦ ,❡.,.

✇✐,❤ ❝*✉.❤✐♥❣ ❢❛✐❧✉*❡ ❤❛. ♦❢,❡♥ ❜❡❡♥ >✉❡.,✐♦♥❡❞✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ Y❛❧♠❡* ❛♥❞ ❉❡♠♣.❡② ❬✻✺❪

❝❧❛✐♠ ,❤❛, ,❡.,. ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ ❝✉.,♦♠❛*✐❧② ✉.✐♥❣ ❋*♦✉❞❡ .❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❛❞❛♣,❡❞

❢*♦♠ ♦♣❡♥ ✇❛,❡* ,❡.,.✱ ✇✐❧❧ ♥♦, ❞❡❧✐✈❡* ❝♦**❡❝, *❡.✉❧,. ❢♦* ,❤❡ ❝*✉.❤✐♥❣ *❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡②

❛*❣✉❡ ,❤❛, ,❤❡ ♣*♦❝❡❞✉*❡. ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ,❤❡ ✐❝❡✱ *❡>✉✐*❡❞ ,♦ ♠❛✐♥,❛✐♥ ❋*♦✉❞❡ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤②

.✐♠✐❧❛*✐,② ❬✽✽❪✱ ❝❤❛♥❣❡ ,❤❡ ✐❝❡ ♠❛,❡*✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉* ✐♥ ✉♥*❡❛❧✐.,✐❝✱ ♥♦♥✲.❝❛❧❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡*✳

❍❡♥❝❡✱ ✐, ♥❡❡❞. ,♦ ❜❡ ❛..❡..❡❞ ✇❤❡,❤❡* ,❤❡ ✐♥,❡*❛❝,✐♦♥ .❡❡♥ ✐♥ ,❤❡ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛.✐♥ ✐. ,❤❡

.❛♠❡ ❛. ,❤❛, ♦❝❝✉**✐♥❣ ❜❡,✇❡❡♥ ❛ ❢✉❧❧ .❝❛❧❡ ❜♦,,♦♠✲✜①❡❞ ♦✛.❤♦*❡ .,*✉❝,✉*❡ ❛♥❞ .❡❛ ✐❝❡✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ❧❛❜♦*❛,♦*② ,❡.,. ❛*❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ,♦♦❧ ,♦ .,✉❞② ❧♦❝❦✲✐♥ ✈✐❜*❛,✐♦♥. ✉♥❞❡* ✇❡❧❧✲

❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❞✐,✐♦♥.✱ ❛♥❞ ❛*❡ ✐♥❡✈✐,❛❜❧❡ ,♦ ✐♥❝*❡❛.❡ ♦✉* ✉♥❞❡*.,❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ ✐♥,❡*❛❝,✐♦♥

❛. ❧♦♥❣ ❛. ♥♦ ❢✉❧❧② ✈❛❧✐❞❛,❡❞ ,❤❡♦*❡,✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧. ❡①✐.,✳

❚♦ ✜❧❧ ,❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣❛♣✱ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐. ✐♥✈❡.,✐❣❛,❡❞ ❢♦* ,❤❡ .,✉❞② ❛, ❤❛♥❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐>✉❡

♠♦❞❡❧ ,❡., ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇✐,❤ ❝♦♠♣*❡❤❡♥.✐✈❡ ♣❛*❛♠❡,❡* ✈❛*✐❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐,❤ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢

❛ ♣*❡..✉*❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ,❡❝❤♥✐>✉❡ ,♦ ❣❡, ✐♥.✐❣❤, ✐♥,♦ ❝♦♥,❛❝, ❛*❡❛ ❛♥❞ ♣*❡..✉*❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥,

❛, ♠♦❞❡❧ .❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛,❛ ❤❛. ❜❡❡♥ ❣❛,❤❡*❡❞ ✇✐,❤✐♥ ,❤❡ ■❱❖❙ *❡.❡❛*❝❤

♣*♦❥❡❝, ❬✶✵✸❪✳
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✐♥"❡+❛❝"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ✐❝❡ ❛♥❞ %"+✉❝"✉+❡✱ "❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❝❛++✐❡❞ ♦✉" ❢♦+ "❤❡

❝✉++❡♥" %"✉❞② ✐% ♣+❡%❡♥"❡❞✳ ■♥ "❤✐% ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ %❡✈❡+❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♣❛+❛♠❡"❡+% ❛+❡ ✈❛+✐❡❞

%②%"❡♠❛"✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣+❡%%✉+❡ ❛♥❞ ❝♦♥"❛❝" ❛+❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ✐% ♠❡❛%✉+❡❞ ✇✐"❤

❤✐❣❤ %♣❛"✐❛❧ ❛♥❞ "❡♠♣♦+❛❧ +❡%♦❧✉"✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧ +❡%✉❧"% ❛+❡ "❤❡♥ %②%"❡♠❛"✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②%❡❞ ✐♥ ❢+❡>✉❡♥❝② ❛♥❞ "✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❊♠♣❤❛%✐% ✐% ♣✉" ♦♥ "❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥" ♦❢ ♣+❡%%✉+❡ ❛♥❞ %✐③❡ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥"❛❝" ❛+❡❛✳ ❲✐"❤ "❤❡

✐♥❝+❡❛%❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛"✉+❡%✱ ❛ %✐♠♣❧❡ ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❝♦++❡%♣♦♥❞✐♥❣ ♣+❡❞✐❝"✐♦♥ ❢♦+♠✉❧❛% ❢♦+ "❤❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ♦❢ ❢+❡>✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❛+❡ ❞❡+✐✈❡❞✳

▼♦❞❡❧ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ✐% ♣❡+❢♦+♠❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥"❛❧ ❞❛"❛✱ ❛♥❞ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐% ✈❛❧✐❞❛"❡❞

❛❣❛✐♥%" ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❞❛"❛ %❡"%✳

❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ %❝❛❧❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❝♦♥"✐♥✉♦✉% ❝+✉%❤✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❡♥"% ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜+❛"✐♦♥% ♦❢

✈❡+"✐❝❛❧ %"+✉❝"✉+❡% ✐♥ ❛♥ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛%✐♥ ✐% ❛%%❡%%❡❞✳ ❆ %❝❛❧✐♥❣ %❝❤❡♠❡ ✐% ♣+♦♣♦%❡❞ ❢♦+

❧❛❜♦+❛"♦+② "❡%"% ♦♥ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜+❛"✐♦♥%✱ ❛♥❞ ✐"% ❧✐♠✐"❛"✐♦♥% ❛+❡ ❞✐%❝✉%%❡❞✳ ❚❤❡ "❤❡%✐%

❝♦♥❝❧✉❞❡% ✇✐"❤ ✐♥"+♦❞✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ "②♣❡ ♠♦+❡ %✉✐"❛❜❧❡ ❢♦+ ❝+✉%❤✐♥❣

"❡%"%✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥% ❛♥❞ ❛♥ ♦✉"❧♦♦❦ ❛+❡ ❣✐✈❡♥✳
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■❝❡ ✐$ ❛ &✉❛$✐✲❜*✐++❧❡ ♠❛+❡*✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝*❡❡♣$ ✉♥❞❡* ✈❡*② ❧♦✇ $+*❡$$ ❧❡✈❡❧$✱ ❛♥❞ ❢❛✐❧$ ✐♥ ❜*✐++❧❡

❝*✉$❤✐♥❣ ✇❤❡♥ $+*❡$$ ♦* $+*❛✐♥ ❛*❡ ❤✐❣❤✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐+$ ❢❛✐❧✉*❡ ♠❡❝❤❛♥✐$♠ ✐♥ ❝♦♠♣*❡$$✐♦♥

❞❡♣❡♥❞$ ♦♥ +❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ *❛+❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❞*✐❢+✐♥❣ $❡❛ ✐❝❡ ❛♥❞ ♦✛$❤♦*❡ $+*✉❝+✉*❡$ ✐$ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ❝❛♥ $❤♦✇

✈❛*✐♦✉$ +②♣❡$ ♦❢ ♠❛+❡*✐❛❧ ❢❛✐❧✉*❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲$+*✉❝+✉*❡ ✐♥+❡*❛❝+✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡

$❤❛♣❡ ♦❢ +❤❡ $+*✉❝+✉*❡ ❛+ ✐❝❡✲$+*✉❝+✉*❡ ✐♥+❡*❢❛❝❡✱ ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐+② v
✐❝❡

✱ ❛$♣❡❝+ *❛+✐♦ D✴h✱ ❛♥❞

✐❝❡ ♣*♦♣❡*+✐❡$ $✉❝❤ ❛$ ✐❝❡ +❤✐❝❦♥❡$$ h ❛♥❞ ❝♦♠♣*❡$$✐✈❡ ❛$ ✇❡❧❧ ❛$ ✢❡①✉*❛❧ $+*❡♥❣+❤ ✭σc
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*+$✉❝+✉$❡✬* *+✐✛♥❡** ❛+ ✇❛+❡$ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐♥+❡$♠✐++❡♥+ ❝$✉*❤✐♥❣ ✐* ❛❧*♦ $❡❢❡$$❡❞ +♦

❛* K✉❛*✐✲*+❛+✐❝ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥✳ ▲♦❛❞ ❛♥❞ $❡*♣♦♥*❡ +✐♠❡ ❤✐*+♦$✐❡* *❤♦✇ +❤❡ *❛♠❡ *❛✇+♦♦+❤

♣❛++❡$♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥+✐❝❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥+ ❢$❡K✉❡♥❝✐❡*✳ ❚❤❡*❡ ❢$❡K✉❡♥❝✐❡* ✐♥❝$❡❛*❡ ✇✐+❤ ✐♥✲

❝$❡❛*✐♥❣ ✐❝❡ ❞$✐❢+ *♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ❛$❡ ✉*✉❛❧❧② ❧♦✇❡$ +❤❛♥ +❤❡ *+$✉❝+✉$❡✬* ❡✐❣❡♥❢$❡K✉❡♥❝✐❡* ❬✽✶❪✳

❉✉❡ +♦ +❤❡ *♠♦♦+❤❡♥❡❞ ❝♦♥+❛❝+ ❛♥❞ +❤❡$❡❜② ❧❛$❣❡ ❝♦♥+❛❝+ ❛$❡❛ ✇✐+❤ ✉♥✐❢♦$♠ ♣$❡**✉$❡

❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ✐❝❡ ❧♦❛❞* ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❑Z$♥Z ❛♥❞ ▼✉❤♦♥❡♥ ❬✹✺❪ ❢♦✉♥❞ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞*
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❆✲✽✳✸✵✮✿ ■♥+❡$♠✐++❡♥+ ❝$✉*❤✐♥❣ ✭■❈✱ ❛✮✱ ❋$❡E✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✭❋▲■✱ ❜✮✱ ❈♦♥+✐♥✉♦✉*

❈$✉*❤✐♥❣ ✭❈❈✱ ❝✮✳ ❚❤❡$❡✐♥✱ F ❞❡♥♦+❡* ✐❝❡ ❛❝+✐♦♥✱ u *+$✉❝+✉$❡ ❞✐*♣❧❛❝❡♠❡♥+✱

❛♥❞ t +✐♠❡✳

✐♥❝$❡❛*✐♥❣ ❜② ❛❜♦✉+ ❢❛❝+♦$ +✇♦ ✇❤❡♥ ❢❛✐❧✉$❡ ❝❤❛♥❣❡* ❢$♦♠ ❝♦♥+✐♥✉♦✉* ❝$✉*❤✐♥❣ +♦ ✐♥+❡$✲

♠✐++❡♥+ ❝$✉*❤✐♥❣ ✐♥ ❧❛❜♦$❛+♦$② +❡*+*✳ ❏❡✛❡$✐❡* ❛♥❞ ❲$✐❣❤+ ❬✸✹❪ $❡♣♦$+ ♦♥ ✐♥+❡$♠✐++❡♥+

❝$✉*❤✐♥❣ ♦❝❝✉$$✐♥❣ ♦♥ +❤❡ ▼♦❧✐❦♣❛E *+$✉❝+✉$❡✱ $❡*✉❧+✐♥❣ ✐♥ *❡✈❡$❡ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜$❛+✐♦♥*✳

❋✉❧❧ *❝❛❧❡ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥+* ♦❢ ✐♥+❡$♠✐++❡♥+ ❝$✉*❤✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♣$❡**✉$❡* ✇❡$❡ ♣❡$✲

❢♦$♠❡❞ ❞✉$✐♥❣ +❤❡ ❏❖■❆ ❡①♣❡$✐♠❡♥+* ❬✼✷❪✳ ▼UU++U♥❡♥ ❡+ ❛❧✳ ❬✺✻❪ ❝♦♥❞✉❝+❡❞ ❧❛❜♦$❛+♦$②

+❡*+* ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✇✐+❤ ❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥+ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥+❡$ ❡E✉✐♣♣❡❞ ✇✐+❤ ❛ +❛❝+✐❧❡ *❡♥✲

*♦$ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛*✉$❡* ❧♦❝❛❧ ♣$❡**✉$❡* ❛❝$♦** +❤❡ ✐❝❡✲*+$✉❝+✉$❡ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥ ③♦♥❡ ✇✐+❤ ❤✐❣❤

$❡*♦❧✉+✐♦♥ ♦✈❡$ ✐❝❡ +❤✐❝❦♥❡** ❛♥❞ ❝♦♥+❛❝+ ✇✐❞+❤✳ ❚❤❡✐$ $❡❝♦$❞* ♦❢ ✐♥+❡$♠✐++❡♥+ ❝$✉*❤✐♥❣

❛❣$❡❡ +♦ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡*❝$✐❜❡❞ ♣$♦❝❡** ♦❢ ❝♦♥+❛❝+ ❛$❡❛ ❣$♦✇+❤ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦$♠ ♣$❡**✉$❡ ✐♥✲

❝$❡❛*❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ +❤❡ ♠❡❛*✉$❡♠❡♥+* ✇❡$❡ ♥♦+ ❞❡+❛✐❧❡❞ ❡♥♦✉❣❤ +♦ E✉❛♥+✐❢② +❤❡ ❝♦♥+❛❝+

❛$❡❛ ✐♥❝$❡❛*❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣$❡**✉$❡* ❛♥❞ *✐③❡ ♦❢ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥ ③♦♥❡* ❬✷✹❪✳

✷✳✷✳✷✳ ❋#❡%✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❋$❡E✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✭❋▲■✮ ♦❝❝✉$* ♦♥ ❝♦♠♣❧✐❛♥+ *+$✉❝+✉$❡* ✇✐+❤ $❡❧❛+✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞

❧♦✇ ♥❛+✉$❛❧ ❢$❡E✉❡♥❝✐❡*✳ ■❙❖ ❙+❛♥❞❛$❞ ❬✸✵❪ $❡❢❡$* +♦ ❡✐❣❡♥❢$❡E✉❡♥❝✐❡* ❜❡❧♦✇ ✶✵ ❍③ +♦

❜❡ $❡❧❡✈❛♥+ ❢♦$ +❤❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ♦❢ ❋▲■ ♦♥ ♦✛*❤♦$❡ *+$✉❝+✉$❡*✳ ■+ ❞❡*❝$✐❜❡* ❛♥ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥

❝❛*❡ ✇❤❡$❡ +❤❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❜❡❝♦♠❡* ♣❡$✐♦❞✐❝ ✐♥ ❛ ❢$❡E✉❡♥❝② ❝❧♦*❡ +♦ +❤❡ *+$✉❝+✉$❡✬* ♥❛+✉$❛❧

❢$❡E✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ $❡*♣♦♥*❡ ❜❡❝♦♠❡* ♥❡❛$❧② *✐♥✉*♦✐❞❛❧ ❛♥❞ *❡✈❡$❡ ✈✐❜$❛+✐♦♥* ❝❛♥ ♦❝❝✉$ *✐♥❝❡

$❡*♦♥❛♥+ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ✐* +$✐❣❣❡$❡❞✳ ❬✶✶✱ ✷✽✱✸✷✱✹✺✱ ✺✸✱✺✺✱✼✾✱ ✽✶✱✶✵✶❪

■♥ ❢$❡E✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥✱ +❤❡ $❡❧❛+✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐+② ❜❡+✇❡❡♥ *+$✉❝+✉$❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ❝❤❛♥❣❡* ❜❡+✇❡❡♥

❝❧♦*❡ +♦ ③❡$♦ ❛♥❞ ❛❜♦✉+ +✇♦ +✐♠❡* ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐+②✳ ❈♦♥*❡E✉❡♥+❧②✱ +❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡ ✐* ♥♦+

✉♥✐❢♦$♠ ♦✈❡$ +❤❡ ❡♥+✐$❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❝②❝❧❡✳ ▲✐+❡$❛+✉$❡ ♦❢+❡♥ $❡❢❡$* +♦ ❞✉❝+✐❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜$✐++❧❡

✉♥❧♦❛❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❞❡+❛✐❧* ♦❢ +❤❡*❡ ♣❤❛*❡* ❛$❡ ♥♦+ ✇❡❧❧✲✉♥❞❡$*+♦♦❞ ②❡+✳ ❉✉❡ +♦ +❤❡
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❤✐❣❤ ♣$❡**✉$❡ ③♦♥❡* ✭❛❢+❡$ ■❙❖ ✶✾✾✵✻✿✷✵✶✾ ❬✸✵❪✱ ❋✐❣✳ ❆✲✽✳✶✶✮

$❡*♦♥❛♥+ ❜❡❤❛✈✐♦✉$✱ ❢$❡I✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❝❛✉*❡* +❤❡ ♠♦*+ *❡✈❡$❡ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜$❛+✐♦♥*✳ ❋✉❧❧

*❝❛❧❡ ✈✐❜$❛+✐♦♥ ❡✈❡♥+* +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ❛++$✐❜✉+❡❞ +♦ ❢$❡I✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛*✉$❡❞

❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❧✐❣❤+❤♦✉*❡ ◆♦$*+$N♠*❣$✉♥❞ ✐♥ +❤❡ ●✉❧❢ ♦❢ ❇♦+❤♥✐❛ ❬✶✶❪✱ ❛ ✜♥♥✐*❤ ❝❤❛♥♥❡❧

♠❛$❦❡$ ❬✺✺❪✱ ❛♥❞ ❏❩✲✷✵ ♣❧❛+❢♦$♠ ✐♥ ❇♦❤❛✐ ❇❛② ❬✶✵✶❪✳

❋$❡I✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐*❝✉**❡❞ ✐♥ ♠♦$❡ ❞❡+❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✸✳

✷✳✷✳✸✳ ❈♦♥&✐♥✉♦✉) ❜+✐&&❧❡ ❝+✉)❤✐♥❣

❈♦♥+✐♥✉♦✉* ❝$✉*❤✐♥❣ ✭❈❈✮ ♦❝❝✉$* ♦♥ $✐❣✐❞ ❛* ✇❡❧❧ ❛* ❝♦♠♣❧✐❛♥+ *+$✉❝+✉$❡* ✇❤❡♥ +❤❡

✐♥❞❡♥+❛+✐♦♥ *♣❡❡❞ ✐* ❤✐❣❤✳ ❲✐+❤♦✉+ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡+❡$*✱ ❝♦♥+✐♥✉♦✉* ❜$✐++❧❡ ❝$✉*❤✐♥❣

$❡*✉❧+* ✐♥ $❛♥❞♦♠✱ *+❛+✐♦♥❛$② ❧♦❛❞ ♦*❝✐❧❧❛+✐♦♥* ❛$♦✉♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐* ♠❛✐♥❧②

❞❡✜♥❡❞ ❜② *+$✉❝+✉$❛❧ ❞✐❛♠❡+❡$✱ ✐❝❡ +❤✐❝❦♥❡** ❛♥❞ ✐❝❡ *+$❡♥❣+❤✳ ❉✉$✐♥❣ ❝$✉*❤✐♥❣✱ +❤❡

❧♦❛❞ ✐* +$❛♥*❢❡$$❡❞ ❢$♦♠ +❤❡ ✐❝❡ +♦ +❤❡ *+$✉❝+✉$❡ +❤$♦✉❣❤ ❤✐❣❤ ♣$❡&&✉$❡ ③♦♥❡& ✭❍Y❩✮

❢♦$♠✐♥❣ ❛❝$♦** +❤❡ ✐❝❡✲*+$✉❝+✉$❡ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥ ❛$❡❛ ❬✸✼✱ ✽✶❪✳ ❙♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛❦✐♥❣ ❝$❡❛+❡*

❛ ❧✐♥❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥+❛❝+ ✇✐+❤ ❍Y❩ ❛+ ❝❡♥+❡$ ❤❡✐❣❤+ ♦❢ +❤❡ ✐❝❡ ❛* ✐❧❧✉*+$❛+❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ❛*

❢$❛❝+✉$❡* +❡♥❞ +♦ ♣$♦♣❛❣❛+❡ +♦ +❤❡ ♥❡❛$❡*+ ❢$❡❡ *✉$❢❛❝❡ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣$❡**✉$❡ ✐* ❛❧♠♦*+
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♠❡❝❤❛♥✐ ♠ $❤❛$ ❝❛✉ ❡ $❤❡ ✈✐❜)❛$✐♦♥✳ ■♥ $❤✐  $✉❞②✱ $❤❡ $❡)♠ ❢!❡#✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✐ ✉ ❡❞✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧ ♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❤❡ ❧❛$❡ $ ■❙❖  $❛♥❞❛)❞ ❬✸✵❪✳

❙✐♠✐❧❛) $♦ $❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ✐  ✉❡✱ $❤❡)❡ ✐ ❛❧ ♦ ♥♦ ❝♦♥ ✐ $❡♥$ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐♥ ❧✐$❡)❛✲

$✉)❡ ❬✺✼❪✳ ❋♦) $❤✐  $✉❞②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝)✐$❡)✐❛ ❛)❡ ❝♦❧❧❡❝$❡❞ ❛♥❞ ❋▲■ ✐ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❢♦❧❧♦✇ 

✶

✿

❋!❡#✉❡♥❝② (✐♠✐❧✐,✉❞❡

❆❝❝♦)❞✐♥❣ $♦ ■❙❖ ✶✾✾✵✻✿✷✵✶✾ ❬✸✵❪✱ ❧♦❛❞ ❛♥❞ )❡ ♣♦♥ ❡ $✐♠❡ ❤✐ $♦)✐❡ ✐♥ ❋▲■ ❛)❡ ♣❡)✐♦❞✐❝

✇✐$❤ ❛ ❢)❡K✉❡♥❝② ❝❧♦ ❡ $♦ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♥❛$✉)❛❧ ❢)❡K✉❡♥❝✐❡ ♦❢ $❤❡  $)✉❝$✉)❡✳ ❚❤✐ ❢)❡K✉❡♥❝②

 ❤♦✉❧❞ ❜❡  ♠❛❧❧❡) $❤❛♥ ✶✵ ❍③✳ ▲✐$❡)❛$✉)❡ )❡✈✐❡✇ )❡✈❡❛❧ $❤❛$ $❤❡ )❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ ❞♦♠✐♥❛♥$

❧♦❛❞✐♥❣ ❢)❡K✉❡♥❝② fload ❛♥❞ ♥❛$✉)❛❧ ❢)❡K✉❡♥❝② ♦❢ $❤❡  $)✉❝$✉)❡ fn ✐ $②♣✐❝❛❧❧② ❜❡$✇❡❡♥

✵✳✾✺ ❛♥❞ ✵✳✾✽ ❬✷✽✱✸✾❪✳ ❑Q)♥Q ❬✸✾❪ )❡♣♦)$ ♦♥ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡) ✈❛❧✉❡ ❞♦✇♥ $♦ ✵✳✽✺✱ ❜✉$ $❤❡ ❡ ❛)❡

)❛)❡✳ ❍✐❣❤❡) ✈❛❧✉❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡❛)❧✐❡) ♠♦❞❡❧ $❡ $ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥

✐  ❡$ $♦ fload/fn = 0.95 $♦ 1.05 ❢♦) $❤❡ ♣)❡ ❡♥$  $✉❞②✳

✷

◆♦)❞ ❡$ ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② ✉ ❡ ♣)♦♠✐♥❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♥❛$✉)❛❧ ❢)❡K✉❡♥❝② ✐♥ $❤❡ )❡ ♣♦♥ ❡

 ♣❡❝$)✉♠ ❛  ✉✣❝✐❡♥$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❢♦) ❋▲■✳ ❚❤❡②  ❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❡♥❡)❣② ♦❢ $❤❡ )❡ ♣♦♥ ❡ ✐ 

 ♣)❡❛❞ ♦✈❡)  ❡✈❡)❛❧ ❢)❡K✉❡♥❝✐❡ ✐♥ ♦$❤❡) ✐♥$❡)❛❝$✐♦♥ )❡❣✐♠❡ ✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♥❛))♦✇ ❜❛♥❞

✐♥ $❤❡  ♣❡❝$)✉♠ ❛)♦✉♥❞ $❤❡ ♥❛$✉)❛❧ ❢)❡K✉❡♥❝② ❞✉)✐♥❣ ❋▲■✳ ❚❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥$ ♦♥ ❢)❡K✉❡♥❝②

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ✐ ♠❛❞❡ ❜② ✈✐ ✉❛❧ ✐♥ ♣❡❝$✐♦♥✳ ❚❤✐ ❛♣♣)♦❛❝❤ ✐ ❛❜❛♥❞♦♥❡❞ ❢♦) $❤❡ ♣)❡ ❡♥$

 $✉❞② $♦ ❝)❡❛$❡ ❛♥ ✉♥❜✐❛ ❡❞✱ ❛✉$♦♠❛$❡❞ ❞❡$❡❝$✐♦♥ ❛❧❣♦)✐$❤♠✳

β✲!❛,✐♦
❚♦②❛♠❛ ❡$ ❛❧✳ ❬✾✷❪ ❢♦✉♥❞ ❛ ❢❛✐)❧② ❧✐♥❡❛) )❡❧❛$✐♦♥ ❤✐♣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦ ❝✐❧❧❛$✐♦♥

✈❡❧♦❝✐$② ♦❢ $❤❡  $)✉❝$✉)❡

ˆ̇u ❛♥❞ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ♦❢ $❤❡ ✐❝❡  ❤❡❡$ vice✿

ˆ̇u = βvice ✭✶✮

▲❛$❡)  $✉❞✐❡ ❝♦♥✜)♠❡❞ $❤❛$  ✉❝❤ )❡❧❛$✐♦♥ ❡①✐ $ ✱ ❛♥❞ β ✈❛)✐❡ ❜❡$✇❡❡♥ ✵✳✾ ❛♥❞ ✶✳✺ ✐♥

❞✐✛❡)❡♥$ ❢✉❧❧  ❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧  ❝❛❧❡ ❞❛$❛  ❡$ ❬✷✽✱✸✶✱✸✷✱✾✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ $❤❡)❡ ✐ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉✲

 ✐✈❡ ♣❤② ✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛$✐♦♥ ❢♦) $❤✐ )❡❧❛$✐♦♥✱ ❛♥❞  ❧✐❣❤$❧② ❤✐❣❤❡) ✈❛❧✉❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ )❡♣♦)$❡❞

❢)♦♠ ❡①♣❡)✐♠❡♥$❛❧ $❡ $ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❬✷✹❪✳

γ✲!❛,✐♦
❨❛♣ ❛♥❞ [❛❧♠❡) ❬✾✽❪ K✉❛♥$✐❢② $❤❡  $❡❛❞✐♥❡  ♦❢ )❡ ♣♦♥ ❡ ❜② $❤❡ )❛$✐♦ ♦❢  $❛♥❞❛)❞ ❞❡✈✐❛✲

$✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ σû ❛♥❞ $❤❡✐) ♠❡❛♥

¯̂u✿

γ =
σû

¯̂u
✭✷✮

❋▲■ )❡K✉✐)❡ γ ❧♦✇❡) $❤❛♥ ✵✳✷✳

✶

❚❤❡#❡ ❝%✐'❡%✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡#'❛❜❧✐#❤❡❞ ❛' '❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ■❱❖❙ ♣%♦❥❡❝' ❬✶✵✷❪✳

✷

❚❤❡ ❝%✐'❡%✐♦♥ ✐# #❡' '♦ '❤❡ ❧✐♠✐'# ✇❤✐❝❤ ❛%❡ '②♣✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❜❛#✐♥ '❡#'#✳ ❚❤❡ #✐♠✐❧✐'✉❞❡ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞

%❡#♣♦♥#❡ ❢%❡A✉❡♥❝② ✐# ♠♦%❡ ❞❡❝✐#✐✈❡ '❤❛♥ '❤❡ %❛'✐♦ ♦❢ ❛❝'✉❛❧ ❛♥❞ ♥❛'✉%❛❧ ♦#❝✐❧❧❛'✐♦♥ ❢%❡A✉❡♥❝②✳ ❚❤❡

❧♦✇❡% ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡%❡❞ '♦ ✵✳✽✺ ✐❢ '❤❡ ❛♥❛❧②#✐# ✭❙❡❝✳ ✹✮ #❤♦✇# '❤❛' ❋▲■ ❛❝'✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣#

❛' #✉❝❤ ❧♦✇ ❢%❡A✉❡♥❝② %❛'✐♦✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ '❤✐# ✇❛# ♥♦' '❤❡ ❝❛#❡ ❢♦% '❤❡ ♣%❡#❡♥'❡❞ '❡#'#✳

✷✹



✷ ❙"❛"❡ ♦❢ "❤❡ ❛(" ✲ ■❝❡ ❛❝"✐♦♥. ♦♥ ✜①❡❞ ♦✛.❤♦(❡ ."(✉❝"✉(❡.

❉②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥

■♥ ❋▲■✱ %❤❡ (%)✉❝%✉)❛❧ )❡(♣♦♥(❡ ✐( ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲(%)✉❝%✉)❡ ✐♥%❡)❛❝%✐♦♥✱ ❛♥❞

%❤✉( (❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛)❣❡) %❤❛♥ %❤❡ )❡(♣♦♥(❡ %♦ ❛ (%❛%✐❝ ❧♦❛❞ ♦❢ %❤❡ (❛♠❡ ♠❛❣♥✐%✉❞❡✳

✸

❚❤✐(

✐( ❡①♣)❡((❡❞ ❜② ❛ ❉②♥❛♠✐❝ ❆♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ ❋❛❝+♦. ✭❉❆❋✮✿

❉❆❋ =
¯̂uk

F̂ice

✭✸✮

❉❆❋ ❛❜♦✈❡ ✶✳✵✺ ✐( )❡F✉✐)❡❞ ❢♦) ❋▲■✳ ❚❤✐( ❧✐♠✐%❛%✐♦♥ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❧✐%❡)❛%✉)❡ )❡✈✐❡✇ ❛♥❞

❡❛)❧✐❡) (%✉❞✐❡(✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢✉❧❧ (❝❛❧❡ ❛( ✇❡❧❧ ❛( ♠♦❞❡❧ (❝❛❧❡ ❞❛%❛ ❛♥❛❧②(✐( ❬✺✽✱ ✶✵✽❪✳ ❉❆❋

❡F✉❛❧( ❉②♥❛♠✐❝ ▼❛❣♥✐✜❝❛+✐♦♥ ❋❛❝+♦. ❉▼❋ ✉(❡❞ ✐♥ (♦♠❡ )❡❢❡)❡♥❝❡(✱ ❡✳❣✳ ❜② ❚♦②❛♠❛ ❡%

❛❧✳ ❬✾✷❪✳

✷✳✸✳✷✳ ❋✉❧❧ &❝❛❧❡ ❞❛+❛

❋✉❧❧ (❝❛❧❡ ❞❛%❛ ✇✐%❤ ♠❡❛(✉)❡♠❡♥% ♦❢ ❋▲■ ✐( )❛)❡✳ ❖♥❧② ❢❡✇ ✜①❡❞ ♦✛(❤♦)❡ (%)✉❝%✉)❡( ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❡F✉✐♣♣❡❞ ✇✐%❤ ❧♦❛❞ ♠❡❛(✉)✐♥❣ (②(%❡♠( ❞✉❡ %♦ ❤✐❣❤ ❝♦(%( ❛♥❞ ❡✛♦)%✳ ❋✉)%❤❡)♠♦)❡✱

❋▲■ ✐( ❛ %②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❢)❡F✉❡♥% ❛♥❞ %♦ ❞❛%❡ ❤❛)❞❧② ♣)❡❞✐❝%❛❜❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ (%❛%❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛%

❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥% ♦❢ ❞❛%❛ ❝♦❧❧❡❝%❡❞ ♦✈❡) (❡✈❡)❛❧ ♠♦♥%❤( ✇✐%❤ ✐❝❡✲♦❝❝✉))❡♥❝❡ ✐( ♥♦)♠❛❧❧② )❡✲

F✉✐)❡❞ %♦ ♦❜%❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ ❋▲■ ✈✐❜)❛%✐♦♥ ❡✈❡♥%(✳ ■♥ )❡❝❡♥% ②❡❛)(✱ %❤❡ ❧✐♠✐%❡❞ ♦❝❝✉))❡♥❝❡

♦❢ (❡❛ ✐❝❡ ✐♥ ♠♦❞❡)❛%❡ ❝❧✐♠❛%❡ )❡❣✐♦♥( ❢✉)%❤❡) ❤❛♠♣❡)❡❞ ❝♦❧❧❡❝%✐♦♥ ♦❢ (✉✐%❛❜❧❡ ❢✉❧❧ (❝❛❧❡

❞❛%❛✳

◆❡①% %♦ %❤❡ ❣❡♥❡)❛❧ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢✉❧❧ (❝❛❧❡ ❞❛%❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐%②✱ %❤❡(❡ ❞❛%❛ (❡%( ♦❢%❡♥ ❛❞❞✐✲

%✐♦♥❛❧❧② (✉✛❡) ❢)♦♠ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡)%❛✐♥%② ❛❜♦✉% ✐❝❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥(✱ ✐♠♣❡)❢❡❝% ♠❡❛(✉)✐♥❣ (②(%❡♠(✱

✐♥❝♦♠♣❧❡%❡ ❝♦✈❡)❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡✲(%)✉❝%✉)❡ ✐♥%❡)❛❝%✐♦♥ ❛)❡❛ ✇✐%❤ ❢♦)❝❡ ♠❡❛(✉)✐♥❣ ❡F✉✐♣✲

♠❡♥%✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ✭♦) ♥♦✮ )❡(♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡)❛❝%✐♦♥ ❛)❡❛✳

Q)♦❜❛❜❧② %❤❡ ♠♦(% ❝♦♠♣❧❡%❡ ❞❛%❛ (❡% ❢)♦♠ ❛ ✜①❡❞ ❢✉❧❧ (❝❛❧❡ (%)✉❝%✉)❡ ✐( %❤❡ ❧♦❛❞ ♠❡❛✲

(✉)❡❞ ✐♥ %❤❡ ❙❚❘■❈❊ ❝❛♠♣❛✐❣♥( ♦♥ ▲✐❣❤%❤♦✉(❡ ◆♦)(%)V♠(❣)✉♥❞ ❬✹❪✱ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳

❚❤❡ ❙❚❘■❈❊ ❞❛%❛ ❝♦♥%❛✐♥( ❧♦❛❞ ♠❡❛(✉)❡♠❡♥%( ❢)♦♠ ✾ ♣❛♥❡❧( ♦❢ ✶✳✷ ♠ × ✶✳✻ ♠ (✐③❡✱

♦♥❡ ♦❢ %❤❡♠ (✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥%♦ ✽ (♠❛❧❧❡) ♣❛♥❡❧(✳ ❚❤❡ ♣❛♥❡❧( ❝♦✈❡) 167◦ ♦❢ %❤❡ (%)✉❝%✉)❡✬(
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✐0 ❞✐✣❝✉❧+ ❛♥❞ ♣$♦♥❡ +♦ ❛❞✉❧+❡$❛+✐♦♥ ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥+✱ ♦❢+❡♥ ♣♦♦$❧② $❡♣♦$+❡❞✱ 0❡+✉♣
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❢❡❛0✐❜❧❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ②❡+✳ ❋✉$+❤❡$ ✐♥❢♦$♠❛+✐♦♥ ♦♥ +❤✐0 +♦♣✐❝ ✐0 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✻✳✶✳

✷✻



✷ ❙"❛"❡ ♦❢ "❤❡ ❛(" ✲ ■❝❡ ❛❝"✐♦♥. ♦♥ ✜①❡❞ ♦✛.❤♦(❡ ."(✉❝"✉(❡.

❨❡❛# ❘❡❢❡#❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧ ❞✐✲

❛♠❡/❡#

❋#❡1✉❡♥❝② ▲♦❝❛❧ ❧♦❛❞

♠❡❛5✉#❡✲

♠❡♥/

❋▲■

✶✾✽✸ ❚♦②❛♠❛ ❡/ ❛❧✳ ❬✾✷❪ ✵✳✵✼✻ ♠ ✶✳✷✼ ❍③ ✲ ①

✶✾✽✺ ❚5✉❝❤✐②❛ ❡/ ❛❧✳ ❬✾✸❪ ✵✳✵✼✻ ♠ ✷✳✾ ❍③

✹✳✼ ❍③

✲ ①

✶✾✾✵ ❑J#♥J ❛♥❞ ▼✉❤♦♥❡♥ ❬✹✺❪ ✵✳✶ ♠ ✹✳✶ ❍③ ✲ ①

✶✾✾✵ ❙✐♥❣❤ ❡/ ❛❧✳ ❬✼✾❪ ✵✳✵✻ ♠ ✶✵✳✼ ❍③

✶✼✳✻ ❍③

✲ ✲

✶✾✾✶ ❙♦❞❤✐ ❬✽✷❪ ✵✳✵✺ ♠ ✶✵ ❍③ ✲ ✲

✶✾✾✷ ❚✐♠❝♦ ❡/ ❛❧✳ ❬✾✶❪ ✵✳✵✻✺ ♠ ✼✳✹ ❍③ ✲ ①

✶✾✾✸ ❋✐♥♥ ❡/ ❛❧✳ ❬✶✹❪ ✵✳✵✽ ♠

✵✳✶ ♠

✵✳✶✷ ♠

✻✸ ❍③ ✲ ①

✶✾✾✹ ■③✉♠✐②❛♠❛ ❡/ ❛❧✳ ❬✸✶❪ ✵✳✶✼ ♠ ✺✳✾ ❍③ ✲ ①

✶✾✾✻ ❑❛♠❡5❛❦✐ ❡/ ❛❧✳ ❬✸✽❪ ✵✳✽ ♠ ✶✵✳✾ ❍③ ✲ ✲

✶✾✾✼ ■③✉♠✐②❛♠❛ ❛♥❞ ❯/♦ ❬✸✷❪ ✵✳✶ ♠ ✺✳✼ ❍③

✸✳✾ ❍③

✲ ①

✷✵✵✸ ❑J#♥J ❡/ ❛❧✳ ❬✹✹❪ ✵✳✶✶ ♠ ✻✳✼ ❍③ ✲ ①

✷✵✵✺ ❇❛#❦❡# ❡/ ❛❧✳ ❬✶✱ ✶✾❪ ✵✳✶✾✷ ♠ ✾✳✷ ❍③ ✲ ✲

✷✵✵✼ ❍✉❛♥❣ ❡/ ❛❧✳ ❬✷✽❪ ✵✳✵✼✻ ♠ ✹✳✸ ❍③

✻✳✸ ❍③

✶✷✳✺ ❍③

✲ ①

✷✵✶✷ ▼JJ/JJ♥❡♥ ❡/ ❛❧✳ ❬✺✻❪ ✵✳✷✷ ♠ ✼✳✽ /♦ ✶✷✳✷

❍③

① ✲

✷✵✶✷ ❖♥❦❡♥ ❬✺✽❪ ✵✳✽✸ ♠ ✷✳✻✺ ❍③

✺✳✺ ❍③

① ①

✷✵✶✺ ❙/❛#/ ♦❢ ■❱❖❙ ♣#♦❥❡❝/ ✵✳✶ ♠

✵✳✷ ♠

✵✳✺ ♠

✷✳✻✺ /♦ ✼✳✻

❍③

① ①

✷✵✶✻ ❖✬❘♦✉#❦❡ ❡/ ❛❧✳ ❬✻✵❪ ✵✳✵✷ ♠ ✸✹ ❍③

✷✵✺ ❍③

① ✲

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼♦❞❡❧ /❡5/5 5/✉❞②✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲5/#✉❝/✉#❡ ✐♥/❡#❛❝/✐♦♥ ✐♥ ❝❤#♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦#❞❡#✳

▼♦5/ #❡❝❡♥/ /❡5/5 ❜② ❍❡♥❞#✐❦5❡ ❛/ ❛❧✳ ❬✷✶❪ ✭✷✵✷✶✮ ❛#❡ ♥♦/ ✐♥❝❧✉❞❡❞ 5✐♥❝❡ ♥♦

❞❡/❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦#♠❛/✐♦♥ ✐5 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ /♦ ❞❛/❡✳

✷✼
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✷✳✸✳✹✳ ❚❤❡♦(✐❡* ♦♥ ,❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐*♠ ♦❢ ❋▲■

❙✐♥❝❡ %❤❡ ✜()% ♠❡❛)✉(❡♠❡♥%) ♦❢ ❞✉(❛❜❧❡✱ (❡)♦♥❛♥% ✈✐❜(❛%✐♦♥) ✐♥ ✐❝❡ ♦♥ ♦✛)❤♦(❡ )%(✉❝%✉(❡)

❛% %❤❡ ❈♦♦❦ ■♥❧❡% ❬✻✼❪✱ ❝♦♥)✐❞❡(❛❜❧❡ ❡✛♦(% ❤❛) ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ %♦ ✉♥❞❡()%❛♥❞ ❛♥❞ ♣(❡❞✐❝% ❋▲■✳

❍♦✇❡✈❡(✱ ✐% ✐) ❞✐✣❝✉❧% %♦ (❡❛❧❧② )❡❡ ✇❤❛% ❤❛♣♣❡♥) ✐♥)✐❞❡ %❤❡ ✐❝❡ ❛♥❞ ❛% %❤❡ ✐❝❡✲)%(✉❝%✉(❡

✐♥%❡(❢❛❝❡✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ %❤❡♦(② ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ✐) ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥♦ ❣❡♥❡(❛❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞

♣❤②)✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐)♠ ❤❛) ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ②❡%✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ %❤❡♦(✐❡) ❡①✐)% ✐♥ ❧✐%❡(❛%✉(❡✿ ❙❡❧❢✲❡①❝✐%❛%✐♦♥ ❜② )♦♠❡ )♦✉(❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛%✐✈❡ ❞❛♠♣✲

✐♥❣

✹

♦♥ %❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❢♦(❝❡❞ ✈✐❜(❛%✐♦♥ ❜② ❛ ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❢❛✐❧✉(❡ ❧❡♥❣%❤ ♦♥ %❤❡ ♦%❤❡(✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❢♦(❝❡❞ ✈✐❜(❛%✐♦♥ (❡)✉❧%✐♥❣ ❢(♦♠ ❛ ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❢❛✐❧✉(❡ ❧❡♥❣%❤ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡

✐) %❤❡ ♦❧❞❡)% ❛♣♣(♦❛❝❤✱ ✜()% ✐♥%(♦❞✉❝❡❞ ❜② I❡②%♦♥ ❬✻✼❪ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧

❜② ▼❛%❧♦❝❦ ❛♥❞ ♦%❤❡() ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ ▼❛%❧♦❝❦✲♠♦❞❡❧✱ ✐❧❧✉)%(❛%❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✱ ❤❛) ❜❡❡♥ ✉)❡❞

❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢(❡N✉❡♥%❧② %❤(♦✉❣❤♦✉% %❤❡ ♣❛)% ❞❡❝❛❞❡) ✭❡✳❣✳ ❬✼✱✹✾✱✾✻❪✮✳ ❉✉❡ %♦ ✐%) )✐♠♣❧❡

✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥✱ %❤❡ ▼❛%❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ✐) )%✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ✉)❡❞ %♦ ❝(❡❛%❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ (❡)♣♦♥)❡

%✐♠❡ ❤✐)%♦(✐❡) ❢♦( ❋▲■✳

❋✐❣✉(❡ ✺✿ ❙❝❤❡♠❛%✐❝ ✐❧❧✉)%(❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ▼❛%❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✱ ❛❢%❡( ❬✹✽❪

❚❤❡ ❝♦(❡ ❛))✉♠♣%✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❢❛✐❧✉(❡ ❧❡♥❣%❤ ❤❛) ❜❡❡♥ ❛❞♦♣%❡❞ ❜② )❡✈❡(❛❧

(❡)❡❛(❝❤❡() ❛♥❞ ✐) )%✐❧❧ )✉❜❥❡❝% %♦ ♦♥❣♦✐♥❣ (❡)❡❛(❝❤✱ ✐✳❡✳ ❜② I❛❧♠❡( ❡% ❛❧✳ ❬✻✸❪ ❛♥❞

●❛❣♥♦♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡)❡ (❡)❡❛(❝❤❡() ❡①♣❧❛✐♥ ❋▲■ %♦ ♦❝❝✉( ❡✐%❤❡( ❛) ❛ (❡)♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥

❜❡%✇❡❡♥ ✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥%❛❧❧② ❢❛✐❧) ✐♥ %❤❡ ♥❛%✉(❛❧ ❢(❡N✉❡♥❝② ♦❢ %❤❡ )%(✉❝%✉(❡ ✉♥❞❡(

❝❡(%❛✐♥ ❝♦♥❞✐%✐♦♥)✱ ♦( ❛) ❛ )②♥❝❤(♦♥✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %✇♦ ♦)❝✐❧❧❛%♦() ✭)%(✉❝%✉(❡ ✇✐%❤ ✐%) ♥❛%✉(❛❧

❢(❡N✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐❝❡ ✇✐%❤ ✐%) ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❜(❡❛❦✐♥❣ ❧❡♥❣%❤✮ ❬✽✵❪✳ ●❛❣♥♦♥ ❬✶✼❪ )✉❜)%❛♥%✐✲

❛%❡❞ %❤❡ ❡①✐)%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❢❛✐❧✉(❡ ❧❡♥❣%❤ ✐♥ )♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛❦✐♥❣ ❡✈❡♥%) ❞✉(✐♥❣

❝(✉)❤✐♥❣ ❢♦( ❛ ❝❡(%❛✐♥ ❞❛%❛ )❡%✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ %❤❡ ❧❛❜♦(❛%♦(② %❡)%) ❢(♦♠ ❤✐) (❡)❡❛(❝❤ ❣(♦✉♣

❢✉(%❤❡( ❝♦♥✜(♠✐♥❣ %❤✐) %❤❡♦(② ✉)❡ ❤✐❣❤ ❢(❡N✉❡♥❝② )%(✉❝%✉(❡) ✉♣ %♦ ✾✵✵ ❍③ ❬✶✽❪ ✇❤✐❝❤ ❞♦

♥♦% )❤♦✇ %❤❡ )❛♠❡ ❝❤❛(❛❝%❡(✐)%✐❝ ❧♦❛❞ %✐♠❡ ❤✐)%♦(✐❡) ❛) %②♣✐❝❛❧ ❋▲■ ♦❜)❡(✈❡❞ ❛% ❢(❡N✉❡♥✲

❝✐❡) ❜❡❧♦✇ ✶✵ ❍③✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ %❤✐) ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♠❛② ♥♦% ❜❡ ❝♦♥❢❡(❛❜❧❡ %♦ ❣❡♥❡(❛❧ ❋▲■ ✇✐%❤

❢(❡N✉❡♥❝✐❡) ✐♥ ❛ ❝(✐%✐❝❛❧ (❛♥❣❡ ❢♦( ♦✛)❤♦(❡ )%(✉❝%✉(❡)✳

✹

❚❤❡ #❡$♠ ♥❡❣❛$✐✈❡ ❞❛♠♣✐♥❣ $❡❢❡$' #♦ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❡①❝✐#❛#✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐' ❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦♥ #❤❡ '#$✉❝#✉$❡✬'

✈❡❧♦❝✐#②✱ #❤✉' ❛❞❞✐♥❣ #♦ #❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ #❡$♠ ✐♥ #❤❡ ❡8✉❛#✐♦♥ ♦❢ ♠♦#✐♦♥✳
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 ❛❧♠❡% ❛♥❞ ❇❥❡%❦+, ❬✻✸❪ ✐♥2❡%♣%❡2 ❋▲■ ❛, ❛ ,②♥❝❤%♦♥✐③❛2✐♦♥ ♦❢ ♦,❝✐❧❧❛2♦%, ❛♥❞ ,❤♦✇ ❡✈✲

✐❞❡♥❝❡ ❢♦% ,✉❝❤ ,②♥❝❤%♦♥✐③❛2✐♦♥ ✐♥ ❢✉❧❧ ,❝❛❧❡ ❞❛2❛ ♠❡❛,✉%❡❞ ❛2 ▲✐❣❤2❤♦✉,❡ ◆♦%,2%C♠,✲

❣%✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ 2❤❡ ❧♦✇ %❡,♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞ ♠❡❛,✉%❡♠❡♥2 ,②,2❡♠, ♠❡♥2✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡

♠❛② ❤✐❞❡ ,♦♠❡ ❞❡2❛✐❧, ❝♦♥2%❛❞✐❝2✐♥❣ 2❤✐, 2❤❡♦%②✱ ❛, ❝❧❛✐♠❡❞ ❜② ❍❡♥❞%✐❦,❡ ❬✷✹❪ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞

,❡✈❡%❛❧ ♥♦♥✲♣❡%✐♦❞✐❝ ❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉%❡ ❡✈❡♥2, ♣❡% ❝②❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❍❡♥❞%✐❦,❡ ❜❛,❡, ❤✐, ❝%✐2✐✲

❝✐,♠ ♦♥ ♠❡❛,✉%❡♠❡♥2, ♦❢ ✐♥2❡%♠✐22❡♥2 ❝%✉,❤✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦%❝❡❞ ✈✐❜%❛2✐♦♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥2,✱ ♥♦2

♦♥ ❛❝2✉❛❧ ❋▲■ ♠❡❛,✉%❡♠❡♥2, ❬✷✹✱ ✺✻❪✳

❆❧2❤♦✉❣❤ 2❤❡ ♠❛❥♦%✐2② ♦❢ %❡,❡❛%❝❤❡%, ♥♦✇❛❞❛②, %❡❢%❛✐♥, ❢%♦♠ 2❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❋▲■ ❜❡✐♥❣ ❛

❢♦%❝❡❞ ✈✐❜%❛2✐♦♥ ❝❛✉,❡❞ ❜② ❝❤❛%❛❝2❡%✐,2✐❝ ❜%❡❛❦✐♥❣ ❧❡♥❣2❤ ♦❢ 2❤❡ ✐❝❡✱ 2❤❡ ❡❛%❧② ▼❛2❧♦❝❦

♠♦❞❡❧ ✐, ,2✐❧❧ ✐♥ ✉,❡ 2♦ ❝%❡❛2❡ ❋▲■ %❡,♣♦♥,❡ 2✐♠❡ ,❡%✐❡, ✭❡✳❣✳ ❬✼❪✮✳ ❘❡❝❡♥2 ♠♦❞❡❧, ❝♦♠✲
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❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥! ❞✉-✐♥❣ ❢-❡.✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❛! ❧♦✇ ♥❛!✉-❛❧ ❢-❡.✉❡♥❝✐❡$✱ !❤❛♥❦$ !♦ ❧♦❝❛❧ ♣-❡$$✉-❡

♠❛♣♣✐♥❣✳ ❇♦!❤ ❛$♣❡❝!$ ❛-❡ ❝-✉❝✐❛❧ !♦ ✇✐❞❡♥ ♦✉- ✉♥❞❡-$!❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❢-❡.✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ♦♥

✜①❡❞ $!-✉❝!✉-❡$ ✐♥ ✐❝❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡❝!✐♦♥$ ✐♥!-♦❞✉❝❡ !❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ $❡!✉♣ ❛♥❞ !❤❡ ❝♦--❡$♣♦♥❞✐♥❣ !❡$! ♣❤❛$❡$✳

✸✳✶✳ ❉❡%✐❣♥ ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/%

❆ $✐♥❣❧❡✲❞❡❣-❡❡ ♦❢ ❢-❡❡❞♦♠ ✭❙❉❖❋✮ $❡!✉♣ ✐$ ❞❡$✐❣♥❡❞ ❢♦- !❤❡ ♠♦❞❡❧ !❡$!$✳ ❚❤❡ $✐♠♣❧✐✜❝❛✲

!✐♦♥ !♦ ✐♥✈❡$!✐❣❛!❡ ❙❉❖❋ $②$!❡♠$ ♦♥❧② ✐$ ❥✉$!✐✜❡❞ ❜② !❤❡ ❝♦♥$❡-✈❛!✐$♠ ♦❢ !❤❡ ❛♣♣-♦❛❝❤✿

■♥ ▼❉❖❋ $②$!❡♠$✱ ❛❞❞✐!✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡$ ❝❛♥ ✐♥!❡-❢❡-❡ ✇✐!❤ !❤❡ ✐♥!❡-❛❝!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❢✉♥❞❛✲

♠❡♥!❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ !❤❡ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ♠❛② ♠❛❦❡ ❋▲■ ❧❡$$ ❧✐❦❡❧② ❬✼✽❪✳ ■♥ ♦-❞❡- !♦ ❣❛✐♥ ✐♥$✐❣❤!

✐♥!♦ ❋▲■ ✐♥!❡-❛❝!✐♦♥$✱ !❤❡ $②$!❡♠ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣! ❛$ $✐♠♣❧❡ ❛$ ♣♦$$✐❜❧❡ !♦ ❧✐♠✐! ✉♥❦♥♦✇♥

♣❛-❛♠❡!❡-$ ❛♥❞ ❡✛❡❝!$✳

❚❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥!❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛$ $✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥!♦ !❤-❡❡ ♠❛✐♥ !❡$! ♣❤❛$❡$✳ V❤❛$❡ ✶ ✇❛$

❝♦♥❞✉❝!❡❞ ✇✐!❤ ❛ !❡$! $❡!✉♣ ♣-❡✈✐♦✉$❧② ❞❡$✐❣♥❡❞ ❢♦- ❛♥ ❡❛-❧✐❡- ♣-♦❥❡❝!✱ ✉!✐❧✐③✐♥❣ ❛ $!-✉❝✲

!✉-❡ ♠♦✉♥!❡❞ !♦ !❤❡ ✢♦♦- ♦❢ !❤❡ ❜❛$✐♥ ✭♣❛$$✐✈❡ ❧♦❛❞✐♥❣ $❝❡♥❛-✐♦✱ ❬✺✽✱✺✾❪✱ $❡❡ ❋✐❣✳ ✼✮✳ ❚❤❡

$!-✉❝!✉-❡✬$ ❞②♥❛♠✐❝ ♣-♦♣❡-!✐❡$ ✇❡-❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥! ❜❛$✐$ ✭②❡❧❧♦✇✮ ❤♦❧❞✐♥❣ !❤❡

-✐❣✐❞ ♠♦❞❡❧ ✭-❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝!✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❛♥! ❜❛$✐$ ❛♥❞ -✐❣✐❞ $✉♣♣♦-! $!-✉❝!✉-❡ ✭❣-❡❡♥✮

❜② $♣-✐♥❣$ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛- ❜❡❛-✐♥❣$ ❡$!❛❜❧✐$❤❡❞ !❤❡ -❡.✉✐-❡❞ !-❛♥$❧❛!✐♦♥❛❧ $!✐✛♥❡$$ ✐♥ ✐❝❡✲❞-✐❢!

❞✐-❡❝!✐♦♥ ❛♥❞ ❝-♦$$✇✐$❡✳ ❆❞❞✐!✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤! ❡❧❡♠❡♥!$ ✇❡-❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥$✐❞❡ !❤❡ ♠♦❞❡❧ !♦

❛❝❤✐❡✈❡ !❤❡ ❞❡$✐-❡❞ ♥❛!✉-❛❧ ❢-❡.✉❡♥❝②✳ ❉❡!❛✐❧$ ♦❢ !❤✐$ $❡!✉♣ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♦❜$❡-✈❛!✐♦♥$ ♦❢

■❱❖❙ V❤❛$❡ ✶ ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❉✉❡ !♦ $❡✈❡-❛❧ ✐♠♣❡-❢❡❝!✐♦♥$ ♦❢ !❤❡ $❡!✉♣✱

✐! ✇❛$ ❝♦♠♣❧❡!❡❧② -❡❝♦♥$!-✉❝!❡❞ ❢♦- !❤❡ ❧❛!❡- !❡$! ♣❤❛$❡$✱ ❛♥❞ !❤❡ -❡$✉❧!$ ✇❡-❡ ♠♦$!❧②

❞✐$-❡❣❛-❞❡❞ ❢♦- ❝♦♠♣❛-❛!✐✈❡ $!✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ -❡❛$♦♥ ❢♦- !❤✐$ ❞❡❝✐$✐♦♥ ✐$ !❤❡ ♦✈❡-❡$!✐♠❛✲

!✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✉-❛❧ ✐❝❡ $❤❡❡! ❞❡❢♦-♠❛!✐♦♥ ❞✉❡ !♦ !❤❡ ❧❛-❣❡ ❛$♣❡❝! -❛!✐♦✱ ✇❤✐❝❤ -❡$✉❧!❡❞ ✐♥

❢-❡.✉❡♥! ✢❡①✉-❛❧ ❢❛✐❧✉-❡ ♦❢ !❤❡ ✐❝❡✱ ✐♥!❡--✉♣!✐♥❣ ♦- ❡✈❡♥ ❤✐♥❞❡-✐♥❣ ✐❝❡✲$!-✉❝!✉-❡ ✐♥!❡-❛❝✲

!✐♦♥ ✐♥ ❝-✉$❤✐♥❣ !♦ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❆❞❞✐!✐♦♥❛❧❧②✱ !❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ -❛!✐♦ ✇❛$ ❤✐❣❤ ❞✉❡ !♦ !❤❡ ❧❛-❣❡
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

✉♥❞❡$✇❛'❡$ ❝♦♥*'$✉❝'✐♦♥ ❛♥❞ *✐❣♥✐✜❝❛♥' ❤②❞$♦❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❞❡❞ ♠❛**✱ ❛♥❞ '❤❡ *✉❜♠❡$❣❡❞

❜❡❛$✐♥❣* ❤❛❞ ❛ ❝♦♥*✐❞❡$❛❜❧❡ ❜$❡❛❦❛✇❛② '♦$5✉❡ ✇❤✐❝❤ $❡5✉✐$❡❞ ❧❛$❣❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞* '♦ *'❛$' '❤❡

❛*♣✐$❡❞ ♠♦✈❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛*✐*✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ '❡*'* ✇✐'❤ *♠❛❧❧❡$ *'$✉❝'✉$❡* ✇✐'❤

'❤❡ *❛♠❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛*✐* ✇♦✉❧❞ ♥♦' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦**✐❜❧❡ ❞✉❡ '♦ ✐♥*✉✣❝✐❡♥' ✐❝❡ ❧♦❛❞✳

❚❤❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ *❡'✉♣ ✉*❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ ❧❛'❡$ '❡*' ♣❤❛*❡* ❜❛*❡* ♦♥ '❤❡ *❛♠❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛

$✐❣✐❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛*✐*✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❛❝'✐✈❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥*'❡❛❞ ♦❢ ♣❛**✐✈❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐*

❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦$ ♣$❛❝'✐❝❛❧ ♠❛''❡$*✳ ❚❤❡ *❡'✉♣ ❛♥❞ ❢✉$'❤❡$ ❞❡*✐❣♥ ❝♦♥*✐❞❡$❛'✐♦♥* ❛$❡ ❞❡*❝$✐❜❡❞

✐♥ ❞❡'❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ @$✐♦$ '♦ '❤❡ *❡'✉♣ ❞❡*❝$✐♣'✐♦♥✱ '❤❡ '❡*' ❢❛❝✐❧✐'② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡

'②♣❡ ❛$❡ ✐♥'$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *✉❜*❡❝'✐♦♥*✳

❋✐❣✉$❡ ✼✿ ❙❦❡'❝❤ ♦❢ ♣❤②*✐❝❛❧ '❡*' *❡'✉♣ ❞❡*✐❣♥❡❞ ❢♦$ @❤❛*❡ ✶✱ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❍❙❱❆✬* ❈❆❉

♦✣❝❡

✸✳✶✳✶✳ ❚❡%& ❢❛❝✐❧✐&②

■❝❡ ♠♦❞❡❧ '❡*'* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ ❛' ❍❙❱❆✬* ▲❛$❣❡ ■❝❡ ▼♦❞❡❧ ❇❛*✐♥ ✭▲■▼❇✮✳ ❉❡'❛✐❧*

♦❢ '❤❡ ❜❛*✐♥ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ❛♥❞ ❚❛❜✳ ✷✳

❚❤❡ ❜❛*✐♥ ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ♣$❡*❝$✐❜❡ '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ '❡*'✐♥❣ ❧❡♥❣'❤✳ ❚❤❡ ♣$♦♣❡$'✐❡*

♦❢ '❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛$$✐❛❣❡ ❧✐♠✐' '❤❡ ❢❡❛*✐❜❧❡ '❡*' *♣❡❡❞* ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❝❡ ❧♦❛❞ '❤❛' ♠❛② ♦❝❝✉$

❞✉$✐♥❣ '❤❡ '❡*'*✱ '♦ ❡♥*✉$❡ '❤❛' '❤❡ '♦✇✐♥❣ ❝❛$$✐❛❣❡✬* ♠♦✈❡♠❡♥' ✐* ♥♦' ✐♠♣❡❞❡❞ ❜② '❤❡

✐❝❡ ❧♦❛❞✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✽✿ ■❧❧✉*+$❛+✐♦♥ ♦❢ ❍❙❱❆✬* ▲❛$❣❡ ■❝❡ ▼♦❞❡❧ ❇❛*✐♥ ▲■▼❇ ✭❢$♦♠

❤++♣*✿✴✴✇✇✇✳❤*✈❛✳❞❡✴♦✉$✲❢❛❝✐❧✐+✐❡*✴✐❝❡✲+❛♥❦✳❤+♠❧✱ ✈✐*✐+❡❞ ✷✵✷✵✲✶✷✲✷✶✮

❚❛♥❦ ❧❡♥❣+❤ ✼✽✳✵ ♠

❚❛♥❦ ❜$❡❛❞+❤ ✶✵✳✵ ♠

❚❛♥❦ ❞❡♣+❤ ✷✳✺ ♠

■❝❡ ❢$❡❡③✐♥❣ $❛+❡ ✷ ♠♠✴❤♦✉$

❚♦✇✐♥❣ ❝❛$$✐❛❣❡

❙♣❡❡❞ $❛♥❣❡ ✶ ♠♠✴* +♦ ✸✵✵✵ ♠♠✴*

❚♦✇✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐+② ✺✵ ❦◆

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❉❡+❛✐❧* ♦❢ ❍❙❱❆✬* ▲■▼❇

✸✳✶✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ✐❝❡

❚❡*+* ❛$❡ ❝♦♥❞✉❝+❡❞ ✐♥ ❍❙❱❆✬* *+❛♥❞❛$❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛* ✐♥ +❤❡ ❝✉$$❡♥+ ❝♦♥❞✐+✐♦♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ +❤❡ ✶✾✾✵* ❬✶✸❪

✻

✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✐* ❢$♦③❡♥ ❢$♦♠ ❛ ✵✳✼✪ *♦❞✐✉♠ ❝❤❧♦$✐❞❡ *♦❧✉✲
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❜❡♥❞✐♥❣ $♦❞ ✱ %❤❡ %$❛♥ ❧❛%✐♦♥❛❧  %✐✛♥❡  ✐♥ ✐❝❡ ❞$✐❢% ❞✐$❡❝%✐♦♥ ✭x✲❞✐$❡❝%✐♦♥✮ ❛♥❞ ❝$♦  ✇✐ ❡

✭y✲❞✐$❡❝%✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉ %❡❞✳ ❲❡✐❣❤% ❡❧❡♠❡♥% ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ %❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥% ❜❛ ✐  ❡$✈❡ %♦

%✉♥❡ %❤❡  ❡%✉♣✬ ♥❛%✉$❛❧ ❢$❡@✉❡♥❝②✳ ❚❤❡  ❡%✉♣ ✇❛ ❞❡ ✐❣♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦ ❡ ❝♦♦♣❡$❛%✐♦♥ ✇✐%❤

❍❙❱❆✬ ❈❆❉ ♦✣❝❡✱ ✇❤❡$❡ ❛❧❧ ❝♦♥ %$✉❝%✐♦♥ ❞$❛✇✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣$❡♣❛$❡❞✳

❋✐❣✉$❡ ✶✵✿ ❙❦❡%❝❤ ♦❢ %❤❡ %❡ %  ❡%✉♣ ❞❡ ✐❣♥❡❞ ❢♦$ M❤❛ ❡ ✷ ❛♥❞ ✸

▲✐♥❡❛$✐%② ♦❢ %❤❡ ❢♦$❝❡✲❞❡✢❡❝%✐♦♥ $❡❧❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜ ❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥% ❢$❡@✉❡♥❝✐❡ 

✐♥ %❤❡ $❡ ♣♦♥ ❡  ♣❡❝%$✉♠ ♦❢ %❤❡  %$✉❝%✉$❡ ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛%❡$ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✇❡$❡ ♣$♦✈❡♥ ❜② ♣✉❧❧♦✉%

❛♥❞ $❡❧❡❛ ❡ %❡ % ✭❋✐❣✳ ✶✷❀ ❞❡%❛✐❧ ✐♥ ❆♣♣✳ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡ ✇❡$❡ $❡♣❡❛%❡❞ ❡❛❝❤ %❡ %✐♥❣ ❞❛②✱

❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉$❛%✐♦♥✳ ❚❤❡  ❡%✉♣ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✐  ✐♠✐❧❛$ %♦ %❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ )✐♠✉❧❛+♦,

❞❡"✐❣♥❡❞ ❛' '❤❡ ◆❛'✐♦♥❛❧ ❘❡"❡❛-❝❤ ❈♦✉♥❝✐❧ ♦❢ ❈❛♥❛❞❛ ✭◆❘❈✮ ❬✶❪ ❛♥❞ ❛❧"♦ ✉"❡❞ ✐♥ '❡"'"

❜② ❨✉❡ ❛♥❞ ●✉♦ ❬✾✾❪✱ ❜✉' ✐'" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❛-❡ ♠✉❝❤ ❧❛-❣❡-✳

❚❤❡ "❡'✉♣ ✇❛" ✐♥"'-✉♠❡♥'❡❞ ✇✐'❤ ❛ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥' ❧♦❛❞ "❝❛❧❡ ❝♦♥♥❡❝'✐♥❣ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ '❤❡

❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛"✐"✱ ❛❝❝❡❧❡-♦♠❡'❡-" ♦♥ '❤❡ -✐❣✐❞ "✉♣♣♦-' "'-✉❝'✉-❡✱ '❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛"✐" ❛♥❞

'❤❡ '♦♣ ♣❧❛'❡ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❝♦♥♥❡❝'✐♦♥ ♣❧❛'❡ '♦ '❤❡ ❧♦❛❞ "❝❛❧❡✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛"❡- '-❛♥"❞✉❝❡- ❢♦-

♠♦✈❡♠❡♥' ✐♥ x✲❞✐-❡❝'✐♦♥ ❢❛✐-❧② ❛' ✇❛'❡- ❧❡✈❡❧

✼

✳ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧❧②✱ '❤❡ ♣♦"✐'✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐'②

♦❢ '❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛--✐❛❣❡ ✇❡-❡ -❡❣✐"'❡-❡❞✳ ❆❧❧ ❛❜♦✈❡ "✐❣♥❛❧" ♣❧✉" ❛ "②♥❝❤-♦♥✐③❛'✐♦♥ "✐❣♥❛❧

✼

❲❛"❡$ ❧❡✈❡❧ ✰ ❛❜"✳ ✽ ❝♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝✉$$❡♥" ✇❛"❡$ ❧❡✈❡❧ ✐♥ "❤❡ ❜❛7✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛$✐❡7 ❛ ❢❡✇ ❝❡♥"✐♠❡"$❡7

❜❡"✇❡❡♥ "❡7" 7❡$✐❡7✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✶✶✿ (❤♦+♦❣$❛♣❤. ♦❢ +❤❡ .❡+✉♣ ✐♥.+❛❧❧❡❞ ✐♥ +❤❡ ♠♦♦♥♣♦♦❧ ♦❢ +❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛$$✐❛❣❡

.❡$✈✐♥❣ +❤❡ ▲■▼❇

❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ▲❡❢+✿ ❋❋❚ ♦❢ $❡.♣♦♥.❡ +✐♠❡ ❤✐.+♦$② ♦❜+❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ♣❧✉❝❦✐♥❣ +❡.+ ✸✷✵✵✶✱ $✐❣❤+✿

❧♦❛❞✲❞❡✢❡❝+✐♦♥ ❝✉$✈❡ ❢$♦♠ ♣✉❧❧♦✉+ +❡.+ ✭✐❞❡❛❧ ❧✐♥❡❛$ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ✐♥❞✐❝❛+❡❞ ❜②

❞❛.❤❡❞ ❧✐♥❡✮

✇❡$❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ $❡❝♦$❞❡❞ ❜② +❤❡ .❛♠❡ ❞✐❣✐+❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝♦♥✈❡$+❡$ ✭❉❆❈✮ ♦♣❡$❛+❡❞

❜② ❍❙❱❆✬. ♠❡❛.✉$✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡❡$.✱ ❤❡$❡❛❢+❡$ $❡❢❡$$❡❞ +♦ ❛. ❉❆❈ .②.+❡♠✳ ❉❆❈ .②.+❡♠

.❛♠♣❧❡❞ ✇✐+❤ ✻✵✵ ❍③✳ ■♥✲❜✉✐❧+ ❧♦✇ ♣❛.. ❇❡..❡❧ ✜❧+❡$ ✭✸✵✵ ❍③✮ ✇❛. ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ +❤❡ ❞❛+❛

❞✉$✐♥❣ $❡❝♦$❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛. ❢✉$+❤❡$ ✐♥.+$✉♠❡♥+❡❞ ✇✐+❤ +❛❝+✐❧❡ .❡♥.♦$. ❢$♦♠ +❤❡ ❚❡❦❙❝❛♥ .②.+❡♠ ■✲❙❝❛♥

✇✐+❤ ❱❡$.❛❚❡❦ ❤✐❣❤✲.♣❡❡❞ ❞❛+❛ ❛❝R✉✐.✐+✐♦♥ ❡❧❡❝+$♦♥✐❝.✳ ❚❛❝+✐❧❡ .❡♥.♦$. ❝♦♥.✐.+ ♦❢ ✉❧+$❛✲

+❤✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ ♣$✐♥+❡❞ ❝✐$❝✉✐+.✳ ❊❛❝❤ ❝✐$❝✉✐+ ❝♦♥.✐.+. ♦❢ ❝♦♥❞✉❝+✐✈❡ .✐❧✈❡$ ❡❧❡❝+$♦❞❡. ❛♥❞

❛ ❧❛②❡$ ♦❢ ♣$❡..✉$❡✲.❡♥.✐+✐✈❡ ✐♥❦✳ ❙❡♥.♦$ ❡❧❡♠❡♥+.✱ ❝❛❧❧❡❞  ❡♥ ❡❧ ✱ ❛$❡ ❧♦❝❛+❡❞ ❛+ ❡❛❝❤

✐♥+❡$.❡❝+✐♦♥ ♦❢ +✇♦ ❝✐$❝✉✐+.✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ $✉♥♥✐♥❣ ✐♥ $♦✇. ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥.✳ ❲❤❡♥ ♣$❡..✉$❡ ✐.

❛♣♣❧✐❡❞✱ +❤❡ ❡❧❡❝+$✐❝❛❧ $❡.✐.+❛♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❝✐$❝✉✐+. ❞❡❝$❡❛.❡.✳ ❚❤✐. ❞❡❝$❡❛.❡ ✐. $❡❝♦$❞❡❞

❛♥❞ ✐♥+❡$♣$❡+❡❞ ❛. ❛ $❛✇ ♣$❡..✉$❡ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ❱❡$.❛❚❡❦ .②.+❡♠ ❝❛♥♥♦+ ❜❡ ❞✐$❡❝+❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ +❤❡ ❉❆❈ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥+✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱

❛ .❡❝♦♥❞ ♠❡❛.✉$✐♥❣ .②.+❡♠ ✕ $❡❢❡$$❡❞ +♦ ❛. ❚❆❈ .②.+❡♠ ✕ ✐. ❡.+❛❜❧✐.❤❡❞ ❢♦$ +❤❡ +❡.+.✳

❚❆❈ .②.+❡♠ $❡❝♦$❞❡❞ ❛+ ✸✵✵✳✵✸ ❍③✳ ❍✐❣❤❡$ .❛♠♣❧✐♥❣ $❛+❡. ✇❡$❡ ♥♦+ ♣♦..✐❜❧❡ ✇✐+❤ +❤❡
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✶✸✿ )❤♦,♦❣$❛♣❤/ ♦❢ ❙❡♥/♦$ ▲ ✭❚②♣❡ ✺✷✻✵✱ ❧❡❢,✮ ❛♥❞ ❙❡♥/♦$ ❉ ✭❚②♣❡ ✺✶✵✶✱ $✐❣❤,✮✳

❙❡♥/♦$ ▲ ✐/ ❛❧$❡❛❞② ♣$❡♣❛$❡❞ ❢♦$ ❜❛/✐♥ ,❡/,/ ❜② /❡❛❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ❤♦❧❡/

❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❡$ ❢♦✐❧✳

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛$❞✇❛$❡✳ ❚❤❡ /♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛♥❝❡ ❢$♦♠ ✸✵✵ ❍③ $❡/✉❧,/ ❢$♦♠ $❡/,$✐❝,✐♦♥/ ✐♥ ,❤❡

❚❡❦❙❝❛♥ /♦❢,✇❛$❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦, ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳

❚✇♦ /❡♥/♦$ ,②♣❡/ ✺✶✵✶ ❛♥❞ ✺✷✻✵✱ ❞❡♣✐❝,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✱ ✇❡$❡ ✉,✐❧✐③❡❞✳ ❙❡♥/♦$/ ,②♣❡ ▲

✭✧❧❛$❣❡✧✮ ❝♦✈❡$ ,❤❡ ❡♥,✐$❡ ✐❝❡✲/,$✉❝,✉$❡ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ❛$❡❛✱ ✇❤✐❧❡ /❡♥/♦$ ,②♣❡ ❉ ✭✧❞❡,❛✐❧❡❞✧✮

✐/ ♣❧❛❝❡❞ ❛, ❝❡♥,❡$ ❧✐♥❡ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ,♦ ❝❛♣,✉$❡ ❞❡,❛✐❧❡❞ ♣$❡//✉$❡/✳

✽

❙❡♥/♦$ ❞❡,❛✐❧/ ❛$❡

/✉♠♠❛$✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✸✳ ❆ ❝♦♠♣$❡❤❡♥/✐✈❡ ❞❡/❝$✐♣,✐♦♥ ♦❢ ,❛❝,✐❧❡ /❡♥/♦$ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ✐♥ ✐❝❡

♠♦❞❡❧ ,❡/,/ ✐/ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❇ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✵✺❪✳

❱✐❞❡♦ $❡❝♦$❞✐♥❣/ ❜② ,✇♦ ❝❛♠❡$❛/ ❛❜♦✈❡ ✇❛,❡$ ❛♥❞ ,✇♦ ❝❛♠❡$❛/ ❜❡❧♦✇ ✇❛,❡$✱ ✐♥ ❜♦,❤

❝❛/❡/ ♦♥❡ ✜❧♠✐♥❣ ❢$♦♠ ,❤❡ ❢$♦♥, ❛♥❞ ♦♥❡ ❢$♦♠ /,❛$❜♦❛$❞ /✐❞❡✱ ❝❛♣,✉$❡❞ ,❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❛♥❞

✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ♣$♦❝❡// ✈✐/✉❛❧❧②✳

❙❡♥/♦$ ,②♣❡ ▲ ❲ ▼❲ ▼❍ ❚♦,❛❧ ◆♦ ♦❢ /❡♥/❡❧/ ❘❡/♦❧✉,✐♦♥

❬♠♠❪ ❬♠♠❪ ❬♠♠❪ ❬♠♠❪ ❬✲❪ ❬/❡♥/❡❧ ✴ ❝♠

2
❪
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✷ ♠ $-❡♣$ ❛❧♦♥❣ -❤❡ ❜"♦❦❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❢-❡" -❤❡ -❡$-$✳

❼ ■❝❡ $-"❡♥❣-❤✿ ✢❡①✉"❛❧ $-"❡♥❣-❤ ♠❡❛$✉"❡❞ ❛- ❢♦✉" ❧♦❝❛-✐♦♥$ ❜② ❝❛♥-✐❧❡✈❡" ❜❡❛♠ -❡$-$

$❡✈❡"❛❧ -✐♠❡$ ❞✉"✐♥❣ -❤❡ -❡$- ❞❛②✳ ❈♦♠♣"❡$$✐✈❡ $-"❡♥❣-❤ -❡$-❡❞ ❜② ✉♥✐✲❛①✐❛❧ $♣❡❝✐✲

♠❡♥ -❡$-✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ❝♦❧❞ ❧❛❜ ❝❧♦$❡ -♦ -❤❡ ♣♦✐♥- ✐♥ -✐♠❡ ✇❤❡♥ -❡$- "✉♥$ ✇❡"❡ ❝♦♥❞✉❝-❡❞✳

❼ ■❝❡ ❞❡♥$✐-② ❛♥❞ $❛❧✐♥✐-②✿ ♠❡❛$✉"❡❞ ♦♥❝❡ ❡❛❝❤ -❡$-✐♥❣ ❞❛②✱ ❜❛$❡❞ ♦♥ -❤"❡❡ $❛♠♣❧❡$✳

❼ ❨♦✉♥❣✬$ ♠♦❞✉❧✉$✿ ♠❡❛$✉"❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ -❤❡ ♠♦"♥✐♥❣ ❜② ♣❧❛-❡ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞ ✭♥♦-

❢♦" ❡❛❝❤ $❡"✐❡$✮✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✶✺✿ ❚✐♠❡ ❤✐,-♦$✐❡, ♦❢ -♦-❛❧ ❧♦❛❞ ♠❡❛,✉$❡❞ ✐♥ ①✲❞✐$❡❝-✐♦♥ ✭-♦♣✮✱ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝✲

❝❡❧❡$❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❝❡♥-❡$✮ ❛♥❞ ,-❡♣♣❡❞ ✈❡❧♦❝✐-② ♣$♦✜❧❡ ✭❜♦--♦♠✮ ♦❢ ❘✉♥

✷✶✵✷✵

❼ ◗✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ❡❧❛,-✐❝ ♠♦❞✉❧✉,✿ ■♥❞✐❝❛-✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❢$♦♠ ❝❛♥-✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠ -❡,-,✳

❼ ❈$②,-❛❧❧✐♥❡ ,-$✉❝-✉$❡✿ ❚❤✐♥ ,❡❝-✐♦♥, -❛❦❡♥ ❢$♦♠ -❤❡ -❡,- ✐❝❡ ,❤❡❡- ❛♥❞ ♣❤♦-♦❣$❛♣❤❡❞

✉♥❞❡$ ♣♦❧❛$✐③❡❞ ❧✐❣❤- ✭♥♦- ❢♦$ ❡❛❝❤ ,❡$✐❡,✮✳

❆ ❞❡,❝$✐♣-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ,-❛♥❞❛$❞ ♠❡❛,✉$✐♥❣ ♣$♦❝❡❞✉$❡, ❛♥❞ ,✉♠♠❛$✐③❡❞ ♣$♦♣❡$-✐❡, ❢♦$ ❡❛❝❤

$✉♥ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❆✳

✹✶



✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

✸✳✷✳ ▼❛✐♥ '❡)' ♦❜)❡,✈❛'✐♦♥)

▼♦❞❡❧ %❡&%& &✉❝❝❡&&❢✉❧❧② ❞❡❧✐✈❡-❡❞ ❞❛%❛ ❢♦- ❛❧❧ %②♣❡& ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲&%-✉❝%✉-❡ ✐♥%❡-❛❝%✐♦♥✳

❋-❡5✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❤❛& ❜❡❡♥ ♦❜&❡-✈❡❞ ❢♦- ❛❧❧ ✐♥✈❡&%✐❣❛%❡❞ &%-✉❝%✉-❛❧ ❝♦♥✜❣✉-❛%✐♦♥&✳ ❙♦♠❡

✐♠♣-❡&&✐♦♥& ❢-♦♠ %❤❡ ♠♦❞❡❧ %❡&%& ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉-❡& ✶✻ ❛♥❞ ✶✼✳

❋✐❣✉-❡ ✶✻✿ ✺✵✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡%❡- ❝②❧✐♥❞❡- ♣-✐♦- %♦ %❡&%❀ ❙❡-✐❡& ✷✶✵✵✵

❋✐❣✉-❡ ✶✼✿ ✶✷✵ ♠♠ &✐❞❡✲✜-&% ✐♥❞❡♥%❡- &❡❡♥ ❢-♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❛%❡-✱ ❘✉♥ ✸✶✵✸✵

❙%❛%✐♦♥❛-② ❢-❡5✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡&%❛❜❧✐&❤❡❞ ✉♥❞❡- ❧❛❜♦-❛%♦-② ❝♦♥❞✐%✐♦♥& ❢♦- ❛❧♠♦&%

❛❧❧ %❡&%❡❞ ❝♦♥✜❣✉-❛%✐♦♥&✳ ■% ✇❛& ♣♦&&✐❜❧❡ %♦ -❡♣-♦❞✉❝❡ %❤❡ &❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉- ✐♥ -❡♣❡❛%❡❞

%❡&% -✉♥&✳ ■% ✇❛& ❢♦✉♥❞ %❤❛% ❝♦♥✜❣✉-❛%✐♦♥& ✇✐%❤ ❤✐❣❤ ❛&♣❡❝% -❛%✐♦ ✭D/h ≥ 5✮ %❡♥❞ %♦ ❜❡
❛✛❡❝%❡❞ ❜② &✉♣❡-✐♠♣♦&❡❞ ✢❡①✉-❛❧ ❢❛✐❧✉-❡ ♥❡①% %♦ %❤❡ ❞❡&✐-❡❞ ❝-✉&❤✐♥❣✳ ❈-✉&❤✐♥❣ ❡✈❡♥%&

❛-❡ ❢-❡5✉❡♥%❧② ✐♥%❡--✉♣%❡❞ ❜② ❣❧♦❜❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦- ❧♦❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉-❡ ♦❢ %❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡%✳

❋✉-%❤❡-♠♦-❡✱ %❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡% %❡♥❞& %♦ ❜❡♥❞ ❞♦✇♥✇❛-❞& ❞✉-✐♥❣ ❝-✉&❤✐♥❣✳ ❆❣❛✐♥✱ %❤✐& ✐&&✉❡

✐& ❛%%-✐❜✉%❡❞ %♦ ❤✐❣❤ ❛&♣❡❝% -❛%✐♦&✳ ❚❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡% %②♣✐❝❛❧❧② ❝-✉&❤❡& ❛❣❛✐♥&% %❤❡ &%-✉❝%✉-❡

✐♥ &✉❜♠❡-❣❡❞ ❝♦♥❞✐%✐♦♥✱ ❡①❝❡♣% ❢♦- %❡&%& ✐♥ ✈❡-② %❤✐❝❦ ✐❝❡ ✭✼✵✲✽✵ ♠♠✮✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ %❤❡

✉♣✇❛-❞ ❡①%-✉&✐♦♥ ♦❢ ❝-✉&❤❡❞ ✐❝❡ ❞✉❡ %♦ &♣❛❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✢❛❦✐♥❣ ♣-♦❝❡&&❡& ❛& ❞❡&❝-✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸ ✐& ♥♦% -❡♣-❡&❡♥%❡❞ ❝♦--❡❝%❧② ✐♥ %❤✐♥ ✐❝❡✳

❙♦♠❡ ❣❡♥❡-❛❧ ♦❜&❡-✈❛%✐♦♥& ❛-❡ ♣-❡&❡♥%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦❜&❡-✈❡❞ ❢❛✐❧✉-❡ ❛♥❞ ✐❝❡✲

&%-✉❝%✉-❡ ✐♥%❡-❛❝%✐♦♥ ♠♦❞❡& ❛-❡ ❞✐&❝✉&&❡❞ ✐♥ ♠♦-❡ ❞❡%❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✹✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

■♥"❡$♠✐""❡♥" ❝$✉)❤✐♥❣ ✭■❈✮

■♥"❡$♠✐""❡♥" ❝$✉)❤✐♥❣ ❤❛) ❜❡❡♥ ♦❜)❡$✈❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧) ❡①❝❡♣" ❢♦$ "❤❡ ✺✵✵ ♠♠ ❝②❧✐♥❞❡$✳

❆♥ ❡①❡♠♣❧❛$② "✐♠❡ ❤✐)"♦$② ♦❢ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ♠❡❛)✉$❡❞ ❜② "❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥" )❝❛❧❡ ✭$❛✇ ❞❛"❛✮ ❛♥❞

"❤❡ )"$✉❝"✉$❛❧ ❞✐)♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛" ✇❛"❡$ ❧❡✈❡❧ ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✾✳ ■♥ "❤✐♥ ✐❝❡✱ ✐♥"❡$♠✐""❡♥"

❝$✉)❤✐♥❣ "②♣✐❝❛❧❧② ❧❛)") ❢♦$ ❢❡✇ ❝②❝❧❡) ♦♥❧②✱ ❛) ✐" ✐) )✉♣❡$✐♠♣♦)❡❞ ❜② ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ✐❝❡

)❤❡❡"✳ ❚❤✐) ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛❧)♦ $❡❞✉❝❡) "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❡①❡$"❡❞ ❛" "❤❡ ♣❡❛❦)✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✽✳ ❍❡$❡✱ ✐♥"❡$♠✐""❡♥" ❝$✉)❤✐♥❣ "$❛♥)❢♦$♠) "♦ ❝♦♥"✐♥✉♦✉)

❝$✉)❤✐♥❣ ❛♥❞ "❤❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❞❡❝$❡❛)❡)✳ ❱✐❞❡♦) ❣✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ "❤❛" "❤✐) ❢♦$❝❡ $❡❞✉❝"✐♦♥

❛♥❞ ❢❛✐❧✉$❡ "②♣❡ "$❛♥)✐"✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡) ✇✐"❤ ✢❡①✉$❛❧ ❞❡❢♦$♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐❝❡ )❤❡❡"✱ ❝❛✉)✐♥❣

"❤❡ ✐❝❡ "♦ ❜❡♥❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❢❛✐❧✳ ■♥"❡$♠✐""❡♥" ❝$✉)❤✐♥❣ ♣❡$)✐)") ❢♦$ ❧♦♥❣❡$ ❞✉$❛"✐♦♥) ✐♥

"❤✐❝❦❡$ ❧❡✈❡❧ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦$ ✐♥❝$❡❛)✐♥❣ ❛)♣❡❝" $❛"✐♦) ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✐))✉❡✱

✐♥"❡$♠✐""❡♥" ❝$✉)❤✐♥❣ )✐❣♥❛❧) ❛$❡ ❜❡)" ❢♦$ "❤❡ ✢❛" ✐♥❞❡♥"❡$) ❛♥❞ "❤❡ )♠❛❧❧❡)" ❝②❧✐♥❞❡$)

✭❙❡$✐❡) ✷✷✵✵✵✱ ✷✺✵✵✵✱ ✸✶✵✵✵✱ ✸✷✵✵✵✮✳

❋$❡0✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✭❋▲■✮

❆♥ ❡①❡♠♣❧❛$② "✐♠❡ ❤✐)"♦$② ♦❢ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✭$❛✇ ❞❛"❛✮ ❛♥❞ ❝♦$$❡)♣♦♥❞✐♥❣ $❡)♣♦♥)❡ ❞✉$✐♥❣

❢$❡N✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ✐) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✵✳ ❆) ❢♦$ ■❈✱ )♦♠❡ ❋▲■ ❡✈❡♥") ✇❡$❡ )✉♣❡$✐♠♣♦)❡❞

❜② ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ "❤❡ ✐❝❡ )❤❡❡" ❡)♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦$ ❤✐❣❤ ❛)♣❡❝" $❛"✐♦)✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐"❡❞ "❤❡ ❡✈❡♥"

❞✉$❛"✐♦♥ ✭)❡❡ ❋✐❣✳ ✶✽✮✳ ❊✈❛❧✉❛❜❧❡ ❡✈❡♥") ✇❡$❡ $❡❝♦$❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ "❡)" )❡$✐❡) ❡①❝❡♣" ❙❡$✐❡)

✷✷✵✵✵❀ ❜❡)" )✐❣♥❛❧) ♦$✐❣✐♥❛"❡ ❢$♦♠ ❙❡$✐❡) ✸✶✵✵✵✳

❈♦♥"✐♥✉♦✉) ❝$✉)❤✐♥❣ ✭❈❈✮

❈♦♥"✐♥✉♦✉) ❝$✉)❤✐♥❣ ✐) ✐❧❧✉)"$❛"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✶✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ✢❡①✉$❛❧ ❞❡❢♦$♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐❝❡

)❤❡❡"✱ ❝♦♥"✐♥✉♦✉) ❝$✉)❤✐♥❣ ✇❛) ✐♥ ♠♦)" "❡)"❡❞ )❝❡♥❛$✐♦) ♦♥❧② )❤♦$"✲❧✐✈❡❞✳ ❙❡✈❡$❛❧ "❡)"❡❞

❝♦♥✜❣✉$❛"✐♦♥) ❞✐❞ ♥♦" ❡♥"❡$ ♣$♦♣❡$ ❝$✉)❤✐♥❣ $❡❣✐♠❡✱ ❜✉" ✐♥)"❡❛❞ )"❛$"❡❞ ✐❝❡ ❢❛✐❧✉$❡ ✐♥ ❛

♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ✇✐"❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ❢❛✐❧✉$❡ )✉♣❡$✐♠♣♦)❡❞ "♦ )❤♦$" ❧♦❝❛❧ ❝$✉)❤✐♥❣

❡✈❡♥")✳

❚❤❡ ♦❜)❡$✈❡❞ ❢❛✐❧✉$❡ ♠♦❞❡) ❛$❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ $❡❣❛$❞✐♥❣ "❤❡✐$ ❝❤❛$❛❝"❡$✐)"✐❝) ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✳

❋✐❣✉$❡ ✶✽✿ ❚✐♠❡ ❤✐)"♦$② ♦❢ $❡❣✐)"❡$❡❞ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐$❡❝"✐♦♥ ❞✉$✐♥❣ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈✱ ❛❧❧ ✇✐"❤

)✉♣❡$✐♠♣♦)❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ✢❡①✉$❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ ✭❘✉♥ ✷✶✵✶✵✮

✹✸



✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✶✾✿ ❚✐♠❡ ❤✐,-♦$② ♦❢ $❡❣✐,-❡$❡❞ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐$❡❝-✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♦❢
-❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✉$✐♥❣ ✐♥-❡$♠✐--❡♥- ❝$✉,❤✐♥❣❀ ❢$♦♠ ❘✉♥ ✷✺✵✶✵ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺

❋✐❣✉$❡ ✷✵✿ ❚✐♠❡ ❤✐,-♦$② ♦❢ $❡❣✐,-❡$❡❞ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐$❡❝-✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♦❢
-❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✉$✐♥❣ ❢$❡@✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥❀ ❢$♦♠ ❘✉♥ ✷✺✵✶✵ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺

❋✐❣✉$❡ ✷✶✿ ❚✐♠❡ ❤✐,-♦$② ♦❢ $❡❣✐,-❡$❡❞ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐$❡❝-✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ♦❢
-❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✉$✐♥❣ ❝♦♥-✐♥✉♦✉, ❝$✉,❤✐♥❣❀ ❢$♦♠ ❘✉♥ ✷✺✵✶✵ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺

✹✹



✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

✸✳✸✳ ❉❛$❛ ♣♦'$✲♣)♦❝❡''✐♥❣

 ♦"#✲♣&♦❝❡""✐♥❣ ✐" ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ "❡✈❡&❛❧ &❡❝♦&❞❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧"✳ ❚❤❡ ❞✐"♣❧❛❝❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡❧

u(t) ❛♥❞ #❤❡ "✉♠ ♦❢ ❧♦❛❞" ❛❝#✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥# "❝❛❧❡ ✐♥ x✱ y✲ ❛♥❞ z✲❞✐&❡❝#✐♦♥ ❛&❡
♦✛"❡# ❝♦&&❡❝#❡❞ ❜② "✉❜#&❛❝#✐♥❣ #❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ #❤❡ ✜&"# ✶✵✵ ❞❛#❛ ♣♦✐♥#" ♦❢ #❤❡ &❡"♣❡❝#✐✈❡

❝❤❛♥♥❡❧"✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♠♦#♦&" ✇❡&❡ &✉♥♥✐♥❣ ❜✉# #❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛&&✐❛❣❡ ❤❛❞ ♥♦# "#❛&#❡❞ ♠♦✈✐♥❣✳

❙#&✉❝#✉&❡ ✈❡❧♦❝✐#② ❝❧♦"❡ #♦ #❤❡ ✇❛#❡& ❧❡✈❡❧ v
♦!❝

(t) ✐" ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❜② #✐♠❡ ❞❡&✐✈❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡
❧❛"❡& "✐❣♥❛❧ u(t)✳
■❝❡ ❧♦❛❞ ♠❡❛"✉&❡❞ ❜② #❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥# "❝❛❧❡ ❛♥❞ #❤❡ #❛❝#✐❧❡ "❡♥"♦&" &❡A✉✐&❡" "♦♠❡ ❢✉&#❤❡&

♣♦"#✲♣&♦❝❡""✐♥❣ ❞❡"❝&✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✸✳✸✳✶✳ ▲♦❛❞ '❝❛❧❡ ❞❛+❛

❚❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥# "❝❛❧❡ ❝♦♥♥❡❝#✐♥❣ #❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥# ❜❛"✐" ✐" ❍❙❱❆ "#❛♥❞❛&❞

❡A✉✐♣♠❡♥# ❛♥❞ ❤❛" ❛♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥#❛❧❧② ♣&♦✈❡♥ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ ✵✳✷✺✪ ❜❛"❡❞ ♦♥ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❧♦❛❞ ♦❢ #❤❡ #&❛♥"❞✉❝❡&" ✐♥ #❤❡ "❝❛❧❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✺ ❦◆ ✐♥  ❤❛"❡ ✷✱ ✷✵ ❦◆ ✐♥  ❤❛"❡ ✸✮✳

■# "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦#❡❞ #❤♦✉❣❤ #❤❛# #❤❡ &❡❝♦&❞❡❞ ❧♦❛❞" F
✻❝♦♠♣

(t) ❛&❡ ♥♦# ♣✉&❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞ F
✐❝❡

✱

❜✉# ❛❧"♦ ✈✐"❝♦✉" ✭F
✈✐!❝

✮ ❛♥❞ ✐♥❡&#✐❛ ✭F
✐♥❡*+✐❛

✮ ❢♦&❝❡ ❡①♣❡&✐❡♥❝❡❞ ❜② #❤❡ ♦"❝✐❧❧❛#✐♥❣ ♠♦❞❡❧✿

F
✻❝♦♠♣

(t) = F
✐❝❡

(t) + F
✐♥❡*+✐❛

(t) + F
✈✐!❝

(t) ✭✺✮

■♥ ❊A✳ ✺✱ F
✈✐!❝

✐" ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦& #❤❡ "❛❦❡ ♦❢ #❤❡ "#✉❞② ❛" ✐#" ❝♦♥#&✐❜✉#✐♦♥ #♦ #❤❡ #♦#❛❧

&❡❝♦&❞❡❞ ❧♦❛❞ ✐" ♠✐♥♦&✳ ■♥❡&#✐❛ ❧♦❛❞" ❢&♦♠ #❤❡ ♦"❝✐❧❧❛#✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦✇ #❤❡ "❝❛❧❡ F
✐♥❡*+✐❛

❝❛♥ ❜❡ "✉❜#&❛❝#❡❞ ❢&♦♠ F
✻❝♦♠♣

❜② ❝❛❧❝✉❧❛#✐♥❣ #❤❡✐& #✐♠❡ ❤✐"#♦&② ❢&♦♠ #❤❡ ♠❡❛"✉&❡❞

♠♦❞❡❧ ❛❝❝❡❧❡&❛#✐♦♥ a ❛♥❞ #❤❡ ♦"❝✐❧❧❛#✐♥❣ ♠❛"" M
♦!❝

✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡&✐✈❡❞ ❢&♦♠ ♣❧✉❝❦✐♥❣

#❡"#" ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛#❡&✳ ❆ "✐♠✐❧❛& ❛♣♣&♦❛❝❤ ❤❛" ❜❡❡♥ ✉"❡❞ ❜② ❚✐♠❝♦ ❬✾✶❪ ❢♦& ❛ ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡

"❡#✉♣✳ ■# "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦#❡❞ #❤❛# #❤✐" ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐" ♥♦# ❢✉❧❧② ✈❛❧✐❞✱ ❜❡❝❛✉"❡ #❤❡ ♠♦❞❡❧

❛❝#✉❛❧❧② ♦"❝✐❧❧❛#❡" ✐♥ ♠♦&❡ #❤❛♥ ♦♥❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦♥#&✐❜✉#✐♦♥" ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ❞✐✛❡&

❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❞✐✛❡&❡♥# ✐♥#❡&❛❝#✐♦♥ "❝❡♥❛&✐♦"✳ ❋✉&#❤❡&♠♦&❡✱ #❤❡ &❡❝♦&❞❡❞ ❛❝❝❡❧❡&❛#✐♦♥ ✐"

❛ ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ ❛❝#✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝❡❧❡&❛#✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦"❝✐❧❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❛❝❝❡❧❡&♦♠❡#❡& ✐♥ ✐#"

❢♦✉♥❞❛#✐♦♥✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ ✐♥❡&#✐❛ ❧♦❛❞ ❝♦&&❡❝#✐♦♥ ✐" ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ #❡"#" ✇✐#❤ ❤❡❛✈② ♠♦❞❡❧"

✭❛❧❧ #❡"#" ❢&♦♠  ❤❛"❡ ✶❀ #❡"#" ✇✐#❤ ✺✵✵ ♠♠ ❝②❧✐♥❞❡& ✐♥  ❤❛"❡ ✷✱ ❙❡&✐❡" ✷✶✵✵✵ ❛♥❞ ✷✸✵✵✵✮✳

❲✐#❤♦✉# ❝♦&&❡❝#✐♦♥✱ ❝❤❛&❛❝#❡&✐"#✐❝ ❛&#❡❢❛❝#" ♦❝❝✉& ❞✉&✐♥❣ ❧♦❝❦✲✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ "❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳

✷✷✳ ❈♦♠♣❛&✐"♦♥ #♦ ❚❆❈ ❞❛#❛ ✇❤✐❝❤ ✐" ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ❢&♦♠ ✐♥❡&#✐❛ ❧♦❛❞" ❣✐✈❡" ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦&

#❤❡ ❛❝#✉❛❧ ❧♦❛❞ #✐♠❡ ❝❤❛&❛❝#❡&✐"#✐❝✳

✸✳✸✳✷✳ -.❡''✉.❡ '❡♥'♦. ❞❛+❛

▲♦❝❛❧ ♣&❡""✉&❡" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡❝♦&❞❡❞ ✇✐#❤ #❛❝#✐❧❡ "❡♥"♦&" ❢&♦♠ ❚❡❦"❝❛♥✳ ❆♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢

#❤❡"❡ "❡♥"♦&" ✐♥ ✐❝❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥#" ✐" ❛ ❝♦♥#&♦✈❡&"✐❛❧ ✐""✉❡✳ ❆❢#❡& "❡✈❡&❛❧ ♣&❡✲#❡"#" ❛♥❞ ❡❛&✲

❧✐❡& #❡"# ❝❛♠♣❛✐❣♥"✱ ❛ "♦❧✐❞ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ❤♦✇ #♦ ♣&❡♣❛&❡ ❛♥❞ ✐♥"#❛❧❧ #❤❡ "❡♥"♦&" #♦ &❡❝❡✐✈❡

✈❛❧✐❞ ♣&❡""✉&❡ &❡❝♦&❞✐♥❣" ❤❛" ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❉❡#❛✐❧" ❛&❡ "✉♠♠❛&✐③❡❞ ✐♥ ❬✶✵✺❪ ❛♥❞ ❞❡"❝&✐❜❡❞

✐♥ ❆♣♣✳ ❇✳ ❚❤❡ "❡♥"♦&" &❡❝♦&❞ ✉♥❝❛❧✐❜&❛#❡❞ &❛✇ ❞❛#❛✱ ❛♥❞ ❛" "#❛#❡❞ ❛❜♦✈❡✱ #❤❡ ♣&❡""✉&❡

✐" "❛♠♣❧❡❞ ❛# ❛ ❞✐✛❡&❡♥# &❛#❡ #❤❛♥ ❛❧❧ ♦#❤❡& ♠❡❛"✉&❡♠❡♥#"✳ ❋✉&#❤❡&♠♦&❡✱ #❛❝#✐❧❡ "❡♥"♦&"

♦♥❧② &❡❝♦&❞ ♥♦&♠❛❧ ♣&❡""✉&❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ♥♦# ❞✐&❡❝#❧② ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ #♦ #❤❡ ❧♦❛❞ &❡❣✐"#❡&❡❞
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✷✷✿ ❈♦♠♣❛$✐-♦♥ ♦❢ ❉❆❈ ❛♥❞ ❚❆❈ ♠❡❛-✉$❡♠❡♥4 ❞✉$✐♥❣ ❋▲■✱ ✐♥❞✐❝❛4✐♥❣ ❛$4❡❢❛❝4-

❢$♦♠ ✐♥❡$4✐❛ ❧♦❛❞- $❡❣✐-4❡$❡❞ ❜② 4❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥4✲-❝❛❧❡✳

❜② 4❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥4✲-❝❛❧❡ ✐♥ ❝❛-❡ ♦❢ ❝②❧✐♥❞❡$ ♦$ ❝♦$♥❡$✲✜$-4 ✐♥❞❡♥4❡$ 4❡-4-✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱

♣♦-4✲♣$♦❝❡--✐♥❣ ❤❛- 4♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❋♦$ ♣♦-4✲♣$♦❝❡--✐♥❣✱ 4❤❡ 4❡-4 $✉♥- ❛$❡ -✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥4♦ 4✐♠❡ ❤✐-4♦$✐❡- ✇✐4❤ ❝♦♥-4❛♥4 ✈❡✲

❧♦❝✐4✐❡-✱ -✉❝❤ 4❤❛4 ❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐4② -4❡♣ ✐- 4$❡❛4❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤✐- ✐- ✐♠♣♦$4❛♥4 ❜❡❝❛✉-❡

✐❝❡ ❢❛✐❧✉$❡ 4②♣❡ ❛♥❞ ✐♠♣❛❝4 ♦❢ -❤❡❛$ ❢♦$❝❡- ❝❤❛♥❣❡ ✇✐4❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐4②✱ ❛♥❞ -♦ ❞♦❡-

4❤❡ ❝❛❧✐❜$❛4✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥4✳ ❆❞❞✐4✐♦♥❛❧❧②✱ 4✐♠❡ ❤✐-4♦$✐❡- ✇✐4❤ ❝♦♥-4❛♥4 ✈❡❧♦❝✐4② ❛$❡ ♠♦$❡

-✉✐4❛❜❧❡ ❢♦$ ❢✉$4❤❡$ ❛♥❛❧②-✐-✳

❚❤❡ ❛❝4✉❛❧ ❝❛❧✐❜$❛4✐♦♥ ❝♦♥4❛✐♥- ❡✐❣❤4 -4❡♣-✿

✶✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❝(✐✈❡ ❛*❡❛

❚❤❡ $❡❧❡✈❛♥4 ❛$❡❛ ✐♥ ❝♦♥4❛❝4 ✇✐4❤ 4❤❡ ✐❝❡ ✐- ♠❛♥✉❛❧❧② ❝❤♦-❡♥ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐❧❧✉-4$❛4✐♦♥

♦❢ 4❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ $❡❝♦$❞❡❞ $❛✇ ♣$❡--✉$❡ ✐♥ ❡❛❝❤ -❡♥-❡❧ ❢♦$ 4❤❡ ❝✉$$❡♥4 ✈❡❧♦❝✐4②✳ ❚❤✐-

-4❡♣ ✐- ♥❡❡❞❡❞ 4♦ ❧✐♠✐4 4❤❡ ❛♠♦✉♥4 ♦❢ ❞❛4❛ ❛♥❞ -♣❡❡❞ ✉♣ 4❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛4✐♦♥-✱ ❜✉4 ❛❧-♦

4♦ ❡①❝❧✉❞❡ ♣❛$4- ♦❢ 4❤❡ ♥♦✐-❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉$ ♦♥ 4❤❡ -❡♥-♦$ ❛❜♦✈❡ 4❤❡ ✐❝❡ ❝♦♥4❛❝4

❞✉❡ 4♦ ❝✉$$❡♥4 ♥♦✐-❡ ❛♥❞ ✐♥4❡$♥❛❧ -4$❡--✳ ❋✐❣✳ ✷✸ ✐❧❧✉-4$❛4❡- 4❤✐- -4❡♣✳

✷✳ ❚❤*❡,❤♦❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥

❆ 4❤$❡-❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐- -❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦$ ❡❛❝❤ 4❡-4 $✉♥✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ ✈✐-✉❛❧ ✐♥-♣❡❝4✐♦♥

♦❢ 4❤❡ $❡❝♦$❞❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣$❡--✉$❡- ❢♦$ ❡❛❝❤ -❡♥-❡❧✳ ❚❤✐- 4❤$❡-❤♦❧❞ ✐- ♠❡❛♥4 4♦

❡①❝❧✉❞❡ ♥♦✐-❡ ❛♥❞ ❧♦✇ $✉❜❜❧❡ ❧♦❛❞ ❢$♦♠ 4❤❡ ❞❛4❛✳ ❚❤❡ ♥♦✐-❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✷✸✳ ■4 ✈❛$✐❡- ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ 4❡-4- ❜❡❝❛✉-❡ 4❤❡ -❡♥-♦$ -❡♥-✐4✐✈✐4② ✇❛- ♥♦4 ❛❧✇❛②-

-❡4 4♦ 4❤❡ -❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 4❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❡①♣❡❝4❡❞ ❢♦$ 4❤❡ $❡-♣❡❝4✐✈❡

4❡-4 $✉♥✳ ❆❧❧ $❡❝♦$❞❡❞ -❡♥-❡❧ ♣$❡--✉$❡- ❜❡❧♦✇ 4❤❡ 4❤$❡-❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛$❡ -❡4 4♦ ③❡$♦✳

✸✳ ◆♦✐,❡ *❡❞✉❝(✐♦♥

◆♦✐-❡ ✐- ❢✉$4❤❡$ $❡❞✉❝❡❞ ❜② ③❡$♦✐♥❣ ✐-♦❧❛4❡❞ -❡♥-❡❧- ✇❤✐❝❤ -❤♦✇ ❛ ❧♦❛❞ ✭❛❜♦✈❡

4❤$❡-❤♦❧❞✮ ❜✉4 ❛$❡ ♥♦4 ❝♦♥♥❡❝4❡❞ 4♦ 4❤❡ ✐❝❡ ✐♥4❡$❛❝4✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝4 ♦❢ -4❡♣-
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✷✸✿ ▼❛①✐♠✉♠ $❛✇ ♣$❡//✉$❡ ♦♥ ❡❛❝❤ /❡♥/❡❧ ❞✉$✐♥❣ ❘✉♥ ✷✺✵✶✵ ✭✢❛< ✐♥❞❡♥<❡$✱ /✐❞❡✲

✜$/<✮

✶ <♦ ✸ ✐/ /❤♦✇♥ ✐♥ ❢$❡B✉❡♥❝② ❛♥❞ <✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡/ ✷✹ ❛♥❞ ✷✺✳ ■< ❝♦♥✜$♠/

<❤❛< <❤❡ ♥♦✐/❡ ✐/ $❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ <❤❡ ❝❤❛$❛❝<❡$✐/<✐❝/ ✐♥ <❤❡ ❧♦✇❡$ ❢$❡B✉❡♥❝② $❛♥❣❡ ❛$❡

♣$❡/❡$✈❡❞✳

✹✳ ●❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛❧❝✉❧❛(✐♦♥

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐$❡❝<✐♦♥ ✭♠♦✈✐♥❣ ❞✐$❡❝<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ ❝❛$$✐❛❣❡✮ F
❚❆❈

✐/ ❝❛❧✲

❝✉❧❛<❡❞ ❢$♦♠ <❤❡ /❡♥/❡❧ ❧♦❛❞/✿

F
❚❆❈

=

CQ
∑

i=1

RQ
∑

j=1

pi,jCWRW

(

❝♦/

2CW (i− 1)

D
+ µ/✐♥

2CW (i− 1)

D

)

✭✻✮

■♥ ❊B✳ ✻✱ i ❛♥❞ j ❛$❡ <❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ $♦✇ ♣♦/✐<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ $❡❢❡$$❡❞ /❡♥/❡❧ ✐♥ <❤❡ <❛❝<✐❧❡
/❡♥/♦$ ♠❛<$✐①✳ ❈♦❧✉♠♥ B✉❛♥<✐<② CQ ❛♥❞ $♦✇ B✉❛♥<✐<② RQ ❞✐✛❡$ ❜❡<✇❡❡♥ <❤❡ <❡/</

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ <❤❡ ♠♦❞❡❧ /✐③❡✱ ❛♥❞ ♦♥ <❤❡ /✐③❡ ♦❢ /❡❧❡❝<❡❞ ❛❝<✐✈❡ ❛$❡❛✳ ❚❤❡ $❛✇

♣$❡//✉$❡ pi,j ✐/ $❡❝♦$❞❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ /✐♥❣❧❡ /❡♥/❡❧✳ ❘♦✇ ✇✐❞<❤ RW ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐❞<❤

CW ❞❡✜♥❡ <❤❡ ❛$❡❛ ♦❢ <❤❡ /❡♥/❡❧✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡<❡$ ♦❢ <❤❡ ❝②❧✐♥❞❡$ D ❝❛♥ ❛❧/♦ $❡❢❡$

<♦ <❤❡ ♣$♦❥❡❝<❡❞ ✐♥❞❡♥<❡$ ✇✐❞<❤ W ✐♥ ❝❛/❡ ♦❢ ❛ ✢❛< ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇❡< ✐❝❡✲/<$✉❝<✉$❡

❢$✐❝<✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥< µ ✐/ ✵✳✶ ❛♥❞ ✇❛/ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❢$✐❝<✐♦♥ <❡/</ ♣$❡✈✐♦✉/❧② ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛<
❍❙❱❆ ✇✐<❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ /❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ♣❧❛<❡✱ ♣❛✐♥<❡❞ ✇✐<❤ <❤❡ /❛♠❡

♣❛✐♥< ❛/ <❤❡ ♠♦❞❡❧/✱ ❛♥❞ ❝♦✈❡$❡❞ ✇✐<❤ <❤❡ /❛♠❡ ♣$♦<❡❝<✐♦♥ ❢♦✐❧ ❛/ ✉/❡❞ <♦ ♣$❡/❡$✈❡

<❤❡ <❛❝<✐❧❡ /❡♥/♦$/✳

✾

✺✳ ❘❡-❛♠♣❧✐♥❣

F
❚❆❈

❛♥❞ F
❉❆❈

❛$❡ ❞♦✇♥/❛♠♣❧❡❞ <♦ ✶✵✵ ❍③ <♦ ✉♥✐❢② <❤❡ /❛♠♣❧✐♥❣ $❛<❡/ ♦❢ ❜♦<❤

<✐♠❡ ❤✐/<♦$✐❡/ ❛♥❞ <♦ ❧✐♠✐< <❤❡ ❛♠♦✉♥< ♦❢ ❞❛<❛ ♣♦✐♥</ ✉/❡❞ ❢♦$ <❤❡ ❝❛❧✐❜$❛<✐♦♥✳

▼❛<❧❛❜ ❜✉✐❧<✲✐♥ $❡/❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝<✐♦♥ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❛♥ ❋■❘ ❛♥<✐✲❛❧✐❛/✐♥❣ ❧♦✇ ♣❛// ✜❧<❡$

✇✐<❤ ❑❛✐/❡$ ✇✐♥❞♦✇ ♠❡<❤♦❞ ✐/ ✉<✐❧✐③❡❞✳

✾

❆ !❤♦$% ❞❡!❝$✐♣%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❢$✐❝%✐♦♥ %❡!% ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐! ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❆✳✶✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❋✐❣✉$❡ ✷✹✿ )♦✇❡$ ❙♣❡❝/$❛❧ ❉❡♥4✐/② ✭)❙❉✮ ♦❢ $❛✇ ❛♥❞ ♥♦✐4❡✲❛//❡♥✉❛/❡❞ ❚❆❈ ❞❛/❛

✻✳ ❚✐♠❡ ❤✐%&♦(② %②♥❝❤(♦♥✐③❛&✐♦♥

❚❆❈ ❛♥❞ ❉❆❈ ❞❛/❛ ❛$❡ $❡❝♦$❞❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡$❡♥/ ♠❡❛4✉$✐♥❣ 4②4/❡♠4✳ ❚❤❡✐$ 4/❛$/

❛♥❞ ❡♥❞ /✐♠❡4 ❛$❡ ♥♦/ ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ /❤❡ $❡4❛♠♣❧❡❞ /✐♠❡ ❤✐4/♦$✐❡4 ♥❡❡❞ /♦

❜❡ 4②♥❝❤$♦♥✐③❡❞✳ ❚❤✐4 ✐4 ❞♦♥❡ ❛✉/♦♠❛/✐❝❛❧❧② ❜② ❝$♦44✲❝♦$$❡❧❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /✇♦ /✐♠❡

4❡$✐❡4 ❛♥❞ 4❤✐❢/✐♥❣ /❤❡ ❚❆❈ ❞❛/❛ ❜② /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 4❛♠♣❧❡4 ❢♦✉♥❞ ❜② ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝$♦44✲❝♦$$❡❧❛/✐♦♥ ❢❛❝/♦$✳ ❚❆❈ ❛♥❞ ❉❆❈ ❞❛/❛ ❛$❡ /❤❡♥ ❝✉/ /♦ /❤❡

4❛♠❡ ❧❡♥❣/❤✳

✼✳ ▲✐♥❡❛( (❡❣(❡%%✐♦♥ ❛♥❛❧②%✐%

■♥ /❤❡ ❞♦✇♥4❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥❡❞ /✐♠❡ 4❡$✐❡4 ♦❢ ❉❆❈ ❛♥❞ ❚❆❈ ❞❛/❛✱ ❡❛❝❤ ❞❛/❛

♣❛✐$ ❢♦$ ❡❛❝❤ /✐♠❡ ❢$❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉4❡❞ ❢♦$ ❝❛❧✐❜$❛/✐♦♥✳ ❆❧❧ ❞❛/❛ ♣❛✐$4 ❛$❡ /❛❦❡♥ ✐♥/♦

❛❝❝♦✉♥/ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛$ $❡❣$❡44✐♦♥ ❛♥❛❧②4✐4✳ ❚❡4/4 ❤❛✈❡ 4❤♦✇♥ /❤❛/ /❤❡ ✉/✐❧✐③❡❞ 4❡♥4♦$4

❋✐❣✉$❡ ✷✺✿ ❚✐♠❡ ❤✐4/♦$✐❡4 ♦❢ $❛✇ ❛♥❞ ♥♦✐4❡✲❛//❡♥✉❛/❡❞ ❚❆❈ ❞❛/❛

✹✽



✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❜❡❤❛✈❡ ❢❛✐'❧② ❧✐♥❡❛' ✐♥ +❤❡ ❝♦♥.✐❞❡'❡❞ ♣'❡..✉'❡ '❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛' '❡❣'❡..✐♦♥ ♣'♦✈✐❞❡.

❧✐♥❡❛' ❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦'. ❢♦' ❡❛❝❤ ✈❡❧♦❝✐+② ✐♥+❡'✈❛❧✳ ■♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛.❡.✱ ❛ ❝♦♥.+❛♥+

♦✛.❡+ ✐. ❛❞❞❡❞ +♦ +❤❡ ❧✐♥❡❛' ❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦' +♦ ❜❡++❡' ♠❛+❝❤ +❤❡ ❞❛+❛✳ ❍♦✇❡✈❡'✱

❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ♦✛.❡+ '❡.✉❧+. ✐♥ ✉♥'❡❛❧✐.+✐❝ ♣'❡..✉'❡. ♦♥ ♠❛'❣✐♥❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞ .❡♥.❡❧.✳ ❲❤❡♥

❝❛❧✐❜'❛+❡❞ ♣'❡..✉'❡. ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛+✐✈❡✱ +❤❡② ❛'❡ .❡+ +♦ ③❡'♦ +♦ ♠❛✐♥+❛✐♥ ❝♦''❡❝+

♣❤②.✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉'✳

❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡. ♦❢ ❝❛❧✐❜'❛+❡❞ ❚❆❈ ❧♦❛❞ ❞❛+❛ ❝♦♠♣❛'❡❞ +♦ ❉❆❈ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥+ ❛'❡

.❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✻✳ ❍✐.+♦❣'❛♠ ♣❧♦+. ✐♥❞✐❝❛+❡ ❛ ❢❛✐' ♠❛+❝❤ ♦✈❡' +❤❡ ❡♥+✐'❡ ❧♦❛❞ '❛♥❣❡✳

✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ &♦ ❤✐❣❤ ❢,❡.✉❡♥& ❚❆❈ ♠❡❛3✉,❡♠❡♥&

❚❤❡ ❧✐♥❡❛' ❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦'. ❛'❡ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ +❤❡ ♥♦✐.❡✲❛++❡♥✉❛+❡❞ ❚❆❈ +✐♠❡ ❤✐.+♦✲

'✐❡. ✭.+❡♣. ✶ +♦ ✸✱ ♥♦ ♥♦'♠❛❧✐③❛+✐♦♥ ♥♦' ❞♦✇♥.❛♠♣❧✐♥❣✮ +♦ ❦❡❡♣ +❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ❤✐❣❤

.❛♠♣❧✐♥❣ ❢'❡K✉❡♥❝② ❢♦' +❤❡ ❛♥❛❧②.✐.✳ ❚❤❡ ♠❡❛.✉'❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥+ u ✐. '❡.❛♠✲

♣❧❡❞ +♦ ✸✵✵✳✵✸ ❍③ ✉.✐♥❣ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❢✉♥❝+✐♦♥ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣♦.✐+✐♦♥

✈❛❧✉❡ ❢♦' ❡❛❝❤ +✐♠❡ ❢'❛♠❡ ♦❢ +❤❡ ♣'❡..✉'❡ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥+✳ ◆♦ ❡''♦' ✐. ❛♥+✐❝✐♣❛+❡❞

❜② '❡.❛♠♣❧✐♥❣ +❤❡ ❞✐.♣❧❛❝❡♠❡♥+ +✐♠❡ ❤✐.+♦'② ❛. +❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦.❝✐❧❧❛+❡. ✐♥ ❢'❡K✉❡♥❝✐❡.

❝❧❡❛'❧② ❜❡❧♦✇ ✷✵ ❍③✱ ❛♥❞ ♥♦ ♣❤②.✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥+ ❛+ ❤✐❣❤❡' '❛+❡. ✐. ❡①♣❡❝+❡❞✳

❋✐❣✉'❡ ✷✻✿ ❊①❡♠♣❧❛'② +✐♠❡ ❤✐.+♦'✐❡. ❛♥❞ ❝♦''❡.♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐.+♦❣'❛♠. ❢♦' ❡✈❡♥+. ♠❡❛.✉'❡❞

✇✐+❤ ✶✾ ♠♠✴. ✭❧❡❢+✮ ❛♥❞ ✺ ♠♠✴. ✭'✐❣❤+✮ ✐❝❡ ❞'✐❢+ .♣❡❡❞ ✭❋❧❛+ ✐♥❞❡♥+❡'✱ ❘✉♥

✷✺✵✶✵✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❞❡+❡'♠✐♥❛+✐♦♥ R2
✐. ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❢♦' ❛❧❧ ❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦'. +♦ ❥✉❞❣❡

+❤❡✐' K✉❛❧✐+②✳ ■+ ✐♥❞✐❝❛+❡. ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ +❤❡ ❞❛+❛ ✈❛'✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② +❤❡

❧✐♥❡❛' '❡❣'❡..✐♦♥✱ ❛..✉♠✐♥❣ ❛ ●❛✉..✐❛♥ ❞✐.+'✐❜✉+✐♦♥ ❛'♦✉♥❞ +❤❡ ❜❡.+✲✜+ ❧✐♥❡✳ ❊①❡♠♣❧❛'②

❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦'. ❛♥❞ ❝♦''❡.♣♦♥❞✐♥❣ R2
✈❛❧✉❡. ❢♦' ❛ .✐♥❣❧❡ +❡.+ '✉♥ ❛'❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❇

✭❚❛❜✳ ✶✽✮✳ ❲✐+❤ R2
+②♣✐❝❛❧❧② ❛❜♦✈❡ ✵✳✾

✶✵

✱ ♠♦.+ ❝❛❧✐❜'❛+✐♦♥ ❢❛❝+♦'. ♠❛+❝❤ +❤❡ +✐♠❡ .❡'✐❡.

'❡❛.♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✱ ❣✐✈❡♥ +❤❡ ❝♦♥.✐❞❡'❛❜❧❡ ✉♥❝❡'+❛✐♥+✐❡. ✐♥+'♦❞✉❝❡❞ ❜② +❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥+❛❧

.❡+✉♣ ✐+.❡❧❢✱ ❛♥❞ +❤❡ .✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥. ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ♣♦.+✲♣'♦❝❡.. +❤❡ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥+.✳

❆❢+❡' ♣♦.+✲♣'♦❝❡..✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ♣'❡..✉'❡ ❞❛+❛✱ ♠❡❛.✉'❡♠❡♥+. ❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ +♦ ❛..❡.. +❤❡ ❧♦❝❛❧

✶✵

▼❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛❧✐❜*❛+❡❞ +❡-+ *✉♥-✿ ✵✳✾✸❀ ▼✐♥✐♠✉♠ R2
✵✳✼✺✱ ▼❛①✐♠✉♠ R2

✵✳✾✽✱ ❙+❛♥❞❛*❞ ❞❡✈✐❛+✐♦♥

✵✳✵✸✳

✹✾



✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ✐♥✈❡-)✐❣❛)✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜%❛)✐♦♥-

❝♦♥#❛❝# ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ❜❡#✇❡❡♥ -#.✉❝#✉.❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ❛♥❞ #❤❡ ♣.♦❝❡-- ♦❢ ♣.❡--✉.❡ #.❛♥-❢❡.✳

❇❛-❡❞ ♦♥ #❤❡ ♥❛#✉.❡ ♦❢ #❤❡ -❡♥-♦.- ❛♥❞ #❤❡ -✐♠♣❧✐✜❝❛#✐♦♥- ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉.✐♥❣ #❤❡ ❝❛❧✐❜.❛#✐♦♥

♣.♦❝❡--✱ #❤❡ .❡-✉❧#- ❤❛✈❡ #♦ ❜❡ ❛♥❛❧②-❡❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ -♦♠❡ ❜❛-✐❝ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥-✿

❖♥❧② ♥♦.♠❛❧ ❧♦❛❞- ❛.❡ .❡❝♦.❞❡❞ ❝♦..❡❝#❧②✳ ❙❤❡❛. ❢♦.❝❡- ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡-#✐♠❛#❡❞ ❜❛-❡❞ ♦♥

#❤❡ ♥♦.♠❛❧ ❢♦.❝❡-✳ ❋✉.#❤❡.♠♦.❡✱ #❤❡ ❝♦♥-#❛♥# ❧♦❛❞ ♦✛-❡# ♦❝❝✉..✐♥❣ ✐♥ -♦♠❡ #❡-# .✉♥-

❝❛♥♥♦# ❜❡ -✉❜#.❛❝#❡❞ ❝♦..❡❝#❧② ❢♦. -♠❛❧❧ ❧♦❛❞-✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡✱ -♠❛❧❧ ❧♦❛❞- ❝❛♥ ❜❡ ✉♥.❡❧✐❛❜❧❡

❛♥❞ ❤❛✈❡ #♦ ❜❡ ✐♥-♣❡❝#❡❞ ❝❛.❡❢✉❧❧② ❞✉.✐♥❣ ❛♥❛❧②-✐-✳

■# ✐- ✐♠♣♦--✐❜❧❡ #♦ ❞✐-#✐♥❣✉✐-❤ ❜❡#✇❡❡♥ ❛❝#✉❛❧✱ ❜✉# ❧♦✇✲♣.❡--✉.❡ ❝♦♥#❛❝# ❛♥❞ .✉❜❜❧❡ ❧♦❛❞✳

❚✐♠❡ ❤✐-#♦.✐❡- ♦❢ ❛ -✐♥❣❧❡ -❡♥-❡❧ ♦♥ #❤❡ -❡♥-♦. ❞♦ ♥♦# .❡✢❡❝# ♣❤②-✐❝❛❧ ♣.♦❝❡--❡- ✐♥ #❤❡

✐❝❡✱ ❛- #❤❡ ✐❝❡ -❤❡❡# ✐- ♠♦✈✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ❞✉.✐♥❣ ✐♥#❡.❛❝#✐♦♥✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡✱ #❤❡ ♣♦-✐#✐♦♥

♦❢ ❝♦♥#❛❝# ❝❤❛♥❣❡-✳ ❆ -❡♥-❡❧ ✇✐#❤ ❞❡❝.❡❛-✐♥❣ ❧♦❛❞ ❤❡♥❝❡ ❞♦❡- ♥♦# ♥❡❝❡--❛.✐❧② ✐♥❞✐❝❛#❡ ❛
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❚❛❜❧❡ ✻✿ ❱❡❧♦❝✐$✐❡ ❢♦# ■❈✱ ❋▲■✱ ❈❈ ❜❛ ❡❞ ♦♥ ❋▲■ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ✭♥♦ $#❛♥ ✐$✐♦♥ ♠♦❞❡ ✮

❈❧❡❛# ❈❈ ♠♦❞❡ ❤❛ #❛#❡❧② ❜❡❡♥ ♠❡❛ ✉#❡❞✱ ❛ $❤❡ ✐♥$❡#❛❝$✐♦♥ ♦❢$❡♥ #❡♠❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ $#❛♥ ✐✲

$✐♦♥ ♠♦❞❡ ❢#♦♠ ❋▲■ $♦✇❛#❞ ❈❈ ✐♥ ✐♥❝#❡❛ ✐♥❣ ✐❝❡ ❞#✐❢$  ♣❡❡❞ ✇❤❡♥ ✈❡❧♦❝✐$② ✐♥❝#❡♠❡♥$ 

✇❡#❡  ♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ♦❝❝✉##❡❞ ✇❤❡♥ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ✇❛ ✐♥❝#❡❛ ❡❞ ❜② ❧❛#❣❡#  $❡♣ ✳

■♥ $❤❡ ❧♦✇ ✐♥❞❡♥$❛$✐♦♥  ♣❡❡❞ #❛♥❣❡✱ $❤❡ ❢❛✐❧✉#❡ ✇❛ ❛❧ ♦ ♦❢$❡♥ ❞✐ $✉#❜❡❞ ❜② ❣❧♦❜❛❧ ✢❡①✉#❛❧

❢❛✐❧✉#❡✱ ❛♥❞ ❝❧❡❛# ■❈ ♣#✐♠❛#✐❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ $❤✐❝❦ ✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥$❡#❛❝$✐♦♥  ❝❡♥❛#✐♦ ✇✐$❤ ❧♦✇

❛ ♣❡❝$ #❛$✐♦✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦# ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❧♦❛❞ $✐♠❡  ❡#✐❡ ✐  ❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✾ ❢♦# ❘✉♥ ✷✸✵✷✵ ✇✐$❤

✺✵✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡$❡# ❝②❧✐♥❞❡#✳ ❆$ ♠♦❞❡❧ ❝❡♥$❡# ❧✐♥❡✱ $❤❡ ✹✶ ♠♠ $❤✐❝❦ ✐❝❡  ❤❡❡$  ✉❜♠❡#❣❡ 

✉♣ $♦ ✼✵ ♠♠✳

✶✷

❈♦♥ ✐❞❡#✐♥❣ $❤❡ ♠♦❞❡❧ $♦ ❜❡ #❡♣#❡ ❡♥$❛$✐✈❡ ❢♦# ◆❙● ❧✐❣❤$❤♦✉ ❡ ❛$ ❛

✶✷

❱❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛)✐✈❡❀ ❜❛-❡❞ ♦♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ✈✐❞❡♦- ❛♥❞ )❛❝)✐❧❡ -❡♥-♦3 ❣3✐❞ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳
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❣❡♦♠❡$%✐❝ (❝❛❧❡ ♦❢ ✶✿✶✺✱ $❤✐( ✇♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛$❡ ❛ (✉❜♠❡%❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜♦✉$ ✻✵✵ ♠♠ $❤✐❝❦

❧❡✈❡❧ ✐❝❡ (❤❡❡$ ❜② ❛❜♦✉$ ✶ ♠✳ ◆♦ ❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ ♦❜(❡%✈❛$✐♦♥( ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❢✉❧❧ (❝❛❧❡✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝$ ♦❢ ✢❡①✉%❛❧ ✐❝❡ (❤❡❡$ ❞❡❢♦%♠❛$✐♦♥ ✐♥ $❡($( ✇✐$❤ (❛❧✐♥❡ ❝♦❧✉♠♥❛% ♠♦❞❡❧

✐❝❡ ✐( ❢✉%$❤❡% ❛❞❞%❡((❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷✳✶✳ ❆♥❛❧②(✐( ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣%❡((✉%❡( (❤♦✇( $❤❛$ ❡(♣❡❝✐❛❧❧②

✐♥ $❤✐♥ ✐❝❡ ❛♥❞ ✇✐$❤ ❤✐❣❤ ❛(♣❡❝$ %❛$✐♦(✱ $❤❡ ❧♦❛❞ ✐( ♠❛✐♥❧② $%❛♥(❢❡%%❡❞ ❢%♦♠ $❤❡ ✐❝❡ $♦

$❤❡ ($%✉❝$✉%❡ ❜② $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✬ $♦♣ ❧❛②❡%✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡( ♥♦$ %❡✢❡❝$ (❡❛ ✐❝❡ ❝%✉(❤✐♥❣ ❛( ✐♥✲

$%♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②(✐( ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡♥$%❛$❡( ♦♥ G❤❛(❡

✸ $❡($( ✭❙❡%✐❡( ✸✶✵✵✵ ❛♥❞ ✸✷✵✵✵✮ ✇✐$❤ ❤✐❣❤ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ $❤✐❝❦♥❡(( ❛♥❞ ❧♦✇ ❛(♣❡❝$ %❛$✐♦ ❧♦✇✱

✇❤❡%❡ ❝♦♥$❛❝$ ❝♦%%❡❝$❧② ❡($❛❜❧✐(❤❡❞ ❛$ ❝❡♥$❡% ❤❡✐❣❤$ ♦❢ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐❝❡ (❤❡❡$✳

❋✐❣✉%❡ ✷✾✿ ▲❡❢$✿ ❙♥❛♣(❤♦$ ♦❢ ✈✐❞❡♦ $❛❦❡♥ ❞✉%✐♥❣ ❘✉♥ ✷✸✵✷✵ ✇✐$❤ ✐♥❞✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❝✐%❝✉♠✲

❢❡%❡♥$✐❛❧ ❝%❛❝❦ %❡(✉❧$✐♥❣ ❢%♦♠ ✢❡①✉%❛❧ ❞❡❢♦%♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐❝❡ (❤❡❡$❀ %✐❣❤$✿ ❝♦%✲

%❡(♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞ $✐♠❡ ❤✐($♦%②✱ ✈❂✼✵ ♠♠✴( ✭❛❜♦✈❡ ❋▲■ %❛♥❣❡❀ ❈❈ ❡①♣❡❝$❡❞✮✳

❚❛❜✳ ✼ ❣✐✈❡( ❛♥ ♦✈❡%✈✐❡✇ ♦❢ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ $②♣❡( ❢♦% ❛❧❧ $❡($❡❞ ($%✉❝$✉%❡ ❛♥❞ ✐❝❡

❝♦♥✜❣✉%❛$✐♦♥(✳ ❚❤❡%❡✐♥✱ ❣❡♥❡%❛❧ ❜♦✉♥❞❛%✐❡( ❢♦% $❤❡ ❞✐✛❡%❡♥$ %❡❣✐♠❡( ❛%❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❧❡

(✐♥❣❧❡ ❡①❝❡♣$✐♦♥( ❛%❡ ♥❡❣❧❡❝$❡❞ ✭❡✳❣✳✱ $❤❡%❡ ❛%❡ (❡✈❡%❛❧ $%❛♥(✐$✐♦♥ ❝❛(❡( ✐♥ $❤❡ ❋▲■ %❡❣✐♠❡

♠❛%❦❡❞ ❢♦% ❘✉♥ ✷✺✵✶✵ ✴ ✷✺✵✶✶✱ ❜✉$ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐$② ✇❤❡%❡ ❝❧❡❛% ❋▲■

♦❝❝✉%%❡❞ ❛%❡ ❝❤♦(❡♥ ❛( ❧✐♠✐$✐♥❣ ❝❛(❡( ❢♦% %❡♣%❡(❡♥$❛$✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦✉%❡❞ ❜♦①❡( ✐♥❞✐❝❛$✐♥❣

❋▲■ ❛♥❞ $%❛♥(✐$✐♦♥ %❡❣✐♠❡( ✭❚❛❜✳ ✼✮ (❤♦✇ $❤❛$ ♥♦ ✉❧$✐♠❛$❡ ❝%✐$✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐$② ❡①✐($( ❢♦%

♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧✇❛②( ❧❡❛❞( $♦ ❋▲■✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ❛♥ ✐❝❡ ❞%✐❢$ (♣❡❡❞ ♦❢ ✷✵ ♠♠✴( ✇❛( ❝%✐$✲

✐❝❛❧ ❢♦% ❛❧❧ $❡($❡❞ ❝♦♥✜❣✉%❛$✐♦♥(✱ ❛( ✐$ %❡(✉❧$❡❞ ❛$ ❧❡❛($ ✐♥ ❛ $%❛♥(✐$✐♦♥ ♠♦❞❡ ❢♦% ❛❧❧ $❡($

(❝❡♥❛%✐♦(✳

✹✳✶✳✷✳ ❈❤❛'❛❝)❡'✐,)✐❝, ♦❢ ❞✐✛❡'❡♥) ❝'✉,❤✐♥❣ )②♣❡,

❚❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❝%✉(❤✐♥❣ ♠♦❞❡( %❡✈❡❛❧( $❤❛$ $❤❡ ✐♥$❡%❛❝$✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✇✐$❤ ❛

✈❡%$✐❝❛❧ ($%✉❝$✉%❡ ✐( ✐♠♠♦❞❡%❛$❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✢❡①✉%❛❧ ❞❡❢♦%♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡

(❤❡❡$ ✐❢ $❤❡ ❛(♣❡❝$ %❛$✐♦ ✐( ❤✐❣❤✳ ❋♦% ❛(♣❡❝$ %❛$✐♦( ❣%❡❛$❡% $❤❛♥ $❤%❡❡✱ $❤❡ ✐❝❡ ❢❛✐❧( ✐♥

❜✉❝❦❧✐♥❣ %❛$❤❡% $❤❛♥ ✐♥ ❝%✉(❤✐♥❣✳ ❙✉❜♠❡%❣❡❞ ✐❝❡ ❝♦♥$❛❝$ ♦❢$❡♥ ❡($❛❜❧✐(❤❡( ❛$ ❧♦✇ ✐♥❞❡♥✲
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✐❝❡ ♣❛/❛♠❡*❡/2✳ 8❛/❛♠❡*❡/2 ❛/❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢♦/ ❡❛❝❤ ❘✉♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺

*❛*✐♦♥ 2♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ♣/❡✈❛✐❧2 ✉♥*✐❧ *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ *❡2* /✉♥✱ ♦/ ❣❧♦❜❛❧ ✢❡①✉/❛❧ ❢❛✐❧✉/❡✳ ❚❤❡

❝♦♥*❛❝* ❛/❡❛ /❡♠❛✐♥2 ❛* ✇❛*❡/ ❧❡✈❡❧ ✇❤❡♥ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐❛♠❡*❡/ ✐2 2♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐❝❡ *❤✐❝❦♥❡22

✐2 ❤✐❣❤✳

❉❡2♣✐*❡ *❤✐2 ✐22✉❡✱ *❤❡ ❞❛*❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉2❡❞ *♦ ❛22❡22 *❤❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ /❡2♣♦♥2❡ ❝❤❛/❛❝*❡/✐2*✐❝2

♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡/❡♥* *②♣❡2 ♦❢ ❝/✉2❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦//❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ /❡2♣♦♥2❡✳

■♥ *❤✐2 2❡❝*✐♦♥✱ ♠❛✐♥ ❝❤❛/❛❝*❡/✐2*✐❝2 ♦❢ *❤❡ *❤/❡❡ ❝/✉2❤✐♥❣ /❡❣✐♠❡2 ♦❢ ✐♥*❡/❡2* ❛/❡ ❛22❡22❡❞✳

❖♥❧② ❝❧❡❛/ ❡✈❡♥*2 ❛/❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ *❤❡ ❝♦♠♣❛/✐2♦♥ ❛♥❞ */❛♥2✐*✐♦♥ 2*❛❣❡2 ❛/❡ ♦♠✐**❡❞✳

❈❤❛#❛❝%❡#✐(%✐❝( ✐♥ %✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

❊①❡♠♣❧❛/② *✐♠❡ 2❡/✐❡2 ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ /❡2♣♦♥2❡ ❞✉/✐♥❣ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘✉♥

✸✷✵✸✵ ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✵ *♦ ❋✐❣✳ ✸✷✳ ❚❤❡ *✐♠❡ ❤✐2*♦/② ♦❢ ✐♥*❡/♠✐**❡♥* ❝/✉2❤✐♥❣ 2❤♦✇2

*❤❛* 2*/✉❝*✉/❡ ❛♥❞ ✐❝❡ /❡♠❛✐♥ ✐♥ ❢✉❧❧ ❝♦♥*❛❝* ♦✈❡/ *❤❡ ❡♥*✐/❡ ✕ ♦/ ❛❧♠♦2* *❤❡ ❡♥*✐/❡ ✕

✐♥*❡/❛❝*✐♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ 2*/✉❝*✉/❡ ✐2 ❞❡✢❡❝*❡❞ ❛2 *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥❝/❡❛2❡2 ✉♥*✐❧ 2*/❡♥❣*❤

❝❛♣❛❝✐*② ♦❢ *❤❡ ✐❝❡ ✐2 /❡❛❝❤❡❞✳ ❆❢*❡/✇❛/❞2✱ *❤❡ ✐❝❡ ❢❛✐❧2 ♦✈❡/ *❤❡ ❡♥*✐/❡ ❝♦♥*❛❝* ❛/❡❛✳

❲❤❡♥ *❤❡ ✐❝❡ ❝/✉2❤❡2✱ *❤❡ 2*/✉❝*✉/❡ ♠♦✈❡2 *♦✇❛/❞2 ✐*2 ❡O✉✐❧✐❜/✐✉♠ ♣♦2✐*✐♦♥ ✇✐*❤ *❤❡

2❛♠❡ 2♣❡❡❞ ❛2 *❤❡ ✐❝❡ ❡❞❣❡ ♠♦✈❡2 ❞✉❡ *♦ ❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉/❡✳ ❲❤✐❧❡ *❤❡ 2*/✉❝*✉/❡ ♠♦✈❡2 ❜❛❝❦✱

✐* 2❧✐❣❤*❧② ✈✐❜/❛*❡2 ✐♥ ✐*2 ♥❛*✉/❛❧ ❢/❡O✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡/ *❤❛♥ *❤❡ ❢/❡O✉❡♥❝② ♦❢

❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❢❛✐❧✉/❡✳

❙*/✉❝*✉/❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ❛❧2♦ /❡♠❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥*❛❝* ❞✉/✐♥❣ ❋▲■✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ *✐♠❡ 2❡/✐❡2 2❤♦✇2 ❛ ❢❛✐/❧②

♣❡/✐♦❞✐❝ ♣❛**❡/♥✱ ❛♥❞ *❤❡ /❡2♣♦♥2❡ ✐2 ❛❧♠♦2* 2✐♥✉2♦✐❞❛❧✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❞/♦♣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✐2 ❧❡22 2*❡❡♣ *❤❛♥ ✐♥ ■❈✱ ❛♥❞ ❞♦❡2 ♥♦* ❞❡❝/❡❛2❡ *♦ ③❡/♦✳ ❙❡✈❡/❛❧ ❧♦❛❞

✺✻



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

❝②❝❧❡$ $❤♦✇ ❛ ❢♦*❝❡ ♣❧❛,❡❛✉ ✇❤❡♥ ,❤❡ $,*✉❝,✉*❛❧ ❞✐$♣❧❛❝❡♠❡♥, ✐$ $♠❛❧❧✳ ▲♦❛❞ ♣❡❛❦$ ❛*❡

❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐,❤ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ♠❛①✐♠❛✱ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛ ❛*❡ ❞❡❧❛②❡❞ ,♦ ❧♦❛❞ ♠✐♥✐♠❛✳

❋✐❣✳ ✸✸ ❝♦♠♣❛*❡$ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛*② ♠❡❛$✉*❡♠❡♥, ♦❢ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ❞✉*✐♥❣ ❋▲■ ❢*♦♠ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵

,♦ ❛ $✐♥❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✇✐,❤ ❛♥ ♦✛$❡, ❝♦**❡$♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡✢❡❝,✐♦♥✱ ♦$❝✐❧❧❛,✐♦♥ ❢*❡✲

A✉❡♥❝② ❛$ ♦❜,❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋❋❚ ♦❢ *❡$♣♦♥$❡ ✭❝♦♠♣✳ ❋✐❣✳ ✸✹✮✱ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐,✉❞❡ ♠❛,❝❤✐♥❣ ,❤❡

♣❡❛❦ ❛♠♣❧✐,✉❞❡$ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥$✐❞❡*❡❞ ✐♥,❡*✈❛❧✱ ,❤✉$ ❛ ,❤❡♦*❡,✐❝❛❧ ❢*❡❡ ♦$❝✐❧❧❛,✐♦♥ ✇✐,❤♦✉,

❞❛♠♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ❋▲■ ♠❡❛$✉*❡♠❡♥, ❛♥❞ ,❤❡ $✐♥❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐$ ✕ ♥❡①,

,♦ ,❤❡ ♥❛,✉*❛❧ $❝❛,,❡* ♦❢ ❛❝,✉❛❧ ♠❡❛$✉*❡♠❡♥,$ ✕ ♠❛✐♥❧② ❛ $❧♦✇❡* ♠♦✈❡♠❡♥, ✇❤❡♥ ,❤❡

$,*✉❝,✉*❡ ❛♣♣*♦❛❝❤❡$ ,❤❡ ♦✛$❡, ♠❛①✐♠❛✱ $❤♦✇♥ ❜② ❛ ❧♦✇❡* ✐♥❝❧✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞❡✢❡❝,✐♦♥

❝✉*✈❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ ,♦ ,❤❡ ❢*❡❡ ♦$❝✐❧❧❛,✐♦♥✳

▲♦❛❞ ❛♥❞ *❡$♣♦♥$❡ ,✐♠❡ $❡*✐❡$ ✐♥ ❈❈ ❛*❡ ❞✐✛❡*❡♥,✳ ❚❤❡ ♥❛,✉*❛❧ ❢*❡A✉❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞❡❧

✐$ ✈✐$✐❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ *❡$♣♦♥$❡✱ $✉♣❡*✐♠♣♦$❡❞ ❜② ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤❡* ❢*❡A✉❡♥❝✐❡$✳ ❚❤❡*❡ ✐$ ♥♦

♣❡*✐♦❞✐❝✐,② ✐♥ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❛❧$♦ ❡✈✐❞❡♥, ✐♥ ,❤❡ ❋❋❚$ $❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ✭❋✐❣✳ ✸✹✮✳

❇❛"✐❝ ❝❤❛&❛❝'❡&✐"'✐❝" ✐♥ ❢&❡+✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥

▲♦❛❞ ❛♥❞ *❡$♣♦♥$❡ $♣❡❝,*❛ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❜② ❋❋❚ ❛*❡ ♣*❡$❡♥,❡❞ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞

❈❈ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✹✳ ❚❤❡$❡ $❤♦✇ ,❤❛, ,❤❡ $♣❡❝,*❛ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ *❡$♣♦♥$❡ ✐♥ ■❈ ❛*❡ $✐♠✐❧❛*✱

✇❤✐❝❤ *❡✢❡❝,$ ❛❜♦✈❡ ♦❜$❡*✈❛,✐♦♥$✳ ❈♦♠♣❛*❡❞ ,♦ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈✱ ,❤❡ ❧♦✇ ❢*❡A✉❡♥❝② *❛♥❣❡

$❤♦✇$ $✐❣♥✐✜❝❛♥,❧② ❤✐❣❤❡* ❛♠♣❧✐,✉❞❡$✱ ❜✉, ♥♦ ❝❧❡❛* ♣❡❛❦ ❢*❡A✉❡♥❝②✳ ▲♦❛❞ ❛♥❞ *❡$♣♦♥$❡

❤❛✈❡ ,❤❡ $❛♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥, ♣❡❛❦ ✐♥ ❋▲■✱ ❝❧♦$❡ ,♦ ,❤❡ ♥❛,✉*❛❧ ❢*❡A✉❡♥❝② ♦❢ ,❤❡ $,*✉❝,✉*❡✳

❋✐*$, ❤❛*♠♦♥✐❝ ♦$❝✐❧❧❛,✐♦♥ ✐$ ❛❧$♦ ♣*♦♠✐♥❡♥, ✐♥ ,❤❡ $♣❡❝,*✉♠✳ ❚❤❡ ❤❛*♠♦♥✐❝$ ❞✐$❛♣♣❡❛*

✐♥ ❈❈✱ ❛♥❞ ,❤❡ ♥❛,✉*❛❧ ❢*❡A✉❡♥❝② ✐$ ❞♦♠✐♥❛♥, ✐♥ ,❤❡ *❡$♣♦♥$❡ $♣❡❝,*✉♠✱ ❜✉, ♥♦, ✐♥ ,❤❡

✐❝❡ ❧♦❛❞✳

❈❤❛&❛❝'❡&✐"'✐❝" ✐♥ ♣❤❛"❡ "♣❛❝❡

❚❤❡ ,❤*❡❡ ♠❛✐♥ ❝*✉$❤✐♥❣ *❡❣✐♠❡$ ❝❛♥ ❛❧$♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛*❡❞ ✐♥ ♣❤❛$❡ $♣❛❝❡✳ ❉❡❧❛② *❡♣*❡✲

$❡♥,❛,✐♦♥$ ♦* ♣❤❛#❡ ♣♦&'&❛✐'# ❛*❡ ❡①❡♠♣❧❛*✐❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦* ,❤*❡❡ ,❡$,❡❞ ✈❡❧♦❝✐,✐❡$ ❢*♦♠ ❘✉♥

✸✷✵✸✵ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣✐❝, ■❈ ✭✈❂✺ ♠♠✴$✮✱ ❋▲■ ✭✈❂✺✺ ♠♠✴$✮ ❛♥❞ ❈❈ ✭✈❂✶✺✵ ♠♠✴$✮ ✐♥ ❋✐❣✳

✸✺✳ ❉❡❧❛② τ❂✵✳✵✸s ✐$ ❝❤♦$❡♥ ❢♦* ❛ ❢❛✐* ♣❤❛$❡ $♣❛❝❡ *❡❝♦♥$,*✉❝,✐♦♥ ❢♦* ❋▲■✱ ❛♥❞ ❢♦* *❡❛$♦♥$

♦❢ ❝♦♠♣❛*✐$♦♥ ❛❧$♦ ❢♦* ❈❈✳ ❉❡❧❛② τ❂✵✳✸✸s *❡✈❡❛❧$ ,❤❡ ❛,,*❛❝,♦* ✐♥ ■❈ ♠♦*❡ ❝❧❡❛*❧②✳

■❈ ❛♥❞ ❋▲■ *❡$♣♦♥$❡ ,✐♠❡ ❤✐$,♦*✐❡$ $❤♦✇ ❛,,*❛❝,♦*$ ✐♥ ♣❤❛$❡ $♣❛❝❡✳ ❈❈ ✐$ ❛ ❣❡♥❡*❛❧❧②

♠♦*❡ $,♦❝❤❛$,✐❝ ♣*♦❝❡$$ ❛♥❞ ♥♦ ❛,,*❛❝,♦* ✇❛$ ❢♦✉♥❞✳ ❙,*✉❝,✉*❡ ❞✐$♣❧❛❝❡♠❡♥, ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧

✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛*❡ $✐♠✐❧❛* ✐♥ ,✐♠❡ ❛♥❞ ♣❤❛$❡ $,❛,❡ ❞✉*✐♥❣ ■❈✱ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ❛,,*❛❝,♦*$ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞

*❡$♣♦♥$❡ ❞✉*✐♥❣ ❋▲■ $❤♦✇ $✐❣♥✐✜❝❛♥, ❞✐✛❡*❡♥❝❡$✳

❚❤❡ ♣*❡✈✐♦✉$❧② $❤♦✇♥ ❞✐✛❡*❡♥❝❡$ ✐♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ *❡$♣♦♥$❡ ,✐♠❡ ❝❤❛*❛❝,❡*✐$,✐❝$ *❡$✉❧, ✐♥ ❞✐❢✲

❢❡*✐♥❣ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧$ ❛❝*♦$$ ,❤❡ ❢❛✐❧✉*❡ *❡❣✐♠❡$✱ ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛*❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✽✳

❚❤❡*❡✐♥✱ ❛*✐,❤♠❡,✐❝ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡$ ✕ ✐♥❞✐❝❛,❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡*❜❛* ✕ ❛*❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❜❛$❡❞ ♦♥

,❤❡ ❡♥,✐*❡ ❡✈❡♥, ❞✉*❛,✐♦♥✳ ❆✈❡*❛❣❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞$ ✕ ♠❛*❦❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❤❛, ✕ ❛*❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❜②

✐❞❡♥,✐❢②✐♥❣ ,❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞$ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ❛✈❡*❛❣✐♥❣ ,❤❡$❡ ❜② ,❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♣❡❛❦$✳

❋♦* ,❤❡ ❛❧♠♦$, ♣❡*✐♦❞✐❝ ❋▲■ ,✐♠❡ $❡*✐❡$✱ ,❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ✐$ ❜❛$❡❞ ♦♥ ,❤❡

♦$❝✐❧❧❛,✐♦♥ ♣❡*✐♦❞ ♦❢ ,❤❡ $,*✉❝,✉*❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡$ ,❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❞✐$,❛♥❝❡✳ ❋♦* ❝♦♥✲

$✐$,❡♥❝②✱ ,❤❡ $❛♠❡ ♣❡❛❦ ❞✐$,❛♥❝❡ ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦* ❈❈✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ,❤❡ $❧♦✇❡* ❧♦❛❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣

✐♥ ■❈ *❡A✉✐*❡$ ❛ ❧❛*❣❡* ♣❡❛❦ ❞✐$,❛♥❝❡ ,♦ ❡♥$✉*❡ ,❤❛, ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡ ✐$ ❡✈❛❧✉❛,❡❞
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❋✐❣✉$❡ ✸✵✿ ◆♦$♠❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ $❡4♣♦♥4❡ ✭♦$❛♥❣❡✮ 6✐♠❡ 4❡$✐❡4 ♦❢ ■❈✱ ✈❂✺ ♠♠✴4

❋✐❣✉$❡ ✸✶✿ ◆♦$♠❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ $❡4♣♦♥4❡ ✭♦$❛♥❣❡✮ 6✐♠❡ 4❡$✐❡4 ♦❢ ❋▲■✱ ✈❂✺✺ ♠♠✴4

❋✐❣✉$❡ ✸✷✿ ◆♦$♠❛❧✐③❡❞ ❧♦❛❞ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ $❡4♣♦♥4❡ ✭♦$❛♥❣❡✮ 6✐♠❡ 4❡$✐❡4 ♦❢ ❈❈✱ ✈❂✶✺✵ ♠♠✴4
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❋✐❣✉$❡ ✸✸✿ ❈♦♠♣❛$✐-♦♥ ♦❢ ❋▲■ $❡-♣♦♥-❡ 2♦ -✐♥❡ ❢✉♥❝2✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✸✹✿ ▲♦❛❞ ❛♥❞ $❡-♣♦♥-❡ -♣❡❝2$❛ ❢♦$ -❡❧❡❝2❡❞ ❡✈❡♥2- $❡♣$❡-❡♥2❛2✐✈❡ ❢♦$ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞

❈❈ ✭❘✉♥ ✸✷✵✸✵✮

❢♦$ ❡❛❝❤ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ 2✐♠❡ ✐♥2❡$✈❛❧ ♦❢ 2❤❡ ■❈ ❝②❝❧❡- ✐- 2❤❡$❡❢♦$❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ ❜②

✐❞❡♥2✐❢②✐♥❣ 2❤❡ 2✐♠❡ ✐♥-2❛♥❝❡- ✇❤❡♥ 2❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❞$♦♣- ❜❡❧♦✇ 2❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢

2❤❡ ❡♥2✐$❡ ❡✈❡♥2✱ $❡♣$❡-❡♥2✐♥❣ 2❤❡ 2✐♠❡ ✐♥-2❛♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛✐❧✉$❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❧♦❛❞ ❜❡2✇❡❡♥ 2✇♦ ❝♦♥-❡❝✉2✐✈❡ 2✐♠❡ ✐♥-2❛♥❝❡- ♦❢ ❢❛✐❧✉$❡ ❝♦♥-2✐2✉2❡- 2❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❢♦$ 2❤❡

$❡-♣❡❝2✐✈❡ ❧♦❛❞ ❝②❝❧❡✳ ❚♦ ✐♥❝$❡❛-❡ 2❤❡ ❝♦♠♣❛$❛❜✐❧✐2② ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❞✐✛❡$❡♥2 ❡✈❡♥2- ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ❞✐✛❡$❡♥2 ❞✉$❛2✐♦♥-✱ ♦✉2❧✐❡$- ❛♠♦♥❣ 2❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡- ❢♦$ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥2- ❛$❡ ✐❞❡♥2✐✜❡❞

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛✉✈❡♥❡2✬- ❝$✐2❡$✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢$♦♠ 2❤❡ ♣$❡-❡♥2❡❞ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ $❛2✐♦-✳

✶✸

❘❡-✉❧2- ❢♦$ ❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐2✐❡- ❧❡❛❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ $❡-♣❡❝2✐✈❡ ❢❛✐❧✉$❡ 2②♣❡ ✇✐2❤✐♥ ♦♥❡ 2❡-2 $✉♥ ❛$❡ ❛✈✲

❡$❛❣❡❞✳ ❖♥❧② ❝❧❡❛$ ❡✈❡♥2- ✇✐2❤ ❝♦♥2❛❝2 ♦✈❡$ 2❤❡ ❡♥2✐$❡ ❝✐$❝✉♠❢❡$❡♥❝❡ ♦$ ♣$♦❥❡❝2❡❞ ✇✐❞2❤

❛$❡ 2❛❦❡♥ ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2✳ ❉✉❡ 2♦ 2❤❡ -♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 2❡-2 $✉♥-✱ ❈❤❛✉✈❡♥❡2✬- ❝$✐2❡$✐♦♥ ✐-

❛♣♣❧✐❡❞ ❛❣❛✐♥✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❙2✉❞❡♥2 2✲❞✐-2$✐❜✉2✐♦♥ ❢♦$ -♠❛❧❧ -❛♠♣❧❡ -✐③❡-✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ♦✉2❧✐❡$-

✇❡$❡ ♦♥❧② ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐❢ 2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛2❡❞ ❡✈❡♥2- ♣❡$ ❢❛✐❧✉$❡ 2②♣❡ ✇❛- ❧❛$❣❡$ 2❤❛♥

2❤$❡❡✳ ❆ ❢✉❧❧ ♦✈❡$✈✐❡✇ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❡-✉❧2- ❢$♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 2❡-2- ✐- ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❈✳✶✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❛$✐-♦♥ ✐❧❧✉-2$❛2❡- 2❤❛2 2❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡- ✐♥ ❋▲■ ❛♥❞ ■❈ ❛$❡ ❛❜♦✉2 2❤❡

-❛♠❡✳ ❆❧-♦✱ 2❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❛- ✇❡❧❧ ❛- 2❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❋▲■ ✐-

❛❜♦✉2 2❤❡ -❛♠❡ ❛- ✐♥ ❈❈✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❈❈ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞-

♦♥ 2❤❡ ❝❤♦-❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❞✐-2❛♥❝❡✱ ❛♥❞ 2❤❡ ♣$❡-❡♥❝❡ ♦❢ -✉♣❡$✐♠♣♦-❡❞ ✢❡①✉$❛❧ ❢❛✐❧✲

✶✸

❈❤❛✉✈❡♥❡'✬) ❝+✐'❡+✐♦♥ ❞❡✜♥❡) ❛ ❞❛'❛ ♣♦✐♥' ❛) )♣✉+✐♦✉) ✐❢ ✐' ♦❝❝✉+) ❛' ❛ ♣+♦❜❛❜✐❧✐'② ❧♦✇❡+ '❤❛♥ P ≤ 1

2n

✭n ❜❡✐♥❣ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ )❛♠♣❧❡)✮✳ ❚❤❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐'② ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ '❤❡ ❛))✉♠♣'✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦+♠❛❧ ●❛✉))✐❛♥
❉✐)'+✐❜✉'✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✺✿ ❉❡❧❛② $❡♣$❡.❡♥0❛0✐♦♥ ♦❢ ■❈ ✭✈❂✺ ♠♠✴.✱ ❧❡❢0✮✱ ❋▲■ ✭✈❂✺✺ ♠♠✴.✱ ❝❡♥0❡$✮✱ ❛♥❞

❈❈ ✭✈❂✶✺✵ ♠♠✴.✱ $✐❣❤0✮✳ ❆❧❧ ❢$♦♠ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳

✉$❡ ❛♥❞ .0$✉❝0✉$❡ ✈✐❜$❛0✐♦♥. ✐♥ 0❤❡ ❝$✉.❤✐♥❣ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥✳ ❆❧.♦✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡0❡$.

❞✉$✐♥❣ 0❤❡ 0❡.0 $✉♥ ❛❣❣$❛✈❛0❡. 0❤❡ ❞✐$❡❝0 ❝♦♠♣❛$✐.♦♥✳ ❊①❡♠♣❧❛$② 0✐♠❡ .❡$✐❡. ✐❧❧✉.0$❛0✐♥❣

0❤❡ ❝♦♥.✐❞❡$❡❞ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡. ❛$❡ .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✻✳

◆♦0❡ 0❤❛0 0❤❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡. ❛$❡ ♦♥❧② ✐♥❞✐❝❛0✐✈❡ ❛. 0❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥0. ❛$❡

✇❡✐❣❤0❡❞ ❞✐✛❡$❡♥0❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 0❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐0✐❡. ✇✐0❤✐♥ ♦♥❡ 0❡.0 $✉♥ 0❤❛0 ❧❡❞

0♦ 0❤❡ ❝♦♥.✐❞❡$❡❞ ❢❛✐❧✉$❡✳

✹✳✶✳✸✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥, ♦❢ ❝♦♥,❛❝, ❛0❡❛ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣0❡22✉0❡

❚❤❡ 0❛❝0✐❧❡ .❡♥.♦$. .❤♦✇ ❤♦✇ 0❤❡ ❝♦♥0❛❝0 ❛$❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣. ❞✉$✐♥❣ 0❤❡ ❞✐✛❡$❡♥0 0②♣❡. ♦❢

❝$✉.❤✐♥❣✳ ■♥ 0❤✐. .❡❝0✐♦♥✱ ♠❡❛.✉$❡♠❡♥0. ♦❜0❛✐♥❡❞ ❞✉$✐♥❣ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵ ❛$❡ ❡①❡♠♣❧❛$✐❧②

✐♥✈❡.0✐❣❛0❡❞✳ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵ ✇❛. ❝♦♥❞✉❝0❡❞ ✇✐0❤ ❛ ✶✷✵ ♠♠ ✇✐❞❡ ✢❛0 ✐♥❞❡♥0❡$✱ ❡P✉✐♣♣❡❞

✇✐0❤ 0❤❡ ❞❡0❛✐❧❡❞ 0❛❝0✐❧❡ .❡♥.♦$ ❉✳ ❈✶ ❝♦♥✜❣✉$❛0✐♦♥ ✇❛. ✉.❡❞❀ ✐❝❡ ♣$♦♣❡$0✐❡. ❛$❡ ❝❤❛$❛❝✲

0❡$✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤ 0❤✐❝❦♥❡.. ❛♥❞ .0$❡♥❣0❤✳ ❉✉❡ 0♦ 0❤❡ 0❤✐❝❦ ✐❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❛.♣❡❝0 $❛0✐♦✱ 0❤❡

✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ✇❛. ❝❧❡❛$ ❝$✉.❤✐♥❣ ✇✐0❤ ♥♦ .✉♣❡$✐♠♣♦.❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐. 0❡.0 $✉♥ ✇❛. ✉.❡❞ ❛.

❜❛.✐. ❢♦$ 0❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ❜❡❝❛✉.❡ ✐0 ❝♦♥0❛✐♥. ❤✐❣❤ P✉❛❧✐0② ♠❡❛.✉$❡♠❡♥0. ♦❢ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈

✇✐0❤✐♥ 0❤❡ .❛♠❡ 0❡.0 $✉♥✳ ❚❤❡ $❡.✉❧0. ✇❡$❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥.0 ❛❧❧ ♦0❤❡$ 0❡.0 $✉♥. ❛❢0❡$✇❛$❞.✳
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❘✉♥ ✷✶✵✶✵ ✷✹✵✶✵ ✷✺✵✶✶ ✷✻✵✶✵ ✷✻✵✷✵ ✸✶✵✸✵ ✸✷✵✸✵ ♠❡❛♥

-❤❛♣❡ ❝②❧ ❝②❧ ✢❛4 ❝♦6♥❡6✲✜6-4 ✢❛4 ✢❛4 ❝②❧

❉ ✺✵✵ ✶✷✵ ✷✵✵ ✷✽✸ ✷✵✵ ✶✷✵ ✶✷✵

F̂
❋▲■

F̂
■❈

✶✳✷✻ ✲ ✲ ✵✳✾✼ ✲ ✲ ✶✳✵✺ ✶✳✵✾

F̄
❋▲■

F̄
❈❈

✶✳✸✻ ✵✳✾✾ ✶✳✵✷ ✶✳✵✺ ✵✳✽✺ ✶✳✶✶ ✶✳✵✽ ✶✳✶✸

F̂
❋▲■

F̄
❋▲■

✶✳✹✺ ✶✳✹✺ ✶✳✻✽ ✶✳✸✸ ✶✳✺✽ ✶✳✸✹ ✶✳✺✺ ✶✳✹✽

F̂
❋▲■

F̂
❈❈

✶✳✸✵ ✵✳✾✹ ✶✳✶✼ ✶✳✷✵ ✶✳✵✸ ✶✳✵✷ ✶✳✵✻ ✶✳✶✵

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❈♦♠♣❛6✐8♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ 6❛<✐♦8 ❜❡<✇❡❡♥ ❞✐✛❡6❡♥< ❝6✉8❤✐♥❣ <②♣❡8 ✇✐<❤✐♥ <❤❡

8❛♠❡ <❡8< 6✉♥✳ ❖♥❧② 6✉♥8 ✇✐<❤ ❢✉❧❧ ❝♦♥<❛❝< ♦✈❡6 <❤❡ ❡♥<✐6❡ ✉♣8<6❡❛♠ ❝✐6❝✉♠❢❡6✲

❡♥❝❡ ❛6❡ ❝♦♥8✐❞❡6❡❞✳ ❈♦♥✜❣✉6❛<✐♦♥8 ❛6❡ ❞❡8❝6✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳

❋✐❣✉6❡ ✸✻✿ ❊①❡♠♣❧❛6② <✐♠❡ 8❡6✐❡8 ♦❢ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈❀ ❛❧❧ <❛❦❡♥ ❢6♦♠ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳

✻✶
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❋✐"#$✱ ❣❡♥❡"❛❧ $"❡♥❞# ✐♥ ❛"❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ❛"❡ #❤♦✇♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ $✐♠❡ #❡"✐❡# ♦❢ #❡❧❡❝$❡❞

❡✈❡♥$#✳ ❙♦♠❡ ❡①❡♠♣❧❛"② $✐♠❡ ❤✐#$♦"✐❡# ❛"❡ ♣"❡#❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✼✳ ❚❤❡"❡✐♥✱ ❝♦♥$❛❝$ ✐#

♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ ♦❢ $❤❡ #♣❡❝✐✜❝ $❡#$ "✉♥

✶✹

✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✐#

♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♠❡❛#✉"❡❞ ✐♥ $❤❡ "❡#♣❡❝$✐✈❡ "✉♥✱ ✐✳❡✳ ❜② $❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♣❡❛❦ ❛❝"♦## ❛❧❧ ♦❜#❡"✈❡❞ ✐♥$❡"❛❝$✐♦♥ "❡❣✐♠❡#✳ ■♥ $❤❡ ♣"❡#❡♥$❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ■❈

❛♥❞ ❋▲■✱ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ ❣"♦✇# ❛❧♦♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ❛"❡❛ ♠❛①✐♠❛ ✐♥

$❤❡ "❡#♣❡❝$✐✈❡ ■❈ ❡✈❡♥$ ❝♦""❡#♣♦♥❞ $♦ ✸✼✪ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥$❛❝$✱ ✇❤❡"❡❛# ❋▲■ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛

♣❡❛❦# ♦♥❧② "❡❛❝❤ ✷✼✪ ✐♥ $❤❡ #❤♦✇♥ $✐♠❡ ✐♥$❡"✈❛❧✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥$❛❝$ ✐♥ ❈❈ ✐# ✷✵✪

❜❛#❡❞ ♦♥ ❛✈❡"❛❣❡❞ ♠❛①✐♠❛✳ ❍❡♥❝❡✱ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❝♦♥$❛❝$ ❞✐✛❡"# #✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡

❞✐✛❡"❡♥$ ❝"✉#❤✐♥❣ $②♣❡#✳ ❚❤❡ $✐♠❡ #❡"✐❡# ♦❢ ❈❈ #❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ♣❡"❝❡♥$❛❣❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡# ✐♥

❧♦❛❞ ❝♦""❡#♣♦♥❞ ✇❡❧❧ $♦ ❞✐✛❡"❡♥❝❡# ✐♥ ❛"❡❛✳ ■♥ ■❈✱ ❧♦❛❞ ✐♥❝"❡❛#❡# ♠♦"❡ $❤❛♥ ❛"❡❛✱ ❤❡♥❝❡

❛"❡❛ ✐♥❝"❡❛#❡ ♠✉#$ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ♣"❡##✉"❡ ✐♥❝"❡❛#❡✳ ❚❤❡ #❛♠❡ ❛❝❝♦✉♥$# ❢♦" ❋▲■✱

❛❧$❤♦✉❣❤ $❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✐♥ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛"❡❛ ✐♥❝"❡❛#❡ ✐# #♠❛❧❧❡"✳ ❚❤❡ ♦❜#❡"✈❡❞ ❛"❡❛ ✐♥❝"❡❛#❡

✐# H✉❛♥$✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✳✹✳

❆ ❝❧♦#❡" ❧♦♦❦ ❛$ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ "❡✈❡❛❧# $❤❛$ ♠♦#$ ♦❢ $❤❡ ❛"❡❛ ✐♥❝"❡❛#❡

✐♥ ■❈ ❛# ✇❡❧❧ ❛# ✐♥ ❋▲■ ♦"✐❣✐♥❛$❡# ❢"♦♠ ❛♥ ✐♥❝"❡❛#❡ ✐♥ ❝♦♥$❛❝$ ❤❡✐❣❤$✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛ #♠❛❧❧

"❛$✐♦ ✐# ❣❡♥❡"❛$❡❞ ❜② ❝❧♦#✉"❡ ♦❢ ❞✐#❝♦♥$✐♥✉♦✉# ❝♦♥$❛❝$ ♦✈❡" ✇✐❞$❤✳ ■♥ $❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ ✇✐❞$❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤$ ✐♥❝"❡❛#❡ #✐♠✉❧$❛♥❡♦✉#❧②✳ ❲❤❡♥ ❞✐#❝♦♥$✐♥✉✐$✐❡#

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧♦#❡❞✱ ♦♥❧② ❤❡✐❣❤$ ❣"♦✇#✳ ❋✐❣✉"❡ ✸✽ #❤♦✇# ❡①❡♠♣❧❛"② #♥❛♣#❤♦$# ❢"♦♠ $❛❝$✐❧❡

♠❡❛#✉"❡♠❡♥$# ❛$ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛ ❞✉"✐♥❣ ❞✐✛❡"❡♥$ ❝"✉#❤✐♥❣ $②♣❡#✳ ❚❤❡

#♥❛♣#❤♦$# ✐❧❧✉#$"❛$❡ $❤❡ ❧❛"❣❡#$ ❝♦♥$❛❝$ ✈❛"✐❛$✐♦♥ ✐♥ ■❈✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❧❛"❣❡ #❤❛"❡ ♦❢

❤✐❣❤ ♣"❡##✉"❡ ❛❝"♦## $❤❡ ❝♦♥$❛❝$✳ ❚❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥$❛❝$ ❤❡✐❣❤$ "❡❝♦"❞❡❞ ✐♥ ❘✉♥

✸✷✵✸✵ ❞✉"✐♥❣ $❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋▲■ ✭✸✵✳✶ ♠♠✮ ✐# ❛❜♦✉$ $❤❡ #❛♠❡ ❛# ✐♥ $❤❡ ♣"❡#❡♥$❡❞ ❡✈❡♥$

♦❢ ■❈ ✭✸✵✳✺ ♠♠✮✳ ❋♦" ❝♦♠♣❛"✐#♦♥✱ $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤$ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❈ ❢"♦♠ $❤❡ #❛♠❡ "✉♥

❛♠♦✉♥$# $♦ ♦♥❧② ✷✸✳✻ ♠♠✳

■$ #❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦$❡❞ $❤❛$ $❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♥$❛❝$ ❤❡✐❣❤$ ✐# ❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ $❤"❡#❤♦❧❞

❞✉"✐♥❣ $❛❝$✐❧❡ ♣♦#$✲♣"♦❝❡##✐♥❣ $♦ ❡①❝❧✉❞❡ "✉❜❜❧❡ ❝♦♥$❛❝$✳ ❍❡♥❝❡✱ $❤❡ ❤❡✐❣❤$ ♦❢ ❝♦♥$❛❝$

❛"❡❛ ❝♦✈❡"❡❞ ✇✐$❤ ❤✐❣❤ ♣"❡##✉"❡ ③♦♥❡# ✐# ❝❤♦#❡♥ ❛# ❛ ♠♦"❡ ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐#

✐♥✈❡#$✐❣❛$❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✳✹✳

❚❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥$❛❝$ ❤❡✐❣❤$ ✐# ♦♥❧② ❝❛♣$✉"❡❞ ❜② ❙❡♥#♦" ❉✱ ❜❡❝❛✉#❡ ❙❡♥#♦" ▲✬# #♣❛$✐❛❧

"❡#♦❧✉$✐♦♥ ✐# ✐♥#✉✣❝✐❡♥$✳ ❖♥ ❙❡♥#♦" ▲✱ $❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝"❡❛#❡ ✐# "❡✢❡❝$❡❞ ✐♥ ❝❧♦#✉"❡ ♦❢ ❝♦♥$❛❝$

❞✐#❝♦♥$✐♥✉✐$✐❡#✱ ❛♥❞ #✐♠✉❧$❛♥❡♦✉# ♣"❡##✉"❡ ✐♥❝"❡❛#❡✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣"❡##✉"❡ ✐# ♦♥ $❤❡ #❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝"✉#❤✐♥❣ #❝❡♥❛"✐♦# ✇✐$❤✐♥ $❤❡

#❛♠❡ $❡#$ "✉♥✳ ▼♦"❡ ✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣"❡##✉"❡# ✐# ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣✳ ❈✳✶✳

❋✐❣✉"❡# ✸✾ $♦ ✹✶ ✐❧❧✉#$"❛$❡ $❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝$# ♦❢ ❛"❡❛ ❛♥❞ ♣"❡##✉"❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✳

❚❤❡"❡✐♥✱ $❤❡ $"❡♥❞ ♦❢ ❛❝$✉❛❧ ♣"❡##✉"❡ ♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❜② $❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝$✉❛❧ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♣"❡#✲

#✉"❡ ✐# #❤♦✇♥✱ ♥❡①$ $♦ $❤❡ ♥♦"♠❛❧✐③❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❛♥❞ $❤❡ "❛$✐♦ ♦❢ ❛❝$✉❛❧ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧

❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛✳

❚❤❡ $✐♠❡ ❤✐#$♦"② ♦❢ ■❈ #❤♦✇# "❛$❤❡" #$❛$✐❝ ❛❝$✉❛❧ ♣"❡##✉"❡ ❡①❝❡♣$ ❢♦" $❤❡ ♣❤❛#❡# ♦❢ ❢❛✐❧✉"❡

❛♥❞ ❝♦♥$❛❝$ "❡✲❡#$❛❜❧✐#❤♠❡♥$✱ ❛♥❞ ❣"♦✇✐♥❣ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ "❡#✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❛❧♠♦#$ ♣❡"✐♦❞✐❝ ✐❝❡

✶✹

◆♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥(❛❝( ❛)❡❛ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠❡❛♥ ✐❝❡ (❤✐❝❦♥❡++ h
✐❝❡

(✐♠❡+ ♣)♦❥❡❝(❡❞ ✐♥❞❡♥(❡) ✇✐❞(❤ W ✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✼✿ ◆♦$♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♥2❛❝2 ❛$❡❛ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ✐❝❡ ❞$✐❢2 ❞✐$❡❝2✐♦♥ ❢♦$ ■❈ ✭❧❡❢2✮✱

❋▲■ ✭❝❡♥2❡$✮✱ ❛♥❞ ❈❈ ✭$✐❣❤2✮✳ ❊①❛♠♣❧❡@ 2❛❦❡♥ ❢$♦♠ @❡♥@♦$ ❉ ❞✉$✐♥❣ ❘✉♥

✸✷✵✸✵ ✇✐2❤ ✢❛2 ✐♥❞❡♥2❡$ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❛@♣❡❝2 $❛2✐♦✳

❋✐❣✉$❡ ✸✽✿ ❙♥❛♣@❤♦2@ ❢$♦♠ 2❛❝2✐❧❡ ♠❡❛@✉$❡♠❡♥2@ ❞✉$✐♥❣ ■❈ ✭❧❡❢2✮✱ ❋▲■ ✭❝❡♥2❡$✮ ❛♥❞ ❈❈

✭$✐❣❤2✮❀ ❝♦♥2❛❝2 ❛2 $❡♣$❡@❡♥2❛2✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✭2♦♣✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✭❜♦22♦♠✮✳ ❙♥❛♣@❤♦2@ @❤♦✇ ✉♥❝❛❧✐❜$❛2❡❞ $❛✇ ❞❛2❛ ❢$♦♠ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳

✻✸
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❧♦❛❞✳ ■♥ ❋▲■ ❜♦*❤✱ ❛❝*✉❛❧ ♣0❡22✉0❡ ❛♥❞ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛✱ ❣0♦✇ ❛❧♦♥❣ ✇✐*❤ *❤❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❞✉0✐♥❣

❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✳

❘❡2✉❧*2 ❢♦0 ❛❧❧ *❡2*❡❞ ✈❡❧♦❝✐*✐❡2 ❢0♦♠ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵ ❛0❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✷✳ ❚❤❡ ♣❧♦* ✐❧❧✉2✲

*0❛*❡2 *❤❡ ❧❛0❣❡0 ❛0❡❛ ✈❛0✐❛*✐♦♥ ❛♠♣❧✐*✉❞❡2 ✐♥ ■❈ ❛♥❞ ❛ *❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❞❡❝0❡❛2✐♥❣ ❛♠♣❧✐*✉❞❡2

♦✈❡0 ✐♥❝0❡❛2✐♥❣ ✐❝❡ ❞0✐❢* 2♣❡❡❞ ✐♥ ■❈ 0❡❣✐♠❡✳ ❉❡2♣✐*❡ 2♦♠❡ 2❝❛**❡0✱ *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥*❛❝*

❛0❡❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❞✉0✐♥❣ ❋▲■ ✐2 0❛*❤❡0 ❝♦♥2*❛♥* ♦✈❡0 *❤❡ ❡♥*✐0❡ ❋▲■ 0❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ ❞0♦♣2 *♦✲

✇❛0❞2 ❈❈✳ ❉❛*❛ ❢0♦♠ ♦*❤❡0 *❡2* 0✉♥2 2❤♦✇2 *❤❛* *❤❡ ❛0❡❛ ✐2 D✉✐*❡ ❝♦♥2*❛♥* ♦✈❡0 *❤❡ ❈❈

0❡❣✐♠❡❀ ❤♦✇❡✈❡0✱ ❝❧❡❛0 ❈❈ ✇✐*❤♦✉* ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡ ✐♥*❡0❛❝*✐♦♥ ❤❛2 ❜❡❡♥ 0❛0❡❧② ♦❜2❡0✈❡❞✱

*❤✉2 ♥♦ ❞✐2*✐♥❝* *0❡♥❞2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡0✐✈❡❞ ❢0♦♠ *❤❡ ❞❛*❛ ❢♦0 *❤✐2 0❡❣✐♠❡✳

❆❜♦✈❡ ❝♦♥2✐❞❡0❛*✐♦♥2 ✐♥❞✐❝❛*❡ *❤❛* *❤❡ ✐♥❝0❡❛2❡ ✐♥ *♦*❛❧ ❧♦❛❞ ❞✉0✐♥❣ ❋▲■ ❝②❝❧❡2 0❡2✉❧*2

❢0♦♠ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ 2✐❣♥✐✜❝❛♥* ❛0❡❛ ✐♥❝0❡❛2❡ ❛♥❞ 2✐♠✉❧*❛♥❡♦✉2 ✐♥❝0❡❛2❡ ♦❢ ♣0❡22✉0❡

❛❝0♦22 *❤❡ ✐♥*❡0❛❝*✐♦♥ ❛0❡❛✳ ❚❤❡ 2❛♠❡ ❛❝❝♦✉♥*2 ❢♦0 ■❈❀ ❤♦✇❡✈❡0✱ *❤❡ ♣0❡22✉0❡ ✐♥❝0❡❛2❡

♦❝❝✉02 0❛*❤❡0 ✐♥2*❛♥*❛♥❡♦✉2❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥*❛❝* 0❡✲❡2*❛❜❧✐2❤❡2 ❛❢*❡0 ❣❧♦❜❛❧ ❢❛✐❧✉0❡✱ ❛♥❞ *❤❡

♣0❡22✉0❡ ❧❡✈❡❧ 0❡♠❛✐♥2 ❛❧♠♦2* ❝♦♥2*❛♥* ✇❤✐❧❡ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛ ❣0♦✇2 ✐♥ ❤❡✐❣❤*✳ ■♥ ❈❈✱

♣0❡22✉0❡ ❛♥❞ ❛0❡❛ ❝❛♥ ✐♥❝0❡❛2❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥*❧②✳ ●❡♥❡0❛❧❧②✱ *❤❡ ✈❛0✐❛*✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛ ✐2

2♠❛❧❧ ✐♥ *❤✐2 *②♣❡ ♦❢ ❝0✉2❤✐♥❣✳ ❋▲■ 2❤♦✇2 ❝❤❛0❛❝*❡0✐2*✐❝2 ❢0♦♠ ❜♦*❤✱ ■❈ ❛♥❞ ❈❈✱ 0❡❣✐♠❡2✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣0❡22✉0❡ ♠❛①✐♠❛ ❛0❡ *❤❡ 2❛♠❡ ❢♦0 ❛❧❧ ❝0✉2❤✐♥❣ *②♣❡2✳

❆❜♦✈❡ ❞❡2❝0✐❜❡❞ D✉❛❧✐*❛*✐✈❡ *0❡♥❞2 ❛0❡ ✐♥✈❡2*✐❣❛*❡❞ ✇✐*❤ 0❡❢❡0❡♥❝❡ *♦ *❤❡ ❝♦00❡2♣♦♥❞✐♥❣

❜❡❤❛✈✐♦✉0 ♦❢ ❤✐❣❤ ♣0❡22✉0❡ ③♦♥❡2 ✐♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✹✳✶✳✹✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣0❡11✉0❡ ③♦♥❡1

❍✐❣❤ K0❡22✉0❡ ❩♦♥❡2 ✭❍K❩✮ ❛0❡ ❞❡❡♠❡❞ ❞❡❝✐2✐✈❡ ❢♦0 *❤❡ *0❛♥2♣♦0* ♦❢ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❞✉0✐♥❣

❝♦♥*✐♥✉♦✉2 ❝0✉2❤✐♥❣ ✭❝♦♠♣✳ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸✮✳ ❆❝❝♦0❞✐♥❣ *♦ ❘✐❝❤❛0❞ ❛♥❞ ❚❛②❧♦0✱ ❍K❩ ❝❛00②

✽✵✪ ♦❢ *❤❡ *♦*❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ ❛❜♦✉* ✶✵✪ ♦❢ *❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛ ❬✽✻❪✳ ❋✐❣✳ ✹✸ 2❤♦✇2

❤♦✇ *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✐2 ❞✐2*0✐❜✉*❡❞ ♦✈❡0 *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛ ✐♥ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳ ❚❤❡ ❞❡♣✐❝*❡❞

❧✐♥❡2 ✇❡0❡ ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞✐✛❡0❡♥* *❤0❡2❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡2 ✐♥ 2*❡♣2 ♦❢ ✶✵✪✳ ❆♥ ❛0❡❛

❢0❛❝*✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✪ 0❡❢❡02 *♦ *❤❡ ❡♥*✐0❡ ❧♦❛❞❡❞ ❛0❡❛✱ *❤✉2 *❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ 2❡♥2❡❧2 ✇❤✐❝❤ 2❤♦✇

♥♦♥✲③❡0♦ ♣0❡22✉0❡✱ 2✉♠♠❡❞ ✉♣ ❢♦0 ❛❧❧ *✐♠❡ 2*❡♣2 ✇✐*❤✐♥ *❤❡ 0❡2♣❡❝*✐✈❡ ❡✈❡♥*✳ ❚❤❡ 0❛*✐♦

♦❢ ❧♦❛❞ ♦♥ ✶✵✵✪ ♦❢ *❤❡ ❧♦❛❞❡❞ ❛0❡❛ ❡D✉❛❧2 *❤❡ *♦*❛❧ ❧♦❛❞✳ ◆❡①*✱ *❤❡ ❝♦♥2✐❞❡0❡❞ ❛0❡❛ ✐2

2*❡♣✇✐2❡ 0❡❞✉❝❡❞ ❜② 2♦0*✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡❛2✉0❡❞ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞2✱ ❛♥❞ ❝❧✐♣♣✐♥❣ *❤❡♠ ❛* *❤❡ ✈❡❝*♦0

❧❡♥❣*❤ 0❡♣0❡2❡♥*✐♥❣ *❤❡ ❛0❡❛ ❢0❛❝*✐♦♥ *♦ ❜❡ ❝♦♥2✐❞❡0❡❞✳ ❉✐✈✐2✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❧♦❛❞ ❛❝*✐♥❣ ♦♥ *❤❡

❝♦♥2✐❞❡0❡❞ ❛0❡❛ ❜② *❤❡ *♦*❛❧ ❧♦❛❞ ✭✇✐*❤♦✉* ❝❧✐♣♣✐♥❣✮ ❞❡❧✐✈❡02 *❤❡ ❧♦❛❞ 0❛*✐♦ ♣❧♦**❡❞ ♦♥

*❤❡ y✲❛①✐2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✸✳ ❚❤❡ 2❛♠❡ ✐2 ❞♦♥❡ ❢♦0 ❛❧❧ ♦*❤❡0 ❝♦♥2✐❞❡0❡❞ ❛0❡❛ ❢0❛❝*✐♦♥ ✈❛❧✉❡2✱ ❛♥❞

0❡2✉❧*2 ❛0❡ ✐♥*❡0♣♦❧❛*❡❞ *♦ ♦❜*❛✐♥ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡*❡ *0❡♥❞✳ ■* 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦*❡❞ *❤❛* ❢♦0 ■❈ ❛♥❞

❋▲■✱ *❤✐2 ♣0♦❝❡❞✉0❡ ✐2 ❧❡22 ❡①♣0❡22✐✈❡ *❤❛♥ ❢♦0 ❈❈✱ ❛♥❞ *❤❡ ❞✐✛❡0❡♥* ♣❤❛2❡2 ♦❢ ❋▲■ ❛♥❞

■❈ ❛0❡ ❛✈❡0❛❣❡❞✳ ❚❤✐2 ♣0♦❝❡❞✉0❡ 2❤❛❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧❡❛0 *❤0❡2❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ *♦ ✐❞❡♥*✐❢② ❍K❩✳

❆✈❡0❛❣✐♥❣ ❛❧❧ 2✐❣♥❛❧2 ❡♥2✉0❡2 ❝♦♥2✐2*❡♥* *0❡❛*♠❡♥* ♦❢ ♠❡❛2✉0❡♠❡♥*2 ❢0♦♠ ❛❧❧ ✐♥*❡0❛❝*✐♦♥

0❡❣✐♠❡2✳

■♥ ■❈✱ ♦♥ ❛✈❡0❛❣❡ ✻✷✪ ♦❢ *❤❡ ❛❝*✉❛❧ ❝♦♥*❛❝* ❛0❡❛ ❝❛00② ✽✵✪ ♦❢ *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✳ ■♥ ❋▲■✱

*❤❡ ❢0❛❝*✐♦♥ ✐♥❝0❡❛2❡2 *♦ ✻✹✪✱ ❛♥❞ ✐* ❛♠♦✉♥*2 *♦ ✻✾✪ ✐♥ ❈❈✳ ❘❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
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❋✐❣✉$❡ ✸✾✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥0 ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✱ ❝♦♥0❛❝0 ❛$❡❛ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♣$❡77✉$❡ ❞✉$✐♥❣ ✐♥0❡$♠✐0✲

0❡♥0 ❝$✉7❤✐♥❣ ✭❘✉♥ ✸✷✵✸✵✱ ✈❂✺ ♠♠✴7✮

❋✐❣✉$❡ ✹✵✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥0 ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✱ ❝♦♥0❛❝0 ❛$❡❛ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♣$❡77✉$❡ ❞✉$✐♥❣ ❢$❡C✉❡♥❝②

❧♦❝❦✲✐♥ ✭❘✉♥ ✸✷✵✸✵✱ ✈❂✺✺ ♠♠✴7✮

❋✐❣✉$❡ ✹✶✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥0 ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✱ ❝♦♥0❛❝0 ❛$❡❛ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♣$❡77✉$❡ ❞✉$✐♥❣ ❝♦♥0✐♥✉✲

♦✉7 ❝$✉7❤✐♥❣ ✭❘✉♥ ✸✷✵✸✵✱ ✈❂✶✺✵ ♠♠✴7✮
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❋✐❣✉$❡ ✹✷✿ ❈♦♥,❛❝, ❛$❡❛ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ❢♦$ ❛❧❧ ,❡2,❡❞ ✐❝❡ ❞$✐❢, 2♣❡❡❞2 ✐♥ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳ ❋▲■

✐♥,❡$✈❛❧ ✐2 ♠❛$❦❡❞ ✇✐,❤ ❞❛2❤❡❞ ❧✐♥❡2✳ ❉♦,,❡❞ ❧✐♥❡2 ✐♥❞✐❝❛,❡ ❞❡❝$❡❛2✐♥❣ ,$❡♥❞

♦❢ ♣❡❛❦ ❝♦♥,❛❝, ❛$❡❛ ♦✈❡$ ✐♥❝$❡❛2✐♥❣ ✐❝❡ ❞$✐❢, 2♣❡❡❞ ✐♥ ■❈ $❡❣✐♠❡✳

❝♦♥,❛❝, ❛$❡❛✱ ,❤❡2❡ ✈❛❧✉❡2 ❝♦$$❡2♣♦♥❞ ,♦ ✷✸✪ ✐♥ ■❈✱ ✶✼✪ ✐♥ ❋▲■✱ ❛♥❞ ✶✶✪ ✐♥ ❈❈✳ ■,

❝❛♥ ❜❡ ♥♦,❡❞ ❤❡$❡ ,❤❛, ,❤❡ 2❤❛$❡ ♦❢ ❍F❩ ✐♥ ❝♦♥,✐♥✉♦✉2 ❝$✉2❤✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✐♥ ,❤✐2

$❡2♣❡❝,✐✈❡ ,❡2, ✐2 ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐,❤ ♠❡❛2✉$❡♠❡♥,2 ♦❢ 2❡❛ ✐❝❡ ❝$✉2❤✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛$❡ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸✮✳

❆ ,❤$❡2❤♦❧❞ ♣$❡22✉$❡ ♦❢ ✷ ▼F❛ ✐2 ✉♥✐✈❡$2❛❧❧② ❝❤♦2❡♥ ❢♦$ ,❤❡ ✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❍F❩ ♦♥ ❙❡♥✲

2♦$ ❉ ✐♥ ,❤❡ ♣$❡2❡♥,❡❞ 2,✉❞②✳ ■♥ ,❤❡ ❛♥❛❧②2❡❞ ❞❛,❛✱ ,❤❡ ❧♦✇✲♣$❡22✉$❡ ❛$❡❛2 ❛$❡ $❡♠♦✈❡❞

❢♦$ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛22❡22♠❡♥, ♦❢ ❍F❩ ❝❤❛$❛❝,❡$✐2,✐❝2✳

❍✐❣❤ ♣$❡22✉$❡ ③♦♥❡2 ❛$❡ ❛♥❛❧②2❡❞ $❡❣❛$❞✐♥❣ ,❤❡✐$ ❡✈♦❧✉,✐♦♥ ✐♥ ,✐♠❡✳ ❋✐$2,✱ ♦♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥, ♦❢ ♣$❡22✉$❡ ❛$♦✉♥❞ ,❤❡ ❝✐$❝✉♠❢❡$❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ 2,$✉❝,✉$❡ ✐2 ❛22❡22❡❞✳ ❚❤❡ ♣$❡22✉$❡2 ✐♥

❍F❩ ❛$❡ ,❤❡$❡❢♦$❡ ✐♥,❡❣$❛,❡❞ ♦✈❡$ ,❤❡ 2❡♥2♦$ ❤❡✐❣❤, ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤♦$✐③♦♥,❛❧

2♣❛,✐❛❧ $❡2♦❧✉,✐♦♥ ✐2 ♣$❡2❡$✈❡❞✱ ❜✉, ✈❡$,✐❝❛❧ $❡2♦❧✉,✐♦♥ ✐2 ♦♠✐,,❡❞✳ ❚❤✐2 ✐2 $❡❧❡✈❛♥, ❢♦$ ,❤❡

✐♥,❡$♣$❡,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ $❡2✉❧,2✱ ❛2 ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2❧② 2❤♦✇♥ ✐♥❝$❡❛2❡ ♦❢ ❝♦♥,❛❝, ✐♥ ❤❡✐❣❤, ✐2 ♥♦,

✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ■❢ ,❤❡ 2❤♦✇♥  ❛"✐♦ ♦❢ ❝♦♥"❛❝" ❛ ❡❛ ❡R✉❛❧2 ♦♥❡✱ ✐, ♠❡❛♥2 ,❤❛, ,❤❡ ❡♥,✐$❡ ✇✐❞,❤

♦❢ ,❤❡ 2,$✉❝,✉$❡✬2 ❝✐$❝✉♠❢❡$❡♥❝❡ ✐2 ❝♦✈❡$❡❞ ✇✐,❤ ❍F❩ ✐♥ ,❤❡ $❡2♣❡❝,✐✈❡ ♠♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱

❝♦♥,❛❝, ❝❛♥ 2,✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✈❡$ ❤❡✐❣❤,✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❢✉$,❤❡$ ✐♥✈❡2,✐❣❛,❡❞ ❛, ❛ ❧❛,❡$ ♣♦✐♥, ✐♥ ,❤✐2

2❡❝,✐♦♥✳

❋♦$ ❡❛❝❤ ,✐♠❡ 2,❡♣✱ ✐, ✐2 ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ✇❤✐❝❤ $❛,✐♦ ♦❢ ,❤❡ ❛❝,✉❛❧ ❝♦♥,❛❝, ✐♥ ✇✐❞,❤ ✐2 ❝♦✈❡$❡❞

❜② ❍F❩ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❝✉$$❡♥,❧② ✐♥❝$❡❛2✐♥❣ ✐♥ ♣$❡22✉$❡ ✭❢$❛❝,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,❛❝, ✐♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣✮✱ ❛♥❞

✇❤✐❝❤ ❜② ❍F❩ ,❤❛, ❛$❡ ❢❛✐❧✐♥❣ ✭❢$❛❝,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,❛❝, ✐♥ ❢❛✐❧✉$❡✮✱ ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ❜② ❞❡❝$❡❛2✐♥❣

♣$❡22✉$❡✳ ❖♥❧② ,❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ,♦ ,❤❡ ♣$❡❝❡❞✐♥❣ ,✐♠❡ 2,❡♣ ✐2 ,❛❦❡♥ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥,✳ ■❢ ,❤❡

♣$❡22✉$❡ ❧❡✈❡❧ $❡♠❛✐♥2 ,❤❡ 2❛♠❡ ❛2 ✐♥ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉2 ,✐♠❡ 2,❡♣✱ ,❤❡ $❡2♣❡❝,✐✈❡ ❛$❡❛ ♦❝❝✉$2

✐♥ ♥♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ,✇♦ ❝❛,❡❣♦$✐❡2✳ ❇✉, ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❤✐❣❤ ♣$❡22✉$❡ $❡2♦❧✉,✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❧✐❣❡♥❝❡

♦❢ ❧♦✇ ♣$❡22✉$❡ ❛$❡❛2✱ ,❤✐2 ❤❛$❞❧② ♦❝❝✉$2✳ ◆♦,❡ ,❤❛, ,❤✐2 ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ❛❧2♦ ❝♦✉♥,2 ❍F❩

❛2 ❢❛✐❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ,❡♠♣♦$❛$✐❧② ❜❡✐♥❣ ✉♥❧♦❛❞❡❞ ❞✉❡ ,♦ ♠♦✈❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ 2,$✉❝,✉$❡ ✐♥

✻✻
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❋✐❣✉$❡ ✹✸✿ ■❧❧✉+,$❛,✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡$❝❡♥,❛❣❡ ♦❢ ,❤❡ ❛❝,✐✈❡ ❛$❡❛ ❝❛$$✐❡+ ✇❤✐❝❤ ❢$❛❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

,♦,❛❧ ❧♦❛❞ ✭❛✈❡$❛❣❡❞✮✱ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳ ✽✵✪ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ✐+ ♠❛$❦❡❞ ❜②

❞❛+❤❡❞ ❧✐♥❡✳

✐❝❡✲❞$✐❢, ❞✐$❡❝,✐♦♥✳ ❘❡+✉❧,+ ❛$❡ +❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✹ ❢♦$ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✿ ❆❣❛✐♥✱ ✐, ✐+ ❡✈✐❞❡♥, ,❤❛,

,❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝$❡❛+❡ ✐♥ ■❈ ❧❛$❣❡❧② +,❡♠+ ❢$♦♠ ✐♥❝$❡❛+✐♥❣ ❝♦♥,❛❝,✳ ❚❤❡$❡ ✐+ ❛❧♠♦+, ❢✉❧❧ ❢❛✐❧✉$❡

♦❢ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ✇✐❞,❤ ❛❢,❡$ ❡❛❝❤ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ $❛,✐♦ ♦❢ ❍I❩ ✐♥ ❢❛✐❧✉$❡ ❣$❛❞✉❛❧❧②

❞❡❝$❡❛+❡+ ❛+ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥❝$❡❛+❡+✳ ❚❤❡$❡ ✐+ ❛ +❤♦$, ♣❡$✐♦❞ ✇✐,❤♦✉, ❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ ❥✉+,

❜❡❢♦$❡ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♣❡❛❦ ✐+ $❡❛❝❤❡❞✳

■♥ ❋▲■✱ ♦♥❧② ♣❛$,+ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ❢❛✐❧ ✐♥ ❡❛❝❤ $❡❝♦$❞❡❞ ,✐♠❡ +,❡♣✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣

❍I❩ ♦✈❡$ ✇✐❞,❤ ✐♥❞✐❝❛,❡+ ❛ ❝❤❛✐♥ $❡❛❝,✐♦♥ $❛,❤❡$ ,❤❛♥ ✐♥+,❛♥,❛♥❡♦✉+ ❢❛✐❧✉$❡✱ ❛+ ♠♦$❡

,❤❛♥ ✺✵✪ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ✇✐❞,❤ $❡♠❛✐♥ ✐♥ ✭♦$ ❡♥,❡$✮ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❞$♦♣+✳

❉✉$✐♥❣ ❛ +❤♦$, ,✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉, ❛ O✉❛$,❡$ ❋▲■ ♦+❝✐❧❧❛,✐♦♥ ♣❡$✐♦❞✱ ❛ ❝♦♥+✐❞❡$❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡$

♦❢ ❍I❩ ✐+ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆❢,❡$ ,❤❛, ♣❤❛+❡✱ ,❤❡$❡ ✐+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ +,♦♣ ✇❤✐❝❤ ❧❛+,+ ❢♦$ ,❤❡

$❡♠❛✐♥✐♥❣ ,❤$❡❡ O✉❛$,❡$+ ♦❢ ,❤❡ ♦+❝✐❧❧❛,✐♦♥ ♣❡$✐♦❞✳ ❆, ,❤❡ +❛♠❡ ,✐♠❡✱ ♣$❡++✉$❡ ✐♥❝$❡❛+❡+

+✐♠✉❧,❛♥❡♦✉+❧② ✐♥ ❛❧❧ ❍I❩ ❛❝$♦++ ,❤❡ +,$✉❝,✉$❡✬+ ✐♥,❡$❛❝,✐♦♥ ❛$❡❛✳

✶✺

❋❛✐❧✉$❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♥❛,✉$❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ ♦♣♣♦+✐,❡ ,$❡♥❞+ ❛❧+♦ ✐♥ ❈❈✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✲✉♣ +❧✐❣❤,❧②

❝♦$$❡❧❛,❡+ ✇✐,❤ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✱ ❜✉, ♥❡✐,❤❡$ ❢✉❧❧ ❢❛✐❧✉$❡ ♥♦$ +✐❣♥✐✜❝❛♥, +✐♠✉❧,❛♥❡♦✉+ ❜✉✐❧❞✲

✉♣ ✐+ ✈✐+✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❢$❛❝,✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥,❛❝, ✇✐❞,❤ ✐♥ +✐♠✉❧,❛♥❡♦✉+ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐+ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ ❋▲■

❡✈❡♥,+✳ ■❢ ♠♦$❡ ,❤❛♥ ♦♥❡ ❋▲■ ❡✈❡♥, ❤❛+ ♦❝❝✉$$❡❞ ✐♥ ,❤❡ $❡+♣❡❝,✐✈❡ ,❡+, $✉♥✱ $❡+✉❧,+ ❢$♦♠

❛❧❧ ❡✈❡♥,+ ❛$❡ ❛✈❡$❛❣❡❞✳ ❚❤❡ $❛,✐♦ ♦❢ +✐♠✉❧,❛♥❡♦✉+♥❡++ ✐♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❞✉$✐♥❣ ❋▲■ $❛♥❣❡+

✶✺

◆♦"❡ "❤❛" "❤✐' '✐♠✉❧"❛♥❡♦✉' ♣-❡''✉-❡ ✐♥❝-❡❛'❡ ✐'✱ ❛' ❞❡'❝-✐❜❡❞ ❡❛-❧✐❡-✱ ❛❝"✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ ❧♦❝❛❧

♣-❡''✉-❡ ✐♥❝-❡❛'❡ ❛♥❞ ♣❛-❛❧❧❡❧ ✐♥❝-❡❛'❡ ♦❢ ❝♦♥"❛❝" ❛-❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♣❧✐✜❡' "❤❡ ❛♣♣❛-❡♥" ♣-❡''✉-❡ ✐♥❝-❡❛'❡
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✷✻✵✷✵ ✢❛+ ✐♥❞❡♥+❡. ✷✵✵ ♠♠ ✵✳✾✾✸ ✵✳✼✼✷

✸✶✵✸✵ ❝②❧✐♥❞❡. ✶✷✵ ♠♠ ✶ ✵✳✾✼✾
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❛❧❧ ❋▲■ ❡✈❡♥+# ✇✐+❤✐♥ +❤❡ #❛♠❡ +❡#+ .✉♥❀ ❢♦. ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❡✈❛❧✉❛+❡❞ ❡✈❡♥+# #❡❡ ❚❛❜✳

✻✮

♣.❡##✉.❡ ③♦♥❡#✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡. ❧❛.❣❡ ♣♦.+✐♦♥# ♦❢ +❤❡ ❛❝+✉❛❧ ❝♦♥+❛❝+✳ ❚❤❡ ❛✈❡.❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠

❝♦♥+❛❝+ ❤❡✐❣❤+ ❝♦✈❡.❡❞ ❜② ❍P❩ ✭ĥ✮ ✐# ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❢♦. ❘✉♥# ✸✶✵✸✵ ❛♥❞ ✸✷✵✸✵✱ ❛♥❞ ♣.❡✲
#❡♥+❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✵✳ ĥ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❢.♦♠ +❤❡ N ♣❡❛❦# ♦❢ ❍P❩ ❝♦♥+❛❝+ ❛.❡❛ Ân✱ ❛✉+♦♠❛+✐❝❛❧❧②

✐❞❡♥+✐✜❡❞ ❢.♦♠ +❤❡ ❍P❩ ❧♦❛❞ +✐♠❡ #❡.✐❡# ✉#✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ❞✐#+❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✾✺ +✐♠❡#

♥❛+✉.❛❧ ♦#❝✐❧❧❛+✐♦♥ ♣❡.✐♦❞✱ ♠✉❧+✐♣❧✐❡❞ ❜② +❤❡ #❛♠♣❧✐♥❣ .❛+❡✿

ĥ =

∑N

n=1
Ân

N · CQ · CW
✭✶✶✮

❊T✉❛+✐♦♥ ✶✶ #❤♦✇# +❤❛+ +❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ♠❡❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❍P❩ ❝♦♥+❛❝+ ❤❡✐❣❤+ .❡❢❡.# +♦

❛ ✉♥✐❢♦.♠ ❝♦♥+❛❝+ ♦✈❡. +❤❡ #❡♥#♦. ✇✐❞+❤

✶✻

❛♥❞ ✉♥✐❢♦.♠ ❤❡✐❣❤+✳ ❚❡#+ .✉♥# ✇✐+❤ ❤✐❣❤

❛#♣❡❝+ .❛+✐♦#✱ ✇❤❡.❡ +❤❡ ✐♥+❡.❛❝+✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ♦❝❝✉..❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ +♦♣ ❧❛②❡. ❛♥❞ +❤❡ ❍P❩

❞✐❞ ♥♦+ ❢♦.♠ ✐♥ +❤❡ #❛♠❡ ✇❛② ❛# ♦❜#❡.✈❡❞ ✐♥ +❤✐❝❦❡. ✐❝❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢.♦♠ +❤✐#

❛##❡##♠❡♥+✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛.✐#♦♥ .❡✈❡❛❧# +❤❛+ +❤❡ ✐♥❝.❡❛#❡ ♦❢ ❝♦♥+❛❝+ ❞❡#❝.✐❜❡❞ ❡❛.❧✐❡. ✐# ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡✛❡❝+

♦❢ ✐♥❝.❡❛#✐♥❣ ❍P❩✱ ✇❤✐❝❤ ❣.♦✇ ✐♥ ❤❡✐❣❤+ ❛♣♣.♦①✐♠❛+❡❧② ❜② ❢❛❝+♦. ✶✳✺✳

✹✳✷✳ ❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ❢&❡/✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❚❤❡ ♣.❡✈✐♦✉# ❛♥❛❧②#✐# ❤❛# .❡✈❡❛❧❡❞ ❣❡♥❡.❛❧ ❝❤❛.❛❝+❡.✐#+✐❝# ♦❢ ❋▲■ ✐♥ ❝♦♠♣❛.✐#♦♥ +♦ ♦+❤❡.

❝.✉#❤✐♥❣ .❡❣✐♠❡#✳ ❚❤✐# #❡❝+✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥+.❛+❡# ♦♥ ❋▲■ ❛♥❞ #♦♠❡ ♦❢ ✐+# ❝❤❛.❛❝+❡.✐#+✐❝ ❢❡❛+✉.❡#

♣.❡✈✐♦✉#❧② ✉#❡❞ ❢♦. ❢❛✐❧✉.❡ +②♣❡ ✐❞❡♥+✐✜❝❛+✐♦♥✳

✶✻

▼❡❛#✉%❡# CQ ❛♥❞ CW ✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ 0✉❛♥1✐1② ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐❞1❤✳
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❍♦✇❡✈❡:✱ @❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥@ ❢:❡T✉❡♥❝② ✐♥ ❈❈ ✐♥ @❤❡ ♣:❡C❡♥@❡❞ @❡C@ ✐C ❧♦✇❡: @❤❛♥ ✐♥ ❋▲■✱ ❜✉@

❝❛♥ ❛❧C♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡: ✭❝♦♠♣✳ ❋✐❣✳ ✸✹✮✱ C♦ ♥♦ ❣❡♥❡:❛❧ @:❡♥❞ C❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❞✉❝@❡❞ ❢:♦♠ @❤❡C❡

❡①❛♠♣❧❡C✳ ❆❞❞❡❞ ♠❛CC ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❡✛❡❝@C ❢:♦♠ @❤❡ ✐❝❡ ❛:❡ ❞❡❡♠❡❞ ❞❡❝✐C✐✈❡ ❤❡:❡✳

❚❤❡ @:❡♥❞ ♦❢ ❢:❡T✉❡♥❝② :❛@✐♦ ♦✈❡: ❝②❧✐♥❞❡: ❞✐❛♠❡@❡: ✐C ❛❧C♦ ✐❧❧✉C@:❛@❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✺✳ ■@

✐♥❞✐❝❛@❡C ❛ ❞❡❝:❡❛C✐♥❣ @:❡♥❞ ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥@ ♦C❝✐❧❧❛@✐♦♥ ❢:❡T✉❡♥❝② ♦✈❡: ❞✐❛♠❡@❡:✳ ❚❤✐C ❝❛♥

❜❡ :❡❧❛@❡❞ @♦ @❤❡ ✐♥❝:❡❛C✐♥❣ ❛♠♦✉♥@ ♦❢ ❝:✉C❤❡❞ ✐❝❡ :❡C✉❧@✐♥❣ ❢:♦♠ @❤❡ ✐♥@❡:❛❝@✐♦♥ ✇✐@❤

❧❛:❣❡: ❝②❧✐♥❞:✐❝❛❧ C@:✉❝@✉:❡C @❤❛@ ❛❞❞C @♦ @❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝:❡❛C❡C @❤❡ ♦C❝✐❧❧❛@✐♦♥

❢:❡T✉❡♥❝②✳ ◆♦@❡ @❤❛@ @❤❡ @:❡♥❞ ♣❛:@✐❛❧❧② ❜❛C❡C ♦♥ :❡C✉❧@C ✇✐@❤ @❤❡ ✽✸✵ ♠♠ ♠♦❞❡❧ ❢:♦♠

[❤❛C❡ ✶ @❡C@C ✇✐@❤ @❤❡ C✉❜♠❡:❣❡❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥@ ❜❛C✐C✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡:❡♥@ ❛❞❞❡❞ ♠❛CC ❡✛❡❝@C✳

■❢ ❝❧❡❛: ■❈ :❡❣✐♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣C ❛@ ❧♦✇ ✐❝❡ ❞:✐❢@ C♣❡❡❞✱ @❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥@ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢:❡T✉❡♥❝② ✐♥✲

❝:❡❛C❡C ❣:❛❞✉❛❧❧② ✇✐@❤ ✐♥❝:❡❛C✐♥❣ ✐❝❡ ❞:✐❢@ C♣❡❡❞ ✉♥@✐❧ @:❛♥C✐@✐♦♥ @♦ ❋▲■✳ ❆♥ ❡①❡♠♣❧❛:②

C♣❡❝@:♦❣:❛♠ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ :❡C♣♦♥C❡ ♦✈❡: ■❈ ❛♥❞ ❋▲■ :❡❣✐♠❡ ✐C C❤♦✇♥ @♦❣❡@❤❡: ✇✐@❤ @❤❡

:❡C♣❡❝@✐✈❡ @✐♠❡ ❤✐C@♦:✐❡C ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✽✳

β✲!❛,✐♦
❘❛@✐♦ β ✐C ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞ ❢♦: ❡❛❝❤ @❡C@❡❞ ✈❡❧♦❝✐@② ❛♥❞ ❡①❡♠♣❧❛:✐❧② ♣❧♦@@❡❞ ❢♦: :✉♥ ✷✻✵✷✵ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✻ ✭:✐❣❤@✮✳ ❚❤❡ @:❡♥❞ ♦❢ β ♦✈❡: ✐❝❡ ❞:✐❢@ C♣❡❡❞ ❝❛♥ ❜❡ T✉✐@❡ ❞✐✛❡:❡♥@✳ ❍♦✇❡✈❡:✱
❝♦♠♣❛:✐C♦♥ ♦❢ ❛❧❧ @❡C@ :✉♥C C❤♦✇C ❛❧C♦ ❝♦♥C✐C@❡♥@ @:❡♥❞C✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦C❝✐❧❧❛@✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐@②

❣:♦✇C ✐♥ ❋▲■ :❡❣✐♠❡ ❛C @❤❡ ✐❝❡ ❞:✐❢@ C♣❡❡❞ ✐♥❝:❡❛C❡C✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ @❤❡ β✲:❛@✐♦ ✐C ❤✐❣❤ ❛@
@❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❋▲■ :❡❣✐♠❡✱ :❡♠❛✐♥C ❝♦♥C@❛♥@ ♦✈❡: C♦♠❡ ✈❡❧♦❝✐@✐❡C✱ ❛♥❞ @❤❡♥ C❧♦✇❧② ❞❡✲

❝:❡❛C❡C ✉♥@✐❧ @❤❡ ✐♥@❡:❛❝@✐♦♥ ❢❛❧❧C ♦✉@ ♦❢ @❤❡ ❞❡✜♥❡❞ β✲:❛♥❣❡✳ ❍✐C@♦❣:❛♠ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛@❡❞

β✲✈❛❧✉❡C ✐C ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✻ ✭❧❡❢@✮✳

γ✲!❛,✐♦
❚❤❡ :❛@✐♦ γ ✐C ❛ ♠❡❛C✉:❡ ❢♦: @❤❡ C@❡❛❞✐♥❡CC ♦❢ @❤❡ :❡C♣♦♥C❡✳ ■♥ @:❛♥C✐@✐♦♥ ❡✈❡♥@C✱ γ ✐C

✼✵



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

 ②♣✐❝❛❧❧②  ❤❡ ✜*+ ✈❛❧✉❡  ♦ ❡①❝❡❡❞  ❤❡ ❋▲■ *❛♥❣❡ ✭ ❤*❡+❤♦❧❞ γ = 0.2✮✱ ✇❤✐❧❡  ❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥ 

❢*❡<✉❡♥❝② ♦❢ *❡+♣♦♥+❡ ❛♥❞  ❤❡ ♠❡❛♥ *❛ ✐♦ β ♦❢ ❡♥ *❡♠❛✐♥ ❧♦♥❣❡* ✐♥ ❋▲■ *❛♥❣❡✳ ❆ ❤✐+✲

 ♦❣*❛♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ γ✲✈❛❧✉❡+ ✐+ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✼ ✭*✐❣❤ ✮✳ ■ +❤♦✇+  ❤❛  ❤❡ ♠❛❥♦*✐ ② ♦❢

❡✈❡♥ + ❤❛+ +✐❣♥✐✜❝❛♥ ❧② ❤✐❣❤❡* + ❡❛❞✐♥❡++  ❤❛♥ *❡<✉✐*❡❞  ♦ ❢✉❧✜❧ + ✐♣✉❧❛ ❡❞ ❋▲■ ❝*✐ ❡*✐❛✳

❉②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥

❚❤❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❆♠♣❧✐✜❝❛ ✐♦♥ ❋❛❝ ♦* ❉❆❋ ✐+ ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❢♦* ❡❛❝❤ ❋▲■ ❡✈❡♥ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣

 ❤❡ *❡+♣❡❝ ✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥ ♣❡❛❦ ❜②  ❤❡ + *✉❝ ✉*❡✬+ + ✐✛♥❡++ ❛ 

✇❛ ❡*❧✐♥❡✳ ❚❤✐+ ✈❛❧✉❡ *❡♣*❡+❡♥ + ❛  ❤❡♦*❡ ✐❝❛❧ *❡+♣♦♥+❡  ♦ ❛ + ❛ ✐❝ ✐❝❡ ❢♦*❝❡✳ ❆✈❡*❛❣✐♥❣

 ❤❡ *❛ ✐♦ ♦❢ ❛❝ ✉❛❧ ❛♥❞ + ❛ ✐❝ *❡+♣♦♥+❡ ♦✈❡*  ❤❡ ❡♥ ✐*❡ ❋▲■ ❡✈❡♥ ②✐❡❧❞+  ❤❡ *❡+♣❡❝ ✐✈❡ ❛✈✲

❡*❛❣❡ ❉❆❋✳ ❋✐❣✳ ✹✼ ✭❧❡❢ ✮ ❣✐✈❡+ ❛♥ ♦✈❡*✈✐❡✇ ♦❢  ②♣✐❝❛❧ ❉❆❋ ❢♦✉♥❞ ✐♥  ❤❡ ♣*❡+❡♥ ❡❞ + ✉❞②✳

❚❤❡  *❡♥❞+ ♦❢  ❤❡  ❤*❡❡ ❝*✐ ❡*✐❛ ♦✈❡* ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ❛*❡ +❤♦✇♥ ❢♦*  ✇♦  ❡+ *✉♥+ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✾✳

❚❤❡*❡✐♥✱  ❤❡ ❧❡❢ ♣❧♦ *❡❢❡*+  ♦ ❛ ✢❛ ✐♥❞❡♥ ❡* ❛♥❞  ❤❡ *✐❣❤ ♣❧♦  ♦ ❛ ❝②❧✐♥❞*✐❝❛❧ + *✉❝ ✉*❡✱

❜♦ ❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠❡ ❡* ♦❢ ✶✷✵ ♠♠✳ ❉✐*❡❝ ❝♦♠♣❛*❛❜✐❧✐ ② ✐+ *❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ✐♥ ✐❝❡

 ❤✐❝❦♥❡++ ♦❢ ❢❛❝ ♦* ✶✳✻✳ ❆ ❝♦♥+✐+ ❡♥  *❡♥❞ ❛♠♦♥❣  ❤❡ ❞✐✛❡*❡♥ ❞❛ ❛ +❡ + ✐+  ❤❡ ✐♥❝*❡❛+✐♥❣

❉❆❋ ♦✈❡*  ❤❡ ❋▲■ *❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❞❡❝*❡❛+✐♥❣ β  ♦✇❛*❞+  ❤❡  *❛♥+✐ ✐♦♥ ❢*♦♠ ❋▲■  ♦ ❈❈ ❛♥❞

❜❡②♦♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡*✱  ❤❡ ❞❛ ❛ ✐+ +❝❛  ❡*❡❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥+

❢♦* ❡❛❝❤  ❡+ *✉♥✳ ❆❧❧ ✈❛❧✉❡+ ❛*❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣✳ ❈✳✶✳

✹✳✷✳✷✳ #❤❛&❡& ❡♥❛❜❧✐♥❣ -❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❝②❝❧❡

❆♥❛❧②+✐+ ♦❢  ❤❡ ♠❡❛+✉*❡❞ ❞❛ ❛ ✐♥❞✐❝❛ ❡+  ❤❛  ❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ +✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♦

 ✇♦ ♣❤❛+❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥  ❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣*❡++✉*❡ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐+ ✐❝+✿

✶✳ ●❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛2❡✿ ●❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐+ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐③❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡ ❡ ❢❛✐❧✉*❡ + ♦♣

✭♥✉♠❜❡* ♦❢ ❝♦♥ ❛❝ ❧♦++ ✐+ ③❡*♦✮✱ ❛ ❤✐❣❤ *❛ ✐♦ ♦❢ ❝♦♥ ❛❝ ❡❧❡♠❡♥ + ✐♥ +✐♠✉❧ ❛♥❡♦✉+

♣*❡++✉*❡ ✐♥❝*❡❛+❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝*❡❛+✐♥❣ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❍T❩ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝*❡❛+❡ ✐♥  ❤❡✐* ✈❡* ✐❝❛❧

❡① ❡♥ ✳

✷✳ ▲♦❝❛❧ ❝5✉2❤✐♥❣ ♣❤❛2❡✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝*✉+❤✐♥❣ ♣❤❛+❡ ❤❛+ ❞✐✛❡*❡♥ ♣❛* +✿ ❋✐*+ ✱  ❤❡

♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ + ✇✐ ❤ ❞❡❝*❡❛+✐♥❣ ♣*❡++✉*❡ ✐♥❝*❡❛+❡+ ❛♥❞  ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞

❞*❛+ ✐❝❛❧❧② ❞❡❝*❡❛+❡+✳ ❆  ❤❡ +❛♠❡  ✐♠❡✱  ❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ + ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣

*❡❞✉❝❡+ ❛♥❞  ❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ + *❡❛❝❤❡+ ✐ + ♠❛①✐♠✉♠✳ ❆+  ❤❡ ♥✉♠❜❡*

♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ + ❞❡❝*❡❛+❡+ ❛❣❛✐♥✱  ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥❝*❡❛+❡+✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ❢♦*  ❤❡ ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥  ♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ T❤❛+❡ ✶ ❛♥❞ ❡♥ ❡* T❤❛+❡ ✷ ✐+ ❧♦❝❛❧ ❡①✲

❝❡❡❞❛♥❝❡ ♦❢  ❤❡ ✐❝❡ + *❡♥❣ ❤✱ *❡+✉❧ ✐♥❣ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉*❡ ✇❤✐❝❤ *❛♣✐❞❧② +♣*❡❛❞+ ♦✈❡*  ❤❡

❡♥ ✐*❡ ❝♦♥ ❛❝ ❛*❡❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥  ♦ ❡♥ ❡* T❤❛+❡ ✶ ✐+ ❝*✉❝✐❛❧ ❢♦*  ❤❡ ♦♥+❡ ♦❢ ❋▲■ ✈✐✲

❜*❛ ✐♦♥+✳ ■ *❡<✉✐*❡+ ❛ ❝♦♠♣❧❡ ❡ ❢❛✐❧✉*❡ + ♦♣ *❡+✉❧ ✐♥❣ ❢*♦♠ ♥❡❣❛ ✐✈❡ *❡❧❛ ✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐ ②

❜❡ ✇❡❡♥ ✐❝❡ ❛♥❞ + *✉❝ ✉*❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣  ♦ ❛ +❤♦* ♣❤❛+❡ ♦❢ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❜❡❢♦*❡  ❤❡ ♣*❡++✉*❡

✐♥❝*❡❛+❡+ +✐♠✉❧ ❛♥❡♦✉+❧② ✐♥ ❛❧❧ ❡①✐+ ✐♥❣ ❍T❩ ✇❤❡♥  ❤❡ *❡❧❛ ✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐ ② ❜❡❝♦♠❡+ ❛❣❛✐♥

♣♦+✐ ✐✈❡✳

❚❤✐+ ♠❡❝❤❛♥✐+♠ ✐+ ✐❧❧✉+ *❛ ❡❞ ❜② ❛ ❢♦*❝❡✲✈❡❧♦❝✐ ② ❝✉*✈❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✵✳ ❆++✉♠✐♥❣  ❤❛  ❤❡

❝♦♥❞✐ ✐♦♥ ❢♦* ❢❛✐❧✉*❡ + ♦♣ ✐+ ♠❡ ✱  ❤❡ ✐♥ ❡*❛❝ ✐♦♥ + ❛* + ❛ ♣♦✐♥ ✶ ✐♥  ❤❡ ❝✉*✈❡✳ ■❝❡ ❧♦❛❞

✼✶



β

γ



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

❋✐❣✉$❡ ✹✽✿ ❙♣❡❝,$♦❣$❛♠ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ $❡4♣♦♥4❡ ♠❡❛4✉$❡❞ ❞✉$✐♥❣ ❘✉♥ ✷✻✵✷✵

❋✐❣✉$❡ ✹✾✿ ❉❆❋✱ γ ❛♥❞ β ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ ,❡4,❡❞ ✈❡❧♦❝✐,✐❡4 ✐♥ ❘✉♥ ✸✶✵✸✵ ❛♥❞ ✸✷✵✸✵✳

❉❛4❤❡❞ ❧✐♥❡4 ♠❛$❦ ❋▲■ $❛♥❣❡✳

✼✸



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

❣!❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝!❡❛+❡+ ✇❤✐❧❡ .❤❡ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.② ❜❡.✇❡❡♥ +.!✉❝.✉!❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ✐♥❝!❡❛+❡+✳ ❆.

♣♦✐♥. ✷✱ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞+ ❡①❝❡❡❞ .❤❡ ❜❡❛!✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐.② ♦❢ .❤❡ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐❝❡ ❜❡❣✐♥+ .♦ ❢❛✐❧ ❧♦❝❛❧❧②✳

❆❢.❡! ✐♥✐.✐❛❧ ❢❛✐❧✉!❡ ♦❢ ✜!+. ♣❛!.+ ♦❢ .❤❡ ✐❝❡✱ ♦.❤❡!+ ❛!❡ !❛♣✐❞❧② ❧♦❛❞❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧+♦ ❢❛✐❧✳ ❚❤✐+

❝❤❛✐♥✲!❡❛❝.✐♦♥ ❢❛✐❧✉!❡ ❤❛♣♣❡♥+ ❛❧♠♦+. ✐♥+.❛♥.❧②✱ !❡+✉❧.✐♥❣ ✐♥ .❤❡ ❧♦❛❞ ❞!♦♣ ❢!♦♠ ♣♦✐♥.

✷ .♦ ♣♦✐♥. ✸✳ ❙.!✉❝.✉!❡ ❛♥❞ ✐❝❡ .❤❡♥ ✐♥.❡!❛❝. ✐♥ ❝♦♥.✐♥✉♦✉+ ❝!✉+❤✐♥❣✱ ❝❤❛!❛❝.❡!✐③❡❞ ❜②

.❤❡ !❛.❤❡! ❝♦♥+.❛♥. ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ♣!❡✈❛✐❧✐♥❣ ✉♥.✐❧ .❤❡ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.② ❜❡❝♦♠❡+ ❛❣❛✐♥ +♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤ .♦ ✐♥✐.✐❛.❡ .❤❡ ❢❛✐❧✉!❡ +.♦♣ ❛♥❞ +.❛!. ❛♥♦.❤❡! ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛+❡✳ ❆❢.❡! .❤❡

❢❛✐❧✉!❡ +.♦♣✱ ❛❧❧ ❍?❩ ❛❧✐❣♥ ✐♥ ♣❤❛+❡ ❛+ .❤❡② +✐♠✉❧.❛♥❡♦✉+❧② +.❛!. .♦ ✐♥❝!❡❛+❡ +✐③❡ ❛♥❞

♣!❡++✉!❡✳

❋✐❣✳ ✺✶ +❤♦✇+ .❤❡ ❢♦!❝❡✲✈❡❧♦❝✐.② ❝✉!✈❡+ ❢♦! ❋▲■ ❡✈❡♥.+ ❛. ❞✐✛❡!❡♥. +♣❡❡❞+✱ ✇❤❡!❡ ❜❛+✐✲

❝❛❧❧② .❤❡ +❛♠❡ ❝❤❛!❛❝.❡!✐+.✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛!✐+♦♥✱ .❤❡ ❝✉!✈❡ ❢♦! ❈❈ +❤♦✇+ .❤❛.

❢♦!❝❡ ❛♥❞ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.② !❡♠❛✐♥ ❛❜♦✉. .❤❡ +❛♠❡ ❞✉!✐♥❣ ❛ .✐♠❡ ✐♥.❡!✈❛❧ ✇✐.❤ .❤❡ +❛♠❡

❞✉!❛.✐♦♥ ❛+ ♣❧♦..❡❞ ❢♦! .❤❡ ❋▲■ ❡✈❡♥.+✳ ❚❤❡ ❝!✉+❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❡H✉❛❧+ .❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞

❞✉!✐♥❣ ❋▲■ ❝!✉+❤✐♥❣ ♣❤❛+❡ ❛. .❤❡ +❛♠❡ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.②✳

❚❤❡ ❝②❝❧❡ ✐❧❧✉+.!❛.❡+ .❤❛. ❋▲■ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣ ✐❢ ♣♦✐♥. ✶ ✐+ !❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ .❤❡ ✐❝❡ +♣❡❡❞

✐+ .♦♦ ❤✐❣❤✱ .❤❡ ✐♥.❡!❛❝.✐♦♥ !❡♠❛✐♥+ ✐♥ .❤❡ ❤✐❣❤❡! !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.② !❛♥❣❡✱ ❛♥❞ .❤❡ ♥♦♥✲

❧✐♥❡❛! ❜❡❤❛✈✐♦✉! ❝❛♥♥♦. ❞❡✈❡❧♦♣✳ ■❢ .❤❡ ✐❝❡ +♣❡❡❞ ✐+ .♦♦ ❧♦✇✱ .❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝!❡❛+❡+ ✇✐.❤♦✉.

✐♥❝!❡❛+✐♥❣ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.②✱ .❤✉+ .❤❡ ✐♥.❡!❛❝.✐♦♥ !❡♠❛✐♥+ ✐♥ .❤❡ ❧✐♥❡❛! !❡❣✐♠❡✳

❋✐❣✉!❡ ✺✷ +❤♦✇+ .❤❡ ❧♦❝❛❧ H✉❛❧✐.❛.✐✈❡ ♣!❡++✉!❡ !❡❣✐+.❡!❡❞ ❜② .❤❡ .❛❝.✐❧❡ +❡♥+♦! ✭❉✮ ❞✉!✐♥❣

❋▲■ ♦♥ ❛ ✢❛. ✐♥❞❡♥.❡! ✐♥ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣!❡++✉!❡ ✐♥❝!❡❛+❡ ❜❡.✇❡❡♥ +.❛!. ❛♥❞ ❡♥❞

♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛+❡ ✐+ ❝❧❡❛!❧② +❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥.❛❝. ♣!✐♠❛!✐❧② ✐♥❝!❡❛+❡+ ✐♥ ❤❡✐❣❤. ❛❢.❡!

.❤❡ !❡❧❛.✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐.② ❜❡.✇❡❡♥ +.!✉❝.✉!❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ♥❡❣❛.✐✈❡ ❛♥❞ ❜❡❝❛♠❡ ♣♦+✐.✐✈❡

❛❣❛✐♥✳ ❆❢.❡!✇❛!❞+✱ .❤❡ ❡♥.✐!❡ ❝♦♥.❛❝. ❛!❡❛ ♣❛!.✐❝✐♣❛.❡+ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ ❛♥❞ ♥♦ ❧♦❝❛❧

❢❛✐❧✉!❡ ♦❝❝✉!+✳ ❍❡♥❝❡✱ .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣!❡++✉!❡ ✐♥❝!❡❛+❡+✱ ❛♥❞ ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❡♥❧❛!❣❡❞ ❝♦♥.❛❝.

❛!❡❛✱ ❤✐❣❤❡! ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ .!❛♥+❢❡!!❡❞ ❢!♦♠ ✐❝❡ .♦ +.!✉❝.✉!❡ ✇✐.❤♦✉. ✐♥❝!❡❛+❡❞ ❧♦❝❛❧

+.!❡♥❣.❤✳ ▲♦❝❛❧ ❝!✉+❤✐♥❣ ✐+ ✐♥✐.✐❛.❡❞ ❜② .❡!♠✐♥❛.✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❞✉❡ .♦ ❧♦❝❛❧ ❡①✲

❝❡❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✐❝❡ +.!❡♥❣.❤✳ ❚❤✐+ ❝♦✐♥❝✐❞❡+ ✇✐.❤ ✐♥❝!❡❛+❡❞ ♠♦♠❡♥.✉♠ ❢!♦♠ .❤❡ +.!✉❝.✉!❡

.❤❛. ❤❛+ ♣❛++❡❞ ✐.+ ♦+❝✐❧❧❛.✐♦♥ ❛♠♣❧✐.✉❞❡ ❛♥❞ +.❛!.+ ♠♦✈✐♥❣ ❜❛❝❦ .♦ ✐.+ ❡H✉✐❧✐❜!✐✉♠ ♣♦+✐✲

.✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥.♦ .❤❡ ❞✐!❡❝.✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣!♦❛❝❤✐♥❣ ✐❝❡✳ ❉✉!✐♥❣ ❝!✉+❤✐♥❣✱ .❤❡ ❝♦♥.❛❝. ❞!❛+.✐❝❛❧❧②

❞❡❝!❡❛+❡+ ✐♥ ✇✐❞.❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤.✳ ❙♣❛❧❧+ ❡①.!✉❞❡❞ ❞♦✇♥✇❛!❞+ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ♦♥ .❤❡ ❧♦✇❡! ♣❛!.

♦❢ .❤❡ +❡♥+♦!✳ ❚❤❡ ❝♦♥.❛❝. ❜❡❝♦♠❡+ ❞✐+❝♦♥.✐♥✉♦✉+✳ ▼❡❛+✉!❡♠❡♥.+ ❝❧❡❛!❧② +❤♦✇ .❤❛. .❤❡

❧♦❝❛❧ ❝!✉+❤✐♥❣ ♣!♦❝❡++ ✐+ ❛ ❝❤❛✐♥ !❡❛❝.✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ +✐♠✉❧.❛♥❡♦✉+ ❢❛✐❧✉!❡ ❛❝!♦++ .❤❡ ❡♥.✐!❡

❝♦♥.❛❝. ❛!❡❛ .❛❦❡+ ♣❧❛❝❡✳ ❆+ .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ❡♥❡!❣② ♦❢ .❤❡ ❞❡✢❡❝.❡❞ +.!✉❝.✉!❡ ✐+ ✐♥✐.✐❛❧❧②

❤✐❣❤❡! .❤❛♥ .❤❡ ✇♦!❦ ♥❡❡❞❡❞ .♦ ❝!✉+❤ .❤❡ ✐❝❡✱ .❤❡ +.!✉❝.✉!❡ ✜!+. ♠♦✈❡+ ❛❧♠♦+. ✉♥❤✐♥✲

❞❡!❡❞ .❤!♦✉❣❤ .❤❡ ❛♣♣!♦❛❝❤✐♥❣ ✐❝❡ +❤❡❡.✱ ❛♥❞ ✐+ .❤❡♥ +❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥

✶✼

✳ ❲❤✐❧❡ +.!✉❝.✉!❡
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♣❡$✐♠❡♥/❛❧ /❡5/ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛$❡ ❜$✐❡✢② ❞✐5❝✉55❡❞ ✇✐/❤ $❡5♣❡❝/ /♦ /❤❡ ❝✉$$❡♥/❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

/❤❡♦$✐❡5 ♦♥ /❤❡ ♣❤②5✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐5♠ ♦❢ ❋▲■✳

✹✳✸✳✶✳ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ -♦ ❢✉❧❧ +❝❛❧❡ ❞❛-❛

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥/❛❧ G✉❡5/✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ /❤❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❝❤❛$❛❝/❡$✐5/✐❝5 ♦❢ ❋▲■ ✐5 ✇❤❡/❤❡$ /❤❡

5❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛$❡ /❤❡ ❞❡❝✐5✐✈❡ ❢❛❝/♦$5 ✐♥ ❢✉❧❧ 5❝❛❧❡ ✐♥/❡$❛❝/✐♦♥ ♦❢ ✈❡$/✐❝❛❧ ♦✛5❤♦$❡

5/$✉❝/✉$❡5 ✇✐/❤ 5❡❛ ✐❝❡✳ ❯♥❢♦$/✉♥❛/❡❧②✱ /❤❡ G✉❡5/✐♦♥ ❝❛♥♥♦/ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉5✐✈❡❧② ❛♥5✇❡$❡❞ ❛5

/❤❡$❡ ✐5 ♥♦ ❞❛/❛ ✇❤✐❝❤ ♣$♦✈✐❞❡5 /❤❡ 5❛♠❡ ✐♥5✐❣❤/ ✐♥/♦ ❧♦❝❛❧ ♣$❡55✉$❡ ❛♥❞ ❝♦♥/❛❝/ ❛$❡❛

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥/ ❛5 /❤❡ ♠♦❞❡❧ /❡5/5✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❢✉❧❧ 5❝❛❧❡ ❞❛/❛ ✐5 ❜$✐❡✢② ❝❤❡❝❦❡❞ /♦ 5❡❡ ✇❤❡/❤❡$

❣❡♥❡$❛❧ ♦❜5❡$✈❛/✐♦♥5 ❛❣$❡❡ /♦ /❤❡ ❢♦✉♥❞ $❡❧❛/✐♦♥5✱ ♦$ ✇❤❡/❤❡$ ❝♦♥/$❛❞✐❝/✐♥❣ ♦❜5❡$✈❛/✐♦♥5

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳

❋✉❧❧ 5❝❛❧❡ ❞❛/❛ ✉5❡❞ ❢♦$ ❝♦♠♣❛$✐5♦♥ ❛$❡ ♠❡❛5✉$❡♠❡♥/5 ❢$♦♠ ❧✐❣❤/❤♦✉5❡ ◆♦$5/$U♠5❣$✉♥❞

✼✽



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

✭◆❙●✱ ❜&✐❡✢② ✐♥,&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✷✮✱ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❞✉&✐♥❣ ,❤❡ ❙❚❘■❈❊ ♣&♦❥❡❝, ❬✹❪✳ ❚❤❡

❧✐❣❤,❤♦✉C❡ ❤❛C ❜❡❡♥ ❡D✉✐♣♣❡❞ ✇✐,❤ ♥✐♥❡ ❢♦&❝❡ ♠❡❛C✉&✐♥❣ ♣❛♥❡❧C ✇✐,❤ ❞✐♠❡♥C✐♦♥C ♦❢ ✶✳✷ ♠

× ✶✳✻ ♠ ❡❛❝❤✱ ❝♦✈❡&✐♥❣ ✶✻✼

◦
♦❢ ,❤❡ C,&✉❝,✉&❡✬C ❝✐&❝✉♠❢❡&❡♥❝❡ ❛, ✇❛,❡& ❧❡✈❡❧✳ ❉✉❡ ,♦ ,❤❡

✐♥C✉✣❝✐❡♥, C♣❛,✐❛❧ &❡C♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❛❞ ♠❡❛C✉&❡♠❡♥, C②C,❡♠ ❛, ◆❙● ❧✐❣❤,❤♦✉C❡✱ ✐, ✐C

♥♦, ♣♦CC✐❜❧❡ ,♦ ❡✈❛❧✉❛,❡ ,❤❡ ✐♥❝&❡❛C❡ ✐♥ ❝♦♥,❛❝, ❤❡✐❣❤, ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❢❛✐❧✉&❡ C,♦♣ ✇✐,❤ ,❤❡ ❢✉❧❧

C❝❛❧❡ ❞❛,❛✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ,❤❡ ,✐♠❡ C❡&✐❡C ♦❢ ♠♦❞❡❧ ,❡C, ❛♥❞ ♣&♦,♦,②♣❡ C,&✉❝,✉&❡ C❤♦✇ ,❤❡ C❛♠❡

❝❤❛&❛❝,❡&✐C,✐❝C ✭❋✐❣✳ ✺✺✮✱ ✇✐,❤ ❛ ❢♦&❝❡ ♣❧❛,❡❛✉ ♣&❡❝❡❞✐♥❣ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛C❡✱ ❛♥❞ ❛

❜✉✐❧❞✲✉♣ ❞✉&❛,✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉, ❛ D✉❛&,❡& ♣❡&✐♦❞✳ ❚❤❡ ✜❣✉&❡ C❤♦✇C &❡C✉❧,C ❢&♦♠ T❤❛C❡ ✶ ,❡C,C

✭✶✷✵✺✵✮ ✇❤❡&❡ ,❤❡ C❛♠❡ ❛C♣❡❝, &❛,✐♦ ❛C ❢♦✉♥❞ ❛, ◆❙● ❧✐❣❤,❤♦✉C❡ ✇❛C ,❡C,❡❞ ✭❉✴❤ = 17✮✳

❋✐❣✉&❡ ✺✺✿ ◆♦&♠❛❧✐③❡❞ ✐❝❡ ❧♦❛❞✱ C,&✉❝,✉&❡ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ❛, ✇❛,❡& ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ &❡❧❛,✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐,②

❜❡,✇❡❡♥ C,&✉❝,✉&❡ ❛♥❞ ✐❝❡✱ ♠❡❛C✉&❡❞ ❛, ◆❙● ❧✐❣❤,❤♦✉C❡ ✭❙❚❘■❈❊ ❡✈❡♥, ✶✾✵✹✲

✵✹✵✱ ❧❡❢,✮ ❛♥❞ ❞✉&✐♥❣ ■❱❖❙ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✭❘✉♥ ✶✷✵✺✵✱ &✐❣❤,✮

❲❤❡♥ ❞❛,❛ ❢&♦♠ ◆❙● ❧✐❣❤,❤♦✉C❡ ✐C C❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐,❡&❛,✉&❡✱ ✐, ♦❢,❡♥ ❛♣♣❡❛&C ❛C ✐❢ ,❤❡ ❧♦❛❞C

❛❝&♦CC ,❤❡ ✐♥,❡&❛❝,✐♦♥ ❛&❡❛ ✇❡&❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦&&❡❧❛,❡❞ ❬✻✸❪✳ ❇✉, ❧♦♦❦✐♥❣ ❛, ,❤❡ ,❛❝,✐❧❡ C❡♥C♦&C✱

✐, ✇❛C ✐♠♣♦CC✐❜❧❡ ,♦ ✜♥❞ C❡♥C❡❧C ✇❤✐❝❤ &❡♠❛✐♥ C②♥❝❤&♦♥✐③❡❞✱ ♦& ❝♦&&❡❧❛,❡❞✱ ♦✈❡& ♠♦&❡ ,❤❛♥

♦♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞C ♦♥ ✶✺✵ ❞✐C❝&❡,❡ ❛&❡❛C ✭❉❆✮✱ ❡❛❝❤ ❉❆ &❡♣&❡C❡♥,✐♥❣ ♦♥❡

,❛❝,✐❧❡ C❡♥C♦& ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❙❡♥C♦& ▲✱ ❛&❡ C❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✻❝✮✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛,❡❣♦&✐③❡❞ ✐♥ ❢♦✉&

♠❛✐♥ ❣&♦✉♣C ♦❢ C❛✇,♦♦,❤✲C❤❛♣❡❞ ❧♦❛❞C✱ ♣❧❛,❡❛✉✲C❤❛♣❡❞ ❧♦❛❞C✱ C❡♥C❡❧C ♦♥❧② ♣❛&,✐❝✐♣❛,✐♥❣

✐♥ ,❤❡ ❝❤❛✐♥✲&❡❛❝,✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣C❡ ♣❤❛C❡ ✭❝❤❛&❛❝,❡&✐③❡❞ ❜② C,❡❡♣ ❧♦❛❞ ✐♥❝&❡❛C❡ ❛♥❞ C✉❜C❡D✉❡♥,

❝♦♠♣❧❡,❡ ❧♦❛❞ ❧♦CC ❞✉&✐♥❣ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝&✉C❤✐♥❣ ♣❤❛C❡✮✱ ❛♥❞ C❡♥C❡❧C ✇✐,❤ ♥♦ C✐❣♥✐✜❝❛♥,

❝♦♥,&✐❜✉,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉& ❣&♦✉♣C ❛&❡ &❛♥❞♦♠❧② ❞✐C,&✐❜✉,❡❞ ♦✈❡& ,❤❡

❝♦♥,❛❝, ✇✐❞,❤✱ ✇✐,❤ ❛♥ ✐♥❝&❡❛C✐♥❣ C❤❛&❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣❛&,✐❝✐♣❛,✐♥❣ C❡♥C❡❧C ,♦✇❛&❞C ,❤❡ ❝②❧✐♥❞❡&

C✐❞❡C✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡& ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞C ,♦✇❛&❞C ,❤❡ ❝❡♥,❡& ❧✐♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✻❜✮✱ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣&❡CC✉&❡C ❛&❡

✐♥,❡❣&❛,❡❞ ♦✈❡& ❞✐C❝&❡,❡ ❛&❡❛C ✇✐,❤ ❛ C✐③❡ ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡ ,♦ ◆❙● ❧♦❛❞ ♣❛♥❡❧C✳ ❍❡&❡✱ ,❤❡ ❧♦❛❞

,&❡♥❞C ❛&❡ ♠♦&❡ ❝♦♥C✐C,❡♥, ♦✈❡& ,❤❡ ❝♦♥C✐❞❡&❡❞ ❛&❡❛C✳ ■, C❤♦✉❧❞ ❛❧C♦ ❜❡ ♥♦,❡❞ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡

❢✉❧❧ C❝❛❧❡ ♠❡❛C✉&❡♠❡♥,C✱ ,❤❡ ✧C②❝❤&♦♥✐③❡❞✧ ❧♦❛❞C ✇❡&❡ ♦❢,❡♥ &❡❣✐C,❡&❡❞ ♦♥ ✷✲✸ ❛❞❥❛❝❡♥,

❧♦❛❞ ♣❛♥❡❧C ♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ C②♥❝❤&♦♥✐③❛,✐♦♥ ♦✈❡& ✺✲✻ ♣❛♥❡❧C ❛C ♣&❡C❡♥,❡❞ ❜② T❛❧♠❡& ❛♥❞

❇❥❡&❦bC ✭ ❬✻✸❪✱ ❋✐❣✳ ✹✮ ✇❛C &❛,❤❡& &❛&❡✳

❲❤❡,❤❡& ♦& ♥♦, ,❤❡ ◆❙● ♣❛♥❡❧ ❧♦❛❞C ❛&❡ ❛❧C♦ ❝♦♠♣♦C❡❞ ♦❢ C♣❛,✐❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ✈❛&②✐♥❣ ❧♦❝❛❧

❧♦❛❞C ✇✐,❤ ❞✐✛❡&❡♥, ❝❤❛&❛❝,❡&✐C,✐❝ ,&❡♥❞C &❡♠❛✐♥C ✉♥❦♥♦✇♥✳

✼✾



n = 3



✹ ❆♥❛❧②&✐& ♦❢ ❡①♣❡-✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛

♣!❛❝$✐❝❡✱ $❤✐) ❝❛♥ ❜❡ ❡✐$❤❡! ❞♦♥❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛ ♣!❡✲❞❡✜♥❡❞ )❛✇✲$♦♦$❤ )❤❛♣❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣

❢✉♥❝$✐♦♥✱ ♦! ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝!❡❛)❡ ♦❢ ❛!❡❛✱ ♦❢ )$!❡♥❣$❤✱ ♦! ❛ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡)❡✱ ✇❤❡♥

$❤❡ !❡❧❛$✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐$② ❤❛) ❜❡❝♦♠❡ ③❡!♦ ♦! ♥❡❣❛$✐✈❡✳

✶✽

✶✽

❆♣♣"♦❛❝❤❡( ❜❛(❡❞ ♦♥ (,"❛✐♥ ♦" (,"❛✐♥ "❛,❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ,❤❡ (❛♠❡ ✈❛❧✐❞✐,② ✇❤❡♥ (✉✐,❛❜❧❡ ❛((✉♠♣,✐♦♥( ♦♥

(,"❛✐♥ "❛,❡ ❛"❡ ♠❛❞❡✱ ❡✳❣✳ ❛ ❧✐♥❡❛" "❡❧❛,✐♦♥ ♦❢ (,"❛✐♥ ,♦ (,"✉❝,✉"❡ ❞✐❛♠❡,❡" ❛♥❞ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥,✳

✽✶



✺✳ "#❡❞✐❝(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞ ❢♦# ❝#✐(✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐(✐❡1 ❢♦#

♦❝❝✉##❡♥❝❡ ♦❢ ❢#❡3✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❚❤❡ ❝❤❛%❛❝&❡%✐(&✐❝ &✐♠❡ (❡%✐❡( ❢♦% ❧♦❝❦✲✐♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ &❤❡ ❞❛&❛ ❛♥❛❧②(✐( ❝❛♥ ❜❡ ✉(❡❞ &♦ ✐♥&%♦✲

❞✉❝❡ ❛ (✐♠♣❧❡ ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ &♦ ❞❡%✐✈❡ ♥❡❝❡((❛%② ❝♦♥❞✐&✐♦♥( ❢♦% &❤❡ ♦❝❝✉%%❡♥❝❡

♦❢ ❢%❡7✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (✉❜(❡❝&✐♦♥( ❞❡(❝%✐❜❡ &❤❡ ❛♥❛❧②&✐❝❛❧ ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ❛♥❞

❡♠♣✐%✐❝❛❧❧② ❜❛(❡❞ (✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥(✳ ❚❤❡ ♠❡&❤♦❞ ✐( ✈❛❧✐❞❛&❡❞ ✇✐&❤ ❡①♣❡%✐♠❡♥&❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧

(❝❛❧❡ ❞❛&❛ ❛& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ❝❤❛♣&❡%✳

✺✳✶✳ #$❡❞✐❝)✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②)✐❝❛❧ ❢♦$♠✉❧❛)✐♦♥

❆ (✐♠♣❧❡ ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐( ♣%♦♣♦(❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣%❡❞✐❝&( ❝%✐&✐❝❛❧ ❧♦✇❡% ❛♥❞ ✉♣♣❡% ✐❝❡

✈❡❧♦❝✐&② (✉(❝❡♣&✐❜❧❡ ❢♦% ❋▲■ ❢♦% ❛ ✈❡%&✐❝❛❧ (&%✉❝&✉%❡ ✇✐&❤ ❦♥♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❛%❛♠❡&❡%(

✉♥❞❡% ❞❡✜♥❡❞ ✐❝❡ ❝♦♥❞✐&✐♦(✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ (✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦%❝❡ &✐♠❡ ❤✐(&♦%②

❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ &❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛(❡✱ ❝♦♥(✐❞❡%❡❞ ❛( ❧✐♥❡❛% ❡❧❛(&✐❝ ❧♦❛❞ ✐♥❝%❡❛(❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝%✉(❤✐♥❣

♣❤❛(❡✱ ✇❤❡%❡ ❛ ❝♦♥(&❛♥& ❧♦❛❞ ✐( ❛((✉♠❡❞✳ ❚❤❡ (✐♠♣❧✐✜❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝♦%%❡(♣♦♥❞✐♥❣ %❡(♣♦♥(❡

&✐♠❡ ❤✐(&♦%② ❛%❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✼✳ ❙✐♠✐❧❛% ❛♣♣%♦❛❝❤❡( ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ■❙❖ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡(

❛♥❞ ❡❛%❧② %❡(❡❛%❝❤ ♦♥ ❋▲■✱ ❡✳❣✳ ❬✸✵✱✾✷❪✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♣%♦♣♦(❡❞

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ &❤❡ ❡①✐(&✐♥❣ ♦♥❡( ✐( &❤❡ ❞✉%❛&✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦(✐&✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛(❡✳ ■❙❖ (✉❣❣❡(&(

❛ (❛✇&♦♦&❤✲❢✉♥❝&✐♦♥ ✇✐&❤♦✉& ❝♦♥(&❛♥& ❝%✉(❤✐♥❣ ♣❤❛(❡ ✭❝♦♠♣✳ ❋✐❣✳ ✻✮✳ ❚♦②❛♠❛ ❬✾✷❪

❝♦♥(✐❞❡%( ❛ (❤♦%&❡% ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛(❡ ❛♥❞ &✐♠❡ ❧❛❣ ❜❡&✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠

%❡(♣♦♥(❡✳

❋✐❣✉%❡ ✺✼✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ %❡(♣♦♥(❡ &✐♠❡ ❤✐(&♦%② ❢♦% ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❈♦♥(✐❞❡%✐♥❣ &❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❙❉❖❋ (②(&❡♠✱ &❤❡ ❡7✉❛&✐♦♥ ♦❢ ♠♦&✐♦♥ %❡❛❞(✿

mü+ cu̇+ ku = F
✐❝❡

(t) ✭✶✷✮

❚❤❡%❡✐♥✱ m✱ c ❛♥❞ k ❛%❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&( ♦❢ ♠❛((✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ (&✐✛♥❡((✱ %❡(♣❡❝&✐✈❡❧②✳ F
✐❝❡

✐(

&❤❡ ✐❝❡ ❢♦%❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ (✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛( ❝♦♥(&❛♥& ♠❡❛♥ ❝%✉(❤✐♥❣ ❧♦❛❞ F
❈❈

♣❧✉( ♣❤❛(❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥& ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❢♦%❝❡ ∆F (t)✿

F
✐❝❡

(t) = F
❈❈

+∆F (t) ✭✶✸✮

✽✷
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∆F  ❡♣ ❡#❡♥%# %❤❡ %♦%❛❧ ❢♦ ❝❡ ✐♥❝ ❡❛#❡ ❞✉❡ %♦ #✐♠✉❧%❛♥❡♦✉# ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✲

%❡ ♣ ❡%❡❞ ❛# ❛ ♠❛❣♥✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❜ ✐%%❧❡ ❝ ✉#❤✐♥❣ ❧♦❛❞ F
❈❈

❜② %❤❡ ❢❛❝%♦ η✿

F̂ice = ηF
❈❈

✭✶✹✮

❈♦♥#✐❞❡ ✐♥❣ F
❈❈

❛# #%❛%✐❝ ✐# ❛ ♠❛❥♦ #✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥✱ ❛# %❤❡ ❛❝%✉❛❧  ❡#♣♦♥#❡ ❛♥❞  ❡#✉❧%✐♥❣

♦#❝✐❧❧❛%✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐%② ✭❤❡♥❝❡ ❛❧#♦  ❡❧❛%✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐%②✮ ✈❛ ② ❣ ❡❛%❧② ❞✉ ✐♥❣ %❤❡ ❝ ✉#❤✐♥❣ ♣❤❛#❡✳

❚❤❡ ✈❛ ✐❛%✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♥%❛%✐♦♥ #♣❡❡❞ ❝❤❛♥❣❡# %❤❡ ❧♦❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡ ✱ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ %✐♠❡ ✈❛ ②✐♥❣

❧♦❛❞ ❞✉ ✐♥❣ ❝ ✉#❤✐♥❣ ♣❤❛#❡ ✐# ♥♦%  ❡❧❡✈❛♥% ❢♦ %❤❡ ♦❝❝✉  ❡♥❝❡ ♦❢ ❋▲■✱ ❜✉% ✐%# ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡

✐#✳

■♥ #%❛%✐♦♥❛ ② ❋▲■✱ %❤❡ #% ✉❝%✉ ❡  ❡#♣♦♥#❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥#✐❞❡ ❡❞ ❛# #✐♥❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ #✉♣❡ ✐♠✲

♣♦#❡❞ %♦ %❤❡ #%❛%✐❝ ❞❡✢❡❝%✐♦♥ u
❈❈

✿

u(t) = u
❈❈

+ û sin(ωt) ✭✶✺✮

❚❤❡ ♥❡❝❡##❛ ② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦ %❤❡ ❢❛✐❧✉ ❡ #%♦♣ %♦ ✐♥✐%✐❛%❡ #✐♠✉❧%❛♥❡♦✉# ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐# ✈❛♥✐#❤✐♥❣

 ❡❧❛%✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐%② ❜❡%✇❡❡♥ ✐❝❡ ❛♥❞ #% ✉❝%✉ ❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉ # ✇❤❡♥ %❤❡ ♦#❝✐❧❧❛%✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐%② ✐#

❤✐❣❤❡#%✳ ❆% %❤❡ ❡♥❞ ♦❢ %❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛#❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❛#%# ❛❜♦✉% ❛ H✉❛ %❡ ♦#❝✐❧❧❛%✐♦♥ ♣❡ ✐♦❞✱

✐❝❡ ❧♦❛❞ ❤❛# ✐♥❝ ❡❛#❡❞ ❜② ∆F ❛♥❞ ♦#❝✐❧❧❛%✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐%② u̇ ✐# ③❡ ♦✿

mü+ k(u
❈❈

+ û) = ηF
❈❈

✭✶✻✮

❈♦♥#✐❞❡ ✐♥❣ ü = 0 ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛ % ✐# #♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛ ❡❞ %♦ %❤❡ ♦%❤❡ %❡ ♠#

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝%❡❞ ❢♦ %❤❡ #✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥#✐❞❡ ❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❝ ✉#❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞  ❡#♣❡❝%✐✈❡

❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥% ❛ ❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ku
❈❈

= F
❈❈

✭✶✼✮

■❢ ❧♦❝❦✲✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣#✱ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥ ❢❛❝%♦ ❉❆❋ ✐# ❣ ❡❛%❡ %❤❛♥ ♦♥❡✳ ■%  ❡✲

❧❛%❡# %♦ %❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥% ♦❢ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛#❡✱ ✇❤❡♥ ❜♦%❤ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥% ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❛ ❡ ❛% %❤❡✐ 

♠❛①✐♠✉♠✳ ❲❤❡♥ ❋▲■ ❞❡✈❡❧♦♣#✱ ✐♥❡ %✐❛ ❧♦❛❞# mü ✐♥❝ ❡❛#❡ %❤❡ ❛❝%✉❛❧  ❡#♣♦♥#❡✱ ❛♥❞ ❉❆❋

✐♥❝ ❡❛#❡#✳ ❚❤❡ ❡❢♦ ❡✱ ❉❆❋❂✶ ❞❡♥♦%❡# %❤❡ % ❛♥#✐%✐♦♥ %♦✇❛ ❞# %❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥❞✐%✐♦♥✳

■♠♣❧❡♠❡♥%✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❢♦ ♠✉❧❛# ②✐❡❧❞#✿

❉❆❋ =
u
❈❈

+ û
F
❈❈

+∆F
k

=
(F❈❈

k
+ û)k

ηF
❈❈

> 1 ✭✶✽✮

❋ ♦♠ %❤❡ ♥❡❝❡##❛ ② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ♦❢  ❛%✐♦ β ✐♥ %❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥  ❛♥❣❡ ✭❝♦♠♣❛ ❡ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✶✱ ❊H✳✶✮

%❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦#❝✐❧❧❛%✐♦♥ ❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇ ✐%%❡♥ ❛#✿

β =
du
dt

v
✐❝❡

⇒ û =
βv

✐❝❡

ω
✭✶✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ❡H✉❛%✐♦♥# ❞❡❧✐✈❡ # ❛ ♥❡❝❡##❛ ② ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❢♦ ✐❝❡ ❛♥❞ #% ✉❝%✉ ❡ %♦ ❡♥%❡ 

❋▲■  ❡❣✐♠❡✿

v
✐❝❡

>
(η − 1)F

❈❈

ω

βk
✭✷✵✮

✽✸
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■♥ ❊#✳ ✷✵✱ (η−1) (❡❧❛,❡- ,♦ ,❤❡ ✐♥❝(❡❛-❡ ♦❢ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝♦♠♣❛(❡❞ ,♦ ,❤❡ ❝(✉-❤✐♥❣

❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❢♦(♠✉❧❛ ❜❛-❡❞ ♦♥ ,❤❡ ✐♥,(♦❞✉❝❡❞ ♠❛,❤❡♠❛,✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ,❤❡ ♥❡❝❡--❛(②

❝♦♥❞✐,✐♦♥- ❢♦( ❋▲■ ♣(❡❞✐❝,- ,❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝(✐,✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐,② ✭v
■

✮ ❢♦( ❋▲■ ,♦ ♦❝❝✉(✳ ❚❤❡

❛❝,✉❛❧ ❝(✐,✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐,② (❛♥❣❡ ✐- ❧✐♠✐,❡❞ ❜② ,❤❡ ✉♣♣❡( ❝(✐,✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐,② v
■■

✳ ■♥ ,❤❡ ,❤❡♦(❡,✐❝❛❧

❢(❛♠❡✇♦(❦✱ -,(✉❝,✉(❛❧ (❡-♣♦♥-❡ ❤❛- ,♦ ✐♥❝(❡❛-❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ ✐❝❡ ❞(✐❢, -♣❡❡❞✳ ❚❤✐-

(❡#✉✐(❡- ✐♥❝(❡❛-✐♥❣ ❉❆❋✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♣❤②-✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐,❡❞ ❜② ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ -,(✉❝,✉(❡ ❛♥❞

,❤❡ ♠❛❣♥✐,✉❞❡ ♦❢ ✐♥❡(,✐❛ ❧♦❛❞ ,❤❡ -,(✉❝,✉(❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ,♦ ,❤❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✭❝♦♠♣✳ ❊#✳ ✶✷✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❝(✐,✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐,✐❡- ❝❛♥ ❜❡ ♣(❡❞✐❝,❡❞ ❜②✿

v
■

=
(η − 1)F

❈❈

ω

βk
✭✷✶✮

v
■■

=
(❉❆❋maxη − 1)F

❈❈

ω

βk
✭✷✷✮

✺✳✷✳ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉- ♣❛/❛♠❡-❡/1

❚❤❡ ♣(❡❞✐❝,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞ ✐♥,(♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥-✐-,- ♦❢ ,✇♦ ❢♦(♠✉❧❛- ✭❊#✳ ✷✶ ❛♥❞ ✷✷✮ ✇❤✐❝❤

❝♦♥,❛✐♥ ♣❛(❛♠❡,❡(- ,❤❛, ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛-✉(❡❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ♦( ❡-,✐♠❛,❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✿

▲♦❛❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛*✐♦♥ ❢❛❝*♦, η
❚❤❡ ❧♦❛❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛,✐♦♥ ❢❛❝,♦( η (❡✢❡❝,- ,❤❡ -✐♠✉❧,❛♥❡♦✉- ✐♥❝(❡❛-❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣(❡--✉(❡- ❛♥❞

❣(♦✇,❤ ♦❢ ❍J❩✱ (❡-✉❧,✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡( ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❢♦(❝❡ ❞✉(✐♥❣ ❋▲■✳ ❆♥❛❧②-✐- ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡(✐✲

♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛ ✐♥❞✐❝❛,❡- ❛ -✐♠✐❧❛( η ❢♦( ❛❧❧ ,❡-,❡❞ -❝❡♥❛(✐♦-✱ ❛❧,❤♦✉❣❤ ❛ -♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐,② ❡✛❡❝,

❛- ✇❡❧❧ ❛- ❞✐✛❡(❡♥❝❡- ❜❛-❡❞ ♦♥ ✐♥❞❡♥,❡( -❤❛♣❡ ❡①✐-,✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ,❤❡ ✐♠♣❛❝, ♦❢ ✈❡❧♦❝✐,② ❛♥❞

-❤❛♣❡ ✐- -♠❛❧❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ ♣(❡❞✐❝,✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡(❡ -❡✈❡(❛❧ -✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥-

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ✈❛❧✉❡- ❝❛♥ ❜❡ -✉♠♠❛(✐③❡❞ ❜② ,❤❡✐( ♠❡❛♥

η = 1.6✱ ❝♦((❡-♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ -❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛( (❡❣(❡--✐♦♥ ❝✉(✈❡ ✜,,✐♥❣ ❛❧❧ ❡①♣❡(✐♠❡♥,❛❧

❞❛,❛ ✭❋✐❣✳✺✽✱ ❧❡❢,✮

✶✾

✳

❈,✉/❤✐♥❣ ❧♦❛❞ F
❈❈

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❛❞ ❞✉(✐♥❣ ❝♦♥,✐♥✉♦✉- ❜(✐,,❧❡ ❝(✉-❤✐♥❣ ♦♥ ❛ ✈❡(,✐❝❛❧❧② -✐❞❡❞ -,(✉❝,✉(❡ F
❈❈

❞❡✲

♣❡♥❞- ♠❛✐♥❧② ♦♥ ✐❝❡ ♣❛(❛♠❡,❡(- ✭,❤✐❝❦♥❡-- h
✐❝❡

✱ ❝♦♠♣(❡--✐✈❡ -,(❡♥❣,❤ σc✮ ❛♥❞ -,(✉❝,✉(❡

♣❛(❛♠❡,❡(- ✭♣(♦❥❡❝,❡❞ ✇✐❞,❤ W ✮✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❢❛❝,♦( ❛❝❝♦✉♥,✐♥❣ ❢♦( ❝♦♥✜♥❡♠❡♥,

❛♥❞ ❣❡♥❡(❛❧ ❞✐✛❡(❡♥❝❡- ❜❡,✇❡❡♥ ❛❝,✉❛❧ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥,❛❝, ❛(❡❛ ❛♥❞ ,❤❡ ♣(❡--✉(❡ ❞✐-✲

,(✐❜✉,✐♦♥ ♦✈❡( ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ✭α✮✿

F
❈❈

= σch✐❝❡

Wα ✭✷✸✮

❊#✉❛,✐♦♥ ✷✸ ✐- ❦♥♦✇♥ ❛- ❑♦"③❤❛✈✐♥✬* ❊,✉❛.✐♦♥✳ ■, -❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦,❡❞ ,❤❛, α ✐- ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥

♦❢ h
✐❝❡

❛♥❞ W ✳ ■, ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡(❡❞ ❛- ❛ ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,✇♦ ❡✛❡❝,-✿ ❋✐(-,✱ ,❤❡ (❛,✐♦

♦❢ ❛❝,✉❛❧ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥,❛❝, ❛(❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❢❛✐(❧② ❝♦♥-,❛♥, ♦✈❡( ,❤❡ ❡♥,✐(❡ ❝(✉-❤✐♥❣

✈❡❧♦❝✐,② (❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ -❡❝♦♥❞✱ ❛ (❛,✐♦ ,❛❦✐♥❣ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ,❤❡ ♣(❡--✉(❡ ❞✐-,(✐❜✉,✐♦♥ ♦✈❡(

❝♦♥,❛❝, ❛(❡❛ ❛- (❡-✉❧, ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥,✳ ❆♥❛❧②-✐- ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡(✐♠❡♥,❛❧ ❞❛,❛ (❡✈❡❛❧- ,❤❛,

✶✾

❆!✐#❤♠❡#✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ η ✈❛❧✉❡0 ✐0 1.620✱ ❝♦♠♣❛!❡❞ #♦ ❧✐♥❡❛! !❡❣!❡00✐♦♥ ❢❛❝#♦! 1.598 ✇✐#❤
❘

2
= 0.9917✳

✽✹



✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✽✿ ❈❛❧❝✉❧❛-❡❞ η ✈❛❧✉❡0 ❢♦$ ❛❧❧ ♦❜0❡$✈❡❞ ❋▲■ ❡✈❡♥-0 ♦❢ -❤❡ ❞❛-❛ 0❡- ❛♥❞ ❧✐♥❡❛$

$❡❣$❡00✐♦♥ ❝✉$✈❡ ✜- ✭∆F = 1.6F
❈❈

✱ ❧❡❢-✮✱ ❛♥❞ ❤✐0-♦❣$❛♠ ♦❢ η ✈❛❧✉❡0 ✭$✐❣❤-✮✳

-❤✐0 ✈❛❧✉❡ ✐0 ❛❜♦✉- ✵✳✸ ❢♦$ ❤✐❣❤ ❛0♣❡❝- $❛-✐♦0 ✭D/h
✐❝❡

> 10✮✱ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❢❛❝-♦$ 0✐❣♥✐✜❝❛♥-❧②
✐♥❝$❡❛0❡0 ❢♦$ ❧♦✇❡$ ❛0♣❡❝- $❛-✐♦0✳ ❚❤✐0 ✐♥❝$❡❛0❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡0 ✇✐-❤ ❛ ❧❛$❣❡$ $❛-✐♦ ♦❢ ❛❝-✉❛❧

❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥-❛❝- ❛0 ❜$✐❡✢② ❞✐0❝✉00❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✳✹✳

❋✐❣✳ ✺✾ 0❤♦✇0 -❤❡ α ✈❛❧✉❡0 ❝❛❧❝✉❧❛-❡❞ ❢♦$ ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ -❡0- $✉♥0✱ ❜❛0❡❞ ♦♥ -❤❡ ♠❡❛♥

❝$✉0❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛♥❞ -❤❡ $❡♣♦$-❡❞ ♠❡❛♥ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡-❡$0✳ ❖♥❧② -❡0-0 ✇✐-❤ ❝♦♥0-❛♥- ♠❡❛♥

❝$✉0❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ✇❡$❡ ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ❢♦$ ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ♦❢ F
❈❈

✳ ❉✉❡ -♦ ❧♦❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐-✐❡0 ♦❢ -❤❡

♠♦❞❡❧ ✐❝❡ 0❤❡❡- ❛♥❞ $❛♥❞♦♠ ✈✐❜$❛-✐♦♥0 ♦❢ -❤❡ 0-$✉❝-✉$❡✱ 0❡✈❡$❛❧ -❡0- $✉♥0 ❢❛✐❧ -❤❡ ❞❡♠❛♥❞

❢♦$ ❝♦♥0-❛♥- ♠❡❛♥✳ ❇❛0❡❞ ♦♥ -❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥-❛❧ ❞❛-❛ ❜❛0❡✱ α ✐0 ❡♠♣✐$✐❝❛❧❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛0✿

α =

{

0.3 ❢♦$ D/h > 10✱

3(D/h)−0.995
❢♦$ D/h ≤ 10✳

✭✷✹✮

❆ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✜--❡❞ -♦ -❤❡ ❡♥-✐$❡ ❞❛-❛ 0❡- ❛♣♣$♦❛❝❤❡0 α = 0.3 ❢♦$ ❛♥ ❛0♣❡❝- $❛-✐♦
♦❢ ✶✵✳ ❚❤✐0 ✈❛❧✉❡ ✇❛0 ❛❞❞✐-✐♦♥❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛-❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛$✐0♦♥ -♦ ❢✉$-❤❡$ ❞❛-❛ 0❡-0 ❢$♦♠

❍❙❱❆ ❞❛-❛ ❜❛0❡ ❢♦$ -❡0-0 ♦♥ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ 0-$✉❝-✉$❡0 ✇✐-❤ ❤✐❣❤ ❛0♣❡❝- $❛-✐♦✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥-❛❧

❞❛-❛ ❛♥❛❧②0❡❞ ❜② ❨❛♣ ❬✾✼❪ 0❤♦✇0 ❛ ✈❛♥✐0❤✐♥❣ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥- ❡✛❡❝- ❢♦$ ❉✴❤ ♦❢ ❛♣♣$♦①✐♠❛-❡❧②

✼✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥-✐✜❡❞ -$❡♥❞ ♠❛-❝❤❡0 -❤❡♦$❡-✐❝❛❧ ✐♥❞❡♥-❛-✐♦♥ ❢❛❝-♦$0 ❛0 ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ ❛0♣❡❝-

$❛-✐♦ ❜② ✐❞❡❛❧✐③✐♥❣ ✐❝❡ ❛0 ❛ ♣✉$❡❧② ❡❧❛0-✐❝ ♠❛-❡$✐❛❧✱ ❛0 ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈$♦❛0❞❛❧❡ ❬✶✵❪✳

❙✐♠♣❧✐✜❡❞✱ α ❝❛♥ ❜❡ $❡❣❛$❞❡❞ ❛0 ✐♥✈❡$0❡❧② ♣$♦♣♦$-✐♦♥❛❧ -♦ D/h ❢♦$ ❧♦✇ ❛0♣❡❝- $❛-✐♦0✳

❖!❝✐❧❧❛&✐♦♥ ❢*❡,✉❡♥❝② ω
❚❤❡ ♦0❝✐❧❧❛-✐♦♥ ❢$❡Y✉❡♥❝② ❞✉$✐♥❣ ❋▲■ ω ❞❡✈✐❛-❡0 ❢$♦♠ -❤❡ ❡✐❣❡♥❢$❡Y✉❡♥❝② ωn ❞✉❡ -♦

❤②❞$♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝-0 ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ♠❛00 ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢$♦♠ ❝$✉0❤❡❞ ✐❝❡✳ ■♥ -❤✐0 0-✉❞②✱
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✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✾✿ ❈❛❧❝✉❧❛-❡❞ α ❢❛❝-♦$1 ❢♦$ ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ -❡1-1✱ ♣❧♦--❡❞ ❛❣❛✐♥1- ❛1♣❡❝- $❛-✐♦ D/h
✐❝❡

♥❡❝❡11❛$② ❝$✐-❡$✐♦♥ ❢♦$ ❋▲■ ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ✐1 ω ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ $❛♥❣❡ ❜❡-✇❡❡♥ ✵✳✾✺ ❛♥❞ ✶✳✵✺ ωn✳

❚❤❡1❡ ✈❛❧✉❡1 1❡$✈❡ ❛1 ❛♥ ✉♣♣❡$ ❛♥❞ ❧♦✇❡$ ❜♦✉♥❞❛$②✱ ✐❢ ♥♦ ❢✉$-❤❡$ ✐♥❢♦$♠❛-✐♦♥ ✐1 ❣✐✈❡♥

❢♦$ -❤❡ 1-$✉❝-✉$❡ ❛- ❤❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ω ❝❛♥ ❜❡ -$❡❛-❡❞ ❛1 ❛ ❝♦♥1-❛♥- ✐❢ ♦♥❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✈❡♥-

✐1 ❦♥♦✇♥ ❢♦$ ❛ 1-$✉❝-✉$❡✱ ❛♥❞ -❤❡ ♠♦❞❡❧ 1❤❛❧❧ ❜❡ ✉1❡❞ -♦ ✜♥❞ ❢✉$-❤❡$ ❝$✐-✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥1

❜❛1❡❞ ♦♥ -❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡✈❡♥-✳ ❚❤✐1 ✐1 ♣♦11✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉1❡ ❛♥❛❧②1✐1 ❤❛1 1❤♦✇♥ -❤❛- ω ✐1 ❞❡✜♥❡❞

❜② 1-$✉❝-✉$❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡-❡$1 ❛♥❞ $❡♠❛✐♥1 ♣$❛❝-✐❝❛❧❧② -❤❡ 1❛♠❡ ♦✈❡$ -❤❡ ❡♥-✐$❡ ✈❡❧♦❝✐-②

$❛♥❣❡✱ ✐❢ -❤❡ ✐❝❡ ❛♥❞ 1-$✉❝-✉$❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥1 ❛$❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭1❡❡ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳✶✮✳

❘❛"✐♦ ♦❢ ♦&❝✐❧❧❛"✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐"② ❛♥❞ ✐❝❡ ❞.✐❢" &♣❡❡❞ β
❚❤❡ $❛-✐♦ β ❜❡-✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ 1-$✉❝-✉$❡ ♦1❝✐❧❧❛-✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐-② ❛♥❞ ✐❝❡ ❞$✐❢- 1♣❡❡❞ ❤❛1

❜❡❡♥ $❡♣♦$-❡❞ ❜❡-✇❡❡♥ ✵✳✽ ❛♥❞ ✶✳✺ ✐♥ ❧✐-❡$❛-✉$❡ ❛♥❞ ♣❤②1✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ -❡1-1 ✭❝♦♠♣✳ ❙❡❝✳

✷✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❢♦$♠✉❧❛1 ♣$❡1❡♥-❡❞ ❛❜♦✈❡ ❤❡❧♣ -♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❤②1✐❝❛❧ ✉♣♣❡$ ❧✐♠✐- ❢♦$ β✿ ❉✉$✲
✐♥❣ ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ -❤❡ ✐❝❡ ❡❞❣❡ -$❛✈❡❧1 ✇✐-❤ v

✐❝❡

❢♦$ -❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ❞✉$❛-✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛❜♦✉- ❛

N✉❛$-❡$ ♣❡$✐♦❞✳ ❆- -❤❡ 1❛♠❡ -✐♠❡✱ -❤❡ 1-$✉❝-✉$❡ ♠♦✈❡1 ❜❛❝❦ ✇✐-❤ ✐-1 ♦1❝✐❧❧❛-✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐-②

u̇ = βvice✳ ❆1 1-$✉❝-✉$❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ❝❛♥♥♦- ❧♦1❡ ❝♦♥-❛❝- ❞✉$✐♥❣ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✇✐-❤♦✉- ✐♥-❡$$✉♣-✐♥❣
-❤❡ ❋▲■ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥✱ -❤❡ 1-$✉❝-✉$❡ ❝❛♥♥♦- ♠♦✈❡ ❢❛1-❡$ -❤❛♥ -❤❡ ✐❝❡ 1❤❡❡- ❡❞❣❡ -$❛✈❡❧1✿

∫

π
2ω

v
✐❝❡

dt = v
✐❝❡

π

2ω
≥

β
♠❛①

v
✐❝❡

ω
⇒ β

♠❛①

=
π

2
✭✷✺✮

❊N✉❛-✐♦♥ ✷✺ ♣$♦✈✐❞❡1 ❛♥ ✉♣♣❡$ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ❢♦$ β ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉1❡❞ ✐♥ -❤❡ ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ❢♦$✲
♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡$ ❜♦✉♥❞❛$② $❡♠❛✐♥1 -❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢$♦♠ ❧✐-❡$❛-✉$❡ ❛♥❞ ❞❛-❛ ❛♥❛❧②1✐1 ✭β❂✵✳✽✮✳

❙".✉❝"✉.❛❧ &"✐✛♥❡&& k
❙-$✉❝-✉$❛❧ 1-✐✛♥❡11 ♦❢ -❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛- ✇❛-❡$ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ✐❝❡ ❞$✐❢- ❞✐$❡❝-✐♦♥ k ✐1 -②♣✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥
❢♦$ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❧❛❜♦$❛-♦$② -❡1-1 ♦$ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ♣✉❧❧♦✉- -❡1-1✳ ■❢ -❤❡ ❝♦♥1✐❞❡$❡❞

1②1-❡♠ ✐1 ♥♦- ♦❢ ❙❉❖❋ ❦✐♥❞✱ ❛ ❣❡♥❡$❛❧✐③❡❞ 1-✐✛♥❡11 ❤❛1 -♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦$ -❤❡ ♠♦❞❡ -❤❛- ✐1

❧✐❦❡❧② -♦ ♣$♦✈♦❦❡ ❋▲■✳ ❚❤✐1 ✐1 -②♣✐❝❛❧❧② -❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✳ ■♥ ❝❛1❡ ♦❢ ♥♦♥✲❙❉❖❋

1❡-✉♣✱ 1-✐✛♥❡11 ✉1❡❞ ❢♦$ 1-❛-✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡✢❡❝-✐♦♥ ❤❛✈❡ -♦ ❜❡ -$❡❛-❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ■-

1❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦-❡❞ -❤❛- -❤❡ ♠❡-❤♦❞ ✐1 ❞❡1✐❣♥❡❞ ❢♦$ ❙❉❖❋ 1②1-❡♠1✳
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✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

▼❛①✐♠✉♠ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥ ❢❛❝-♦0 ❉❆❋

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ❢❛❝/♦2 ❝❛♥ ❜❡ ❡4/✐♠❛/❡❞ ❜❛4❡❞ ♦♥ /❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣

2❛/✐♦ ❛4 ❢2❛❝/✐♦♥ ♦❢ ❝2✐/✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ✭ξ✮ ❬✼✽❪✿

❉❆❋

♠❛①

=
1

2ξ
✭✷✻✮

❊C✳ ✷✻ 2❡C✉✐2❡4 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉/ /❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ /❤❡ 4②4/❡♠ ✐♥ ❝2✉4❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐/✐♦♥✱

❤❡♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 4✉22♦✉♥❞✐♥❣ ✐❝❡✳ ■❢ /❤✐4 ❢✉❧❧ ❞❛♠♣✐♥❣ 2❛/✐♦ ✐4 ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❉❆❋ ❝❛♥ ❜❡ 4❡/

/♦ /❤2❡❡✱ ❛4 /②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡4 2❛♥❣❡ ❜❡/✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✹ ❬✸✶✱✺✽✱✾✷❪✳

❆❜♦✈❡ ♣❛2❛♠❡/❡2 ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ 2❡✜♥❡4 /❤❡ ✐♥/2♦❞✉❝❡❞ ♣2❡❞✐❝/✐♦♥ ❢♦2♠✉❧❛4 ❢♦2 ❝2✐/✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐/✐❡4 ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❋▲■ /♦ ❞❡✈❡❧♦♣✿

v
■

=
(η − 1)ασch✐❝❡W0.95ωn

π
2
k

✭✷✼✮

v
■■

=
(❉❆❋

♠❛①

η − 1)ασch✐❝❡W1.05ωn

0.8k
✭✷✽✮

❋✐❣✉2❡ ✻✵ ✈✐4✉❛❧✐③❡4 /❤❡ ♣2❡❞✐❝/❡❞ 2❛♥❣❡4 ♦❢ ❝2✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/✐❡4 ❢♦2 ✈❛2②✐♥❣ ✐❝❡ ♣❛2❛♠❡/❡24

❢♦2 ❛ ❣✐✈❡♥ 4/2✉❝/✉2❡ ✇✐/❤ ❦♥♦✇♥ 4/2✉❝/✉2❛❧ ♣❛2❛♠❡/❡24✳

❋✐❣✉2❡ ✻✵✿ ❱✐4✉❛❧✐③❛/✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥/✐✜❡❞ ❝2✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/② 2❛♥❣❡4 ❢♦2 ❞✐✛❡2❡♥/ ✐❝❡ ❝♦♥❞✐/✐♦♥4

❛♥❞ ❝♦♥4/❛♥/ 4/2✉❝/✉2❡ ♣❛2❛♠❡/❡24✱ ❜❛4❡❞ ♦♥ /❤❡ ♣2❡❞✐❝/✐♦♥ ❢♦2♠✉❧❛4✳
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✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

✺✳✸✳ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣/❡❞✐❝(✐♦♥ ❢♦/♠✉❧❛

❋♦" ❛ ✜"%& ❛%%❡%%♠❡♥& ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞✐&②✱ ✐& ✐% ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ &❤❡ ❝♦♥❞✉❝&❡❞ ❡①♣❡"✐♠❡♥&%✳

❙✐♥❝❡ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛%❡% ♦♥ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ &❤❡%❡ ♣❛"&✐❝✉❧❛" ♠❡❛%✉"❡♠❡♥&%✱ ✐& ✐% ❡①♣❡❝&❡❞ &♦

♣❡"❢♦"♠ %❛&✐%❢②✐♥❣✳ ■❢ ❧❛"❣❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡% ❛"❡ ♦❜%❡"✈❡❞ ❜❡&✇❡❡♥ ❡①♣❡"✐♠❡♥&% ❛♥❞ ♠♦❞❡❧

♣"❡❞✐❝&✐♦♥✱ &❤❡ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ❤❛% &♦ ❜❡ "❡✈✐%✐&❡❞✳

❋✐❣✉"❡ ✻✶ %❤♦✇% &❤❡ ♣"❡❞✐❝&❡❞ ❛♥❞ ❛❝&✉❛❧ ❝"✐&✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐&✐❡% ❢♦" ❛❧❧ &❡%& "✉♥% &❤❛& ❝♦✈❡"❡❞

&❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡❧♦❝✐&② "❛♥❣❡ ❢"♦♠ ✐♥&❡"♠✐&&❡♥& &♦ ❝♦♥&✐♥✉♦✉% ❝"✉%❤✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐&②✳ ❉❆❋ = 3 ✐%
❛%%✉♠❡❞ ❢♦" ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝"✐&✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐&②✳

❋✐❣✉"❡ ✻✶✿ B"❡❞✐❝&❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛%✉"❡❞ ❝"✐&✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐&✐❡%✳ ❉❛%❤❡❞ ❧✐♥❡% ✐♥❞✐❝❛&❡ ♣"❡❞✐❝&❡❞

"❛♥❣❡✱ ❝✐"❝❧❡% ❛♥❞ %♦❧✐❞ ❧✐♥❡% &❤❡ ✐♥&❡"✈❛❧ ♦❢ ❛❝&✉❛❧ ❋▲■ ♦❜%❡"✈❛&✐♦♥%✳ ❋♦"

❞❡&❛✐❧% ♦❢ &❤❡ &❡%& "✉♥% "❡❢❡" &♦ ❋✐❣✳ ✺✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣"❡❞✐❝&% ❝"✐&✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐&✐❡% ❝♦♥%❡"✈❛&✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ ♦❜%❡"✈❡❞ ❋▲■ ❡✈❡♥&% ❢❛❧❧ ✐♥

&❤❡ ♣"❡❞✐❝&❡❞ "❛♥❣❡%✳ ❚❤❡ ♣"❡❞✐❝&✐♦♥ ❢♦"♠✉❧❛ ❝♦""❡❝&❧② ❡%&✐♠❛&❡% &❤❡ ❤✐❣❤❡%& ❝"✐&✐❝❛❧

%♣❡❡❞% ❢♦" ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❘✉♥ ✷✺✵✶✵✳ ❚❤❡ &"❡♥❞ ❡①♣❡"✐♠❡♥&❛❧❧② ♦❜%❡"✈❡❞ ❜②

❍✉❛♥❣ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ♥✉♠❡"✐❝❛❧❧② ❜② ❍❡♥❞"✐❦%❡ ❡& ❛❧✳ ❬✷✻❪✱ ✐♥❞✐❝❛&✐♥❣ ❛ %❤✐❢& ♦❢ &"❛♥%✐&✐♦♥ ✈❡✲

❧♦❝✐&✐❡% &♦ ❤✐❣❤❡" ✈❛❧✉❡% ❢♦" ❧♦✇❡" %&✐✛♥❡%%✱ ✐% "❡✢❡❝&❡❞ ✐♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❋♦" ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✱ v
■■

= 293 ♠♠✴% ✐% ♣"❡❞✐❝&❡❞✳ ❆❝&✉❛❧ ♦❜%❡"✈❛&✐♦♥% %&♦♣ ❛& ❧♦✇❡" ✐❝❡ ✈❡❧♦❝✲
✐&②✱ ❜❡❝❛✉%❡ ❧❛"❣❡ ❞❡✢❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ %&"✉❝&✉"❡ ✐% "❡R✉✐"❡❞ &♦ ❡♥&❡" ❧♦❝❦✲✐♥ "❡❣✐♠❡✳ ■❢ &❤❡"❡

✐% ♥♦ ❡①&❡"♥❛❧ ❡①❝✐&❛&✐♦♥✱ &❤❡ %&"✉❝&✉"❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥& ✐% &♦♦ %❧♦✇ &♦ ❝"❡❛&❡ &❤❡ ♥❡❝❡%%❛"②

❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦❢ ③❡"♦ "❡❧❛&✐✈❡ %♣❡❡❞✱ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥&❡"❛❝&✐♦♥ "❡♠❛✐♥% ✐♥ &❤❡ ❈❈ "❡❣✐♠❡✳

❍♦✇❡✈❡"✱ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ✇✐&❤ &❤❡ %❛♠❡ ❞❛&❛ %❡& ❛% ✉%❡❞ ❢♦" ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥& ✐% ♦❢ ❧✐♠✐&❡❞ %✐❣♥✐❢✲

✐❝❛♥❝❡✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ ❛ ❧❛&❡" ❞❛&❛ %❡& ✐% ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧❧② ✉%❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦""❡%♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡"✐♠❡♥&%

❛"❡ ❞❡%❝"✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪✳ ❆ ❝②❧✐♥❞"✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐&❤ ✺✵✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡&❡"✱ ♥❛&✉"❛❧ ❢"❡R✉❡♥❝②

♦❢ ✸✳✹ ❍③ ❛♥❞ &"❛♥%❧❛&✐♦♥❛❧ %&✐✛♥❡%% ❛& ✇❛&❡" ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✽✺✵ ◆✴♠♠ ✇❛% &❡%&❡❞✳ ❚❤❡ ✐❝❡

&❤✐❝❦♥❡%% ✇❛% ✹✶ ♠♠ ❛♥❞ ✢❡①✉"❛❧ %&"❡♥❣&❤ ✹✶ ❦B❛✳ ❖♥❧② ✢❡①✉"❛❧ %&"❡♥❣&❤ ✇❛% ♠❡❛%✉"❡❞

✽✽



✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

✐❝❡ #♣❡❡❞ ❬♠♠✴#❪ ❆✶ ❆✷ ❆✸ ❆❝.✉❛❧

❧♦✇❡4 ❧✐♠✐. ✭β = π
2
✮ ✶✶ ✷✼ ✶✼ ✶✺

✉♣♣❡4 ❧✐♠✐. ✭β = 0.8✮ ✷✸ ✺✹ ✸✼ ✸✺

❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❈♦♠♣❛4✐#♦♥ ♦❢ ♣4❡❞✐❝.❡❞ ❛♥❞ ❛❝.✉❛❧ ❝4✐.✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐.✐❡# ❢♦4 ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ ❞❛.❛ #❡.✱

❜❛#❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡4❡♥. ❛##✉♠♣.✐♦♥# ❢♦4 ♠❡❛♥ ❝4✉#❤✐♥❣ ❧♦❛❞✳

❞✉4✐♥❣ .❤❡#❡ .❡#.#✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❣4❛✈❛.❡# ♣4❡❞✐❝.✐♦♥ ♦❢ F
❈❈

✳ ❇❛#❡❞ ♦♥ ❍❙❱❆✬# ❞❛.❛ ❜❛#❡ ❢♦4

✢❡①✉4❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣4❡##✐✈❡ #.4❡♥❣.❤ ✈❛❧✉❡# ❢4♦♠ ♥✉♠❡4♦✉# ✐❝❡ .❛♥❦ .❡#.#✱ ✐. ✐# ❦♥♦✇♥ .❤❛.

.❤❡ 4❛.✐♦ ♦❢ ✢❡①✉4❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣4❡##✐✈❡ #.4❡♥❣.❤ ✐# .②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ 4❛♥❣❡ ❜❡.✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✷✳✺

✇❤❡♥ .❤❡ ✢❡①✉4❛❧ #.4❡♥❣.❤ 4❛♥❣❡# ❜❡.✇❡❡♥ ✼✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❦P❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛.✐♦♥ ✐# ❞♦♥❡ ✇✐.❤

.❤4❡❡ ❛##✉♠♣.✐♦♥#✿

❼ ❆✶✿ σc = σf

❼ ❆✷✿ σc = 2.5σf

❼ ❆✸✿ F
❈❈

%❛❦❡♥ ❢+♦♠ ♠❡❛.✉+❡♠❡♥%.

❆.♣❡❝% +❛%✐♦ ♦❢ %❤❡ %❡.%❡❞ ❝②❧✐♥❞❡+ ✇❛. D/h❂✶✶✳✻❀ %❤❡+❡❢♦+❡✱ α ✐. ✵✳✸✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶ ❝♦♠✲
♣✐❧❡. %❤❡ ❡.%✐♠❛%❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡+✐♠❡♥%❛❧❧② ✐❞❡♥%✐✜❡❞ ❝+✐%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❢♦+ %❤❡ ♦❝❝✉++❡♥❝❡ ♦❢

❧♦❝❦✲✐♥✳ ■% .❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦%❡❞ %❤❛% %❤❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥%. ✇❡+❡ ❝♦♥❞✉❝%❡❞ ✇✐%❤ .%❡♣✇✐.❡ ✈❡❧♦❝✐%②

❞❡❝+❡♠❡♥% ♦❢ ✺ ♠♠✴.✱ ❤❡♥❝❡ ❡①♣❡+✐♠❡♥%❛❧❧② ✐❞❡♥%✐✜❡❞ %+❛♥.✐%✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❛+❡ ♥♦% ❛❝❝✉✲

+❛%❡✳

■❢ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ F
❈❈

✐. ✉.❡❞✱ %❤❡ ♣+❡❞✐❝%❡❞ ❝+✐%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❛+❡ ✐♥ ❝❧♦.❡ ❛❣+❡❡♠❡♥% %♦ %❤❡

♠❡❛.✉+❡♠❡♥%.✳ ❚❛❦✐♥❣ %❤❡ ✉♣♣❡+ ❛♥❞ ❧♦✇❡+ ❧✐♠✐% ♣+❡❞✐❝%✐♦♥. ❢♦+ ❝♦♠♣+❡..✐✈❡ .%+❡♥❣%❤

❞❡❧✐✈❡+. ❛ +❛♥❣❡ ♦❢ ❝+✐%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❢+♦♠ ✶✶ %♦ ✺✹ ♠♠✴.✱ ✇❤✐❝❤ ✐. .%✐❧❧ ✐♥ +❡❛.♦♥❛❜❧❡

❛❝❝♦+❞❛♥❝❡ %♦ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ❋▲■ +❛♥❣❡ ❢+♦♠ ✶✺ %♦ ✸✺ ♠♠✴.✳

❆❧%❤♦✉❣❤ ❞❡.✐❣♥❡❞ ❢♦+ %❡.%. ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐. ❛❧.♦ ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ ◆♦+.%+L♠.❣+✉♥❞

▲✐❣❤%❤♦✉.❡ %♦ ❝❤❡❝❦ ✐%. ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐%② %♦ ❢✉❧❧ .❝❛❧❡ .❝❡♥❛+✐♦.✳ ❯♥❢♦+%✉♥❛%❡❧②✱ ✐❝❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥.

❤❛✈❡ ♥♦% ❛❧✇❛②. ❜❡❡♥ ♠❡❛.✉+❡❞✱ ❡✳❣✳ ❛❝%✉❛❧ ❝♦♠♣+❡..✐✈❡ .%+❡♥❣%❤ ✐. ♦❢%❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞

.%+✉❝%✉+❛❧ ♣❛+❛♠❡%❡+. ❛+❡ ♥♦% +❡♣♦+%❡❞ ❝♦♥.✐.%❡♥%❧②✳ ❙%✐❧❧✱ %❤❡ ❞❛%❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ %♦ ❝❤❡❝❦

✇❤❡%❤❡+ ❛ +❡❛.♦♥❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐%② +❛♥❣❡ ✐. ♣+❡❞✐❝%❡❞✳ ■♥♣✉% ♣❛+❛♠❡%❡+. ❛+❡ ❧✐.%❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐%❤

+❡.✉❧%. ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳ ❚❤❡+❡✐♥✱ %❤❡ ❧♦✇❡+ ❜♦✉♥❞❛+② ✐. ✜+.% ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ %+❛♥.✐%✐♦♥

❉❆❋ ✭❉❆❋ = 1✱ v
■✱✶

✮✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧❧② ✇✐%❤ ♦❜.❡+✈❡❞ ❉❆❋ ✭❉❆❋ = 2✱ v
■✱✷

✮ %♦ ❝❤❡❝❦ %❤❡

♣❧❛✉.✐❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ❧♦✇❡+ ❧✐♠✐% ❡.%✐♠❛%❡ ❜❛.❡❞ ♦♥ ❛❝%✉❛❧❧② ♦❜.❡+✈❡❞ ❡✈❡♥%.✳

❚❤❡ ♣+❡❞✐❝%❡❞ ✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❛+❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣+❡❡♠❡♥% ✇✐%❤ ❢✉❧❧ .❝❛❧❡ ♦❜.❡+✈❛%✐♦♥.✳

✺✳✹✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣/❡❞✐❝+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞

❚❤❡ ❢♦+♠✉❧❛. ❝♦♥.%✐%✉%❡ ❛ .✐♠♣❧❡✱ .%+❛✐❣❤%✲❢♦+✇❛+❞ ♠❡%❤♦❞ %♦ ❞❡%❡+♠✐♥❡ %❤❡ ❝+✐%✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐%✐❡. ❢♦+ ❋▲■ ♦❝❝✉++❡♥❝❡✳ ❋✉+%❤❡+♠♦+❡✱ %❤❡ .❛♠❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ %♦ ❡.%✐♠❛%❡

✽✾



✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

 ❛"❛♠❡%❡" ❱❛❧✉❡ ❙♦✉"❝❡

α 0.3 ❉✴❤ ❃ 5
F
❈❈

1482 %♦ 533 ❦◆ ❉ = 7.6♠✱ ❤ = 0.25 %♦ 0.9♠✱ σc = 2.6▼ ❛
ω ✶✻✳✸✹ 9

−1 ω/ωn = 0.98 ✭♠❡❞✐✉♠ ❡9%✐♠❛%❡✮

β 0.8 %♦ π
2

❢✉❧❧ "❛♥❣❡

k 1.72 · 109 ◆✴♠ ❜❛9❡❞ ♦♥ 9%❛%✐❝ ♣✉❧❧♦✉% %❡9% "❡9✉❧%9 ❬✶✻❪

v
■✱✶

✵✳✵✵✺ ♠✴9 ❇❛9❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❡9%✐♠❛%❡✱ ✉♣♣❡"

❜♦✉♥❞❛"② ❢♦" β ❛♥❞ ❉❆❋ = 1✳
v
■✱✷

✵✳✵✷ ♠✴9 ❇❛9❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❡9%✐♠❛%❡✱ ✉♣♣❡"

❜♦✉♥❞❛"② ❢♦" β ❛♥❞ ❉❆❋ = 2✳
v
■■

✵✳✶✹ ♠✴9 ❇❛9❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❡9%✐♠❛%❡✱ ❧♦✇❡"

❜♦✉♥❞❛"② ❢♦" β ❛♥❞ ❉❆❋ = 2✳
v
❋▲■✱♠✐♥

✵✳✵✷ ♠✴9 ❋✉❧❧ 9❝❛❧❡ ♦❜9❡"✈❛%✐♦♥

v
❋▲■✱♠❛①

✵✳✶✺ ♠✴9 ❋✉❧❧ 9❝❛❧❡ ♦❜9❡"✈❛%✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❈♦♠♣❛"✐9♦♥ ♦❢ ♣"❡❞✐❝%❡❞ ❛♥❞ ❛❝%✉❛❧ ❝"✐%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡9 ❢"♦♠ ❙❚❘■❈❊ ❞❛%❛

✭▲✐❣❤%❤♦✉9❡ ◆♦"9%"V♠9❣"✉♥❞✱ ❜❛9❡❞ ♦♥ ✈❛❧✉❡9 ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❬✺✼✱ ✶✵✺❪ ❛♥❞ ♦❜✲

9❡"✈❛%✐♦♥9 ♥♦%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❙❚❘■❈❊ ❧♦❣ ❜♦♦❦9 ❬✽✺❪✳✮

%❤❡ 9%"✉❝%✉"❛❧ "❡9♣♦♥9❡ ♦❢ ❛ ❙❉❖❋ 9②9%❡♠ ❞✉"✐♥❣ ❋▲■✿

u
♠❛①

=
ασch✐❝❡W

k
+

πv
■■

2ω
✭✷✾✮

❊\✉❛%✐♦♥ ✷✾ ❤❛9 ❜❛9✐❝❛❧❧② ❛❧"❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣"♦♣♦9❡❞ ❜② ❚♦②❛♠❛ ❡% ❛❧✳ ❬✾✷❪✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉9❡❞

✐♥ "❡9❡❛"❝❤ 9✐♥❝❡ %❤❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ %❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥%❛❧ "❡❧❛%✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ %❤❡ ✶✾✽✵9 ❤❛9 ❤❡"❡

❜❡❡♥ ❡①%❡♥❞❡❞ ❜② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ❛♥❞ 9✉❣❣❡9%✐♦♥9 %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡

%❤❡ ♠❡❛♥ ❝"✉9❤✐♥❣ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐9 %"❡❛%❡❞ ❛9 ✐♥♣✉% ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❬✾✷❪✳ ❚❤❡ ♣❤②9✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞❡❞

✉♣♣❡" ❧✐♠✐% ❢♦" β ❡①♣❧❛✐♥9 ❞✐9❝"❡♣❛♥❝✐❡9 ♦❢ "❡♣♦"%❡❞ β ✐♥ ❧✐%❡"❛%✉"❡ ❢"♦♠ %❤❡ ✇✐❞❡❧② ❛❝✲

❝❡♣%❡❞ "❛♥❣❡ ♦❢ ✶✳✵ %♦ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛" ✐♥❝"❡❛9❡ ♦❢ ❝"✉9❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❢♦" ❞❡❝"❡❛9✐♥❣ ❛9♣❡❝%

"❛%✐♦ ♦❜9❡"✈❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❤❛9 ❜❡❡♥ ❢♦"♠✉❧❛%❡❞ ❜❛9❡❞ ♦♥ %❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛✳ ■♥✲

❝"❡❛9❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ %❤❡ ❧♦❛❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛%✐♦♥✱ ❛❜♦✈❡ ✐♥%"♦❞✉❝❡❞ ❛9 η✱ ❢✉"%❤❡" ❤❡❧♣9 %♦
❛❧9♦ ❡9%✐♠❛%❡ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛❝%✐♥❣ ♦♥ ❛ 9%"✉❝%✉"❡ ❞✉"✐♥❣ ❋▲■✳ ❚❤❡ ❞❡✲

"✐✈❡❞ ❡\✉❛%✐♦♥9 ❛❣"❡❡ %♦ %❤❡ ❞✐♠❡♥9✐♦♥❧❡99 ♣❛"❛♠❡%❡" ❢♦" ❋▲■ ♣"♦♣♦9❡❞ ❜② ❨❛♣ ❬✾✼❪✱ ❜✉%

❡①%❡♥❞ %❤✐9 ✈❛❧✉❡ ❜② %❛❦✐♥❣ ✉♣♣❡" ❛♥❞ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞❛"✐❡9 ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥%✳ ❚❤✐9 9✐❣♥✐✜❝❛♥%❧②

✐♥❝"❡❛9❡9 %❤❡ ♣"❡❞✐❝%✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣"♦♣♦9❡❞ ♠❡%❤♦❞ ❝♦♠♣❛"❡❞ %♦ ❨❛♣✬9 ✇♦"❦✳

❚❤❡ ♠❡%❤♦❞ ❞♦❡9 ♥♦% ❞❡❧✐✈❡" %✐♠❡ 9❡"✐❡9 ❛♥❞ ❝❛♥♥♦% ❜❡ ✉9❡❞ %♦ ❛99❡99 %❤❡ ✐♥%❡"❛❝%✐♦♥

♦❢ ✐❝❡ ✇✐%❤ ❛ ♠✉❧%✐✲♠♦❞❛❧ 9%"✉❝%✉"❡✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ✐% ✐9 ✉9❡❢✉❧ %♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐%② "❛♥❣❡ ♦❢

✐♥%❡"❡9%✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡9%✐❣❛%❡❞ ✐♥ ♠♦"❡ ❞❡%❛✐❧ ❜② ♥✉♠❡"✐❝❛❧ 9✐♠✉❧❛%✐♦♥9 ♦" ❢✉"%❤❡"

❛♥❛❧②%✐❝❛❧ ♠❡%❤♦❞9✳ ❉✐"❡❝% ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ ❝"✐%✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐%✐❡9 ❜❛9❡❞ ♦♥ ❛ 9❡% ♦❢ ❦♥♦✇♥

✐♥♣✉% ♣❛"❛♠❡%❡"9✱ ❛9 ✇❡❧❧ ❛9 ♣"♦♠♣% ❡9%✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦""❡9♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞

♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♣❧✐%✉❞❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✉"✐♥❣ %❤❡ ❞❡9✐❣♥ ♣❤❛9❡ ♦❢ ♦✛9❤♦"❡ 9%"✉❝%✉"❡9 ❛♥❞

9❛✈❡9 %✐♠❡ ❝♦♠♣❛"❡❞ %♦ %❤❡ ❝✉""❡♥% ✐♥❞✉9%"② ♣"❛❝%✐❝❡ ✇♦"❦✐♥❣ ✇✐%❤ %✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ 9✐♠✉✲

❧❛%✐♦♥9 ❬✼✽❪✳

✾✵



✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

❚❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ *❤❡ ♠❡*❤♦❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ *♦ .*❛*❡✲♦❢✲*❤❡✲❛&* ♠♦❞❡❧. ✐. ❛..❡..❡❞ ❜② ❝♦♠✲

♣❛&✐.♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣&❡❞✐❝*❡❞ ❝&✐*✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐*✐❡. *♦ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥. ♣❡&❢♦&♠❡❞ ✇✐*❤ ❛ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ❢♦& ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲.*&✉❝*✉&❡ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❡♥✲

❞&✐❦.❡ ❬✷✷✱ ✾✺❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛. ✈❛❧✐❞❛*❡❞ ✉.✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣.* ♦*❤❡&.✱ ♣❛&* ♦❢ *❤❡ ❞❛*❛ .❡*

❝&❡❛*❡❞ ❢♦& *❤❡ ♣&❡.❡♥* .*✉❞② ❬✷✻✱✻✶✱ ✻✷❪✳ ❚❤❡ &❡.✉❧*. ♦❢ *❤✐. ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ *♦

&❡.✉❧*. ❢&♦♠ *❤❡ ♣&♦♣♦.❡❞ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✷✳ ■♥ ❬✻✶❪ *✇♦ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ ❝❛.❡. ❛&❡

♠❛❞❡✿ ❈❛"❡ ❆ ✇✐*❤ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥. ❜❛.❡❞ ♦♥ ♠❡❛.✉&❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐❝❡ ♣&♦♣❡&*✐❡.✱

❛♥❞ ❈❛"❡ ❇ ✉.✐♥❣ *❤❡ ❛❝*✉❛❧ ♠❡❛♥ ❝&✉.❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ♠❡❛.✉&❡❞ ❞✉&✐♥❣ *❤❡ *❡.*.✳ ❋✉&*❤❡&

✐♥❢♦&♠❛*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐*.❡❧❢✱ *❤❡ ✐♥♣✉* ♣❛&❛♠❡*❡&. ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜&❛*✐♦♥ ❛&❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ *❤❡ &❡❢❡&&❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛*✐♦♥.✳

❋✐❣✉&❡ ✻✷✿ ❈♦♠♣❛&✐.♦♥ ♦❢ ♣&❡❞✐❝*❡❞ ✈❡❧♦❝✐*✐❡. ❢♦& ❋▲■ ♦❝❝✉&&❡♥❝❡ ❜❛.❡❞ ♦♥ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

♠♦❞❡❧ ✭❜❧✉❡✱ *❤✐♥✿ ❈❛.❡ ❆✱ ❜♦❧❞✿ ❈❛.❡ ❇✮ ❛♥❞ ♣&♦♣♦.❡❞ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞

✭❜❧❛❝❦✱ ❞❛.❤❡❞✮ ✇✐*❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥*❛❧ ♦❜.❡&✈❛*✐♦♥. ✭❜❧❛❝❦✱ .♦❧✐❞✮✳ ❋♦& ❞❡*❛✐❧. ♦❢

*❤❡ *❡.* &✉♥. &❡❢❡& *♦ ❋✐❣✳ ✺✳

❚❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣&❡❞✐❝*. *❤❡ &❛♥❣❡ ♦❢ ❝&✐*✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐*✐❡. ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥ ✐♠✲

♣&♦✈❡. ✐♥ ❈❛.❡ ❇ ❝♦♠♣❛&❡❞ *♦ ❈❛.❡ ❆✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❈❛.❡ ❇ ❞♦❡. ♥♦* ♣&❡❞✐❝* ❋▲■ *♦ ♦❝❝✉&

✐♥ ❘✉♥ ✷✸✵✶✵✳ ❚❤❡ ❛✉*❤♦&. ♦❢ *❤❡ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ .*✉❞② &❡❧❛*❡ *❤✐. *♦ *❤❡ ♣&❡.❡♥❝❡ ♦❢ ✢❡①✉&❛❧

❞❡❢♦&♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐❝❡ .❤❡❡* .✉♣❡&✐♠♣♦.❡❞ *♦ *❤❡ ❝&✉.❤✐♥❣ ✐♥*❡&❛❝*✐♦♥✳ ❚❤✐. ❜❡♥❞✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐.♠ ❛❧.♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛*❡. ❝♦&&❡❝* ❝&✉.❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❡.*✐♠❛*✐♦♥ ❬✻✶❪✳ ❚❤✐. ❛❝❝♦✉♥*. ❜♦*❤

❢♦& *❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ *❤❡ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛&✐.♦♥ .❤♦✇. *❤❛* *❤❡ ❛❝❝✉&❛❝② ♦❢ ❜♦*❤ ♠❡*❤♦❞. ✐. ❝♦♠♣❛&❛❜❧❡✳ ●❡♥❡&❛❧❧②✱

*❤❡ ♣&♦♣♦.❡❞ ♠❡*❤♦❞ ✐. ♠♦&❡ ❝♦♥.❡&✈❛*✐✈❡ *❤❛♥ *❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ &❡.✉❧*. ♣&♦♦❢

*❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ♣&❡❞✐❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞ ❢♦& ❡.*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ ❝&✐*✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐*✐❡.✱ ❛. ✐*. ❛❝❝✉&❛❝② ✐.

.❛*✐.❢②✐♥❣ ❛♥❞ ✐*. ❝❛❧❝✉❧❛*✐♦♥ *✐♠❡ ✐. ♠✉❝❤ ❧♦✇❡& *❤❛♥ *❤❛* ♦❢ *✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ .✐♠✉❧❛*✐♦♥.✳

❚❤❡ ❝♦♥.❡&✈❛*✐.♠ &❡❣❛&❞✐♥❣ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞❛&② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② *❤❡ ♥❛*✉&❡ ♦❢ *❤❡

❛♥❛❧②*✐❝❛❧ ❢♦&♠✉❧❛✿ ■* ❜❛.✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦. ✇❤❡*❤❡& ❋▲■ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥*❛✐♥❡❞✱ ❣✐✈❡♥ *❤❛* *❤❡

✾✶



✺ !"❡❞✐❝'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦" ❝"✐'✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐'✐❡0 ❢♦" ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ♦❢ ❢"❡2✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥

 !"✉❝!✉"❡ ♦ ❝✐❧❧❛!❡ ✐♥ ❛ ❢"❡,✉❡♥❝② ❝❧♦ ❡ !♦ ✐! ♥❛!✉"❛❧ ❢"❡,✉❡♥❝②✳ ❆ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ !❤✐ 

♥❡❡❞ ❡①!❡"♥❛❧ ✐♠♣✉❧ ❡ ✐❢ !❤❡ ✐❝❡ ❞"✐❢!  ♣❡❡❞ ❡①❝❡❡❞ !❤❡ !"❛♥ ✐!✐♦♥  ♣❡❡❞ !♦ ❝♦♥!✐♥✉♦✉ 

❝"✉ ❤✐♥❣✳ ■❢ ♥♦ ❡①❝✐!❛!✐♦♥ ✐ ❣✐✈❡♥✱ !❤❡ ✐♥!❡"❛❝!✐♦♥ ✇✐❧❧ "❡♠❛✐♥ ✐♥ ❝"✉ ❤✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ✐❢

!❤❡  !"✉❝!✉"❡ ✐  ❡! ✐♥!♦ ♦ ❝✐❧❧❛!✐♦♥ ✱ ✐! ♠❛② ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥!❛✐♥ !❤❡ ✐♥!❡"❛❝!✐♦♥✳ ❚❤❡"❡✲

❢♦"❡✱ ✐! ✐ ❧✐❦❡❧② !❤❛! ♣"❡❞✐❝!❡❞ ❤✐❣❤✲✈❡❧♦❝✐!② ❝❛ ❡ ❛"❡ ♦❢!❡♥ ♥♦! ♦❜ ❡"✈❡❞ ✐♥ "❡❛❧✐!②✳

❆❞❞✐!✐♦♥❛❧❧②✱ !❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦" β ❛♥❞ ω/ωn ❛"❡ ❝❤♦ ❡♥ ✈❡"② ❝♦♥ ❡"✈❛!✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦"✐!②

♦❢ ♦❜ ❡"✈❡❞ ❋▲■ ❡✈❡♥! ✱ ❜♦!❤ ✐♥ !❤❡ ❝✉""❡♥! !❡ ! ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛♥ ✐♥ ❧✐!❡"❛!✉"❡✱ ♦❝❝✉" ✇✐!❤

❤✐❣❤❡" β ✭❃✵✳✾✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡" ω/ωn ✭❁✶✳✵✮✳ v
■■

"❡❞✉❝❡ ❜② ❛❧♠♦ ! ✶✺✪ ✐❢ !❤❡ ❧❡  ❝♦♥ ❡"✈❛✲

!✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛"❡ ❝❤♦ ❡♥✳

●✐✈❡♥ !❤❡ ❝♦♥ ✐❞❡"❛❜❧❡  ✐♠♣❧✐✜❝❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❞②♥❛♠✐❝  ② !❡♠ ❛♥❞ !❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐❝❡ ❢❛✐❧✲

✉"❡ ♠❡❝❤❛♥✐ ♠✱ !❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡"❢♦"♠  ❛!✐ ❢❛❝!♦"②✳ ▼♦"❡ ✈❛❧✐❞❛!✐♦♥ ❡①❡"❝✐ ❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❆♣♣✳ ❈✳✸✳ ❘❡ ✉❧! ❝♦✉❧❞ ♣♦!❡♥!✐❛❧❧② ❜❡ ✐♠♣"♦✈❡❞ ❜② ❢✉"!❤❡" "❡✜♥❡♠❡♥! ♦❢ !❤❡ ✉♣♣❡"

❧✐♠✐!✱ ❜✉! !❤✐ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦"❡ ❡①!❡♥ ✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ✱ ❡✳❣✳ !♦ ❝❛♣!✉"❡ !❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

✐❝❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦""❡❝!❧②✳ ❆❧ ♦✱ ❛ ❤✐❣❤❡" ♠✐♥✐♠✉♠ ❉❆❋ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦ ❡♥ ❢♦" !❤❡ !"❛♥ ✐!✐♦♥

!♦ ✐♠♣"♦✈❡ !❤❡ ♣"❡❞✐❝!✐♦♥ ♦❢ v
■

✱ ❛ ❉❆❋ = 1 "❡,✉✐"❡ ✐♥❡"!✐❛ ❢♦"❝❡ !♦ ❜❡ ③❡"♦ ❛! !❤❡ ❡♥❞

♦❢ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♣❤❛ ❡✳ ❚❤❛! ✐ ♥♦ ✈❛❧✐❞ ❋▲■ ❝❛ ❡✱  ✐♥❝❡ ❛❝❝❡❧❡"❛!✐♦♥ ✐ ✐♥ ♣❤❛ ❡ ♦♣♣♦ ✐!✐♦♥

!♦ ❞✐ ♣❧❛❝❡♠❡♥! ✐❢ ❛ ❤❛"♠♦♥✐❝ "❡ ♣♦♥ ❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ ✐ ❛  ✉♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ !❤❡ ❧✐♠✐!❛!✐♦♥ ♦❢

❉❆❋ = 1 ✐ ❝♦♥ ❡"✈❛!✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥ !✐!✉!❡ ❛  ✐♠♣❧❡ ♥❡❝❡  ❛"② ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❢♦" ♣"❛❝!✐❝❛❧ ✉ ❡✳

◆❡①! !♦ !❤❡ "❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ ❢♦" ❡ !✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ ❝"✐!✐❝❛❧ ❝❛ ❡ ❢♦" ♦✛ ❤♦"❡  !"✉❝!✉"❡

❞❡ ✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉"!❤❡" ✐♥✈❡ !✐❣❛!❡❞ ✐♥ ♠♦"❡ ❞❡!❛✐❧✱ !❤❡ ❢♦"♠✉❧❛  ❡"✈❡ ❛ ❛ ♠❛♥✉❛❧

❤♦✇ !♦ ♣"♦❞✉❝❡ ❋▲■ ✐♥ ♠♦❞❡❧ !❡ ! ✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ !♦ ❝❤♦♦ ❡  !"✉❝!✉"❡ ♣❛"❛♠❡!❡" ✱ ✐❝❡  !"❡♥❣!❤

❛♥❞ ✐❝❡ ❞"✐❢!  ♣❡❡❞ !♦ ❛❧❧♦✇ ❋▲■ !♦ ❞❡✈❡❧♦♣✳

✾✷



✻✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❝+✉-❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜+❛4✐♦♥- ✐♥

♠♦❞❡❧ 4❡-4-

❆♥❛❧②%✐% ♦❢ )❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥)❛❧ ❞❛)❛ ♣.❡%❡♥)❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹ .❡✈❡❛❧❡❞ )❤❛) ❛ %✐♠✉❧)❛♥❡♦✉% ❧♦❛❞

❜✉✐❧❞✲✉♣ ❛❢)❡. ❢❛✐❧✉.❡ %)♦♣ ❛♥❞ %✉❜%❡9✉❡♥) ✐♥❝.❡❛%❡ ♦❢ ❝♦♥)❛❝) ❛.❡❛ ✐% ❞❡❝✐%✐✈❡ ❢♦. )❤❡

♦♥%❡) ♦❢ ❋▲■ ✈✐❜.❛)✐♦♥%✳ ❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉. ✇❛% %❤♦✇♥ ❢♦. ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ✐) ✇❛% ❢♦✉♥❞ )❤❛)

❛ %✐♠✐❧❛. ♣.♦❝❡%% ❝❛♥ ❡①✐%) ✐♥ ♥❛)✉.❡✳ ■♥ )❤✐% %❡❝)✐♦♥✱ %❝❛❧❛❜✐❧✐)② ♦❢ ❋▲■ ✐% ❞✐%❝✉%%❡❞✳

❆ ♠❛❥♦. ❞✐✣❝✉❧)② ✐♥ %❝❛❧✐♥❣ ❋▲■ ❢.♦♠ ❛ ♣.♦)♦)②♣❡ )♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦.❛)♦.② )❡%) ✐% )❤❡

❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛)❡.✐❛❧% ✭%❡❛ ✐❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✮✱ ❛% )❤❡ ).❛♥%✐)✐♦♥ ❢.♦♠ ❞✉❝)✐❧❡

)♦ ❜.✐))❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉. ❛% ✇❡❧❧ ❛% )❤❡ ♣♦)❡♥)✐❛❧ ❧♦❛❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛)✐♦♥ ❞✉❡ )♦ %✐♠✉❧)❛♥❡♦✉%♥❡%%

♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣.❡%%✉.❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ✐% ❜❡❧✐❡✈❡❞ )♦ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛)❡.✐❛❧ ♣.♦♣❡.)✐❡%✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡✱

✐) ✐% 9✉❡%)✐♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡)❤❡. ).❛♥%✐)✐♦♥ %♣❡❡❞% ❢♦. ❋▲■ .❡❣✐♠❡ ❛.❡ ✐♥ ❛♥② ✇❛② %❝❛❧❛❜❧❡ ❢.♦♠

♠♦❞❡❧ )❡%) )♦ ♣.♦)♦)②♣❡ ♦. ✈✐❝❡ ✈❡.%❛✳ ❍❡♥❝❡✱ %✐♠✐❧✐)✉❞❡ ♦❢ ❋▲■ ✇✐)❤✐♥ )❤❡ ♠♦❞❡❧ .❡❣✐♠❡

✐% %)✉❞✐❡❞ ✜.%)✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ %❝❛❧✐♥❣ %❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ )♦ ♠♦❞❡❧ )❡%)% ❝♦♥❞✉❝)❡❞ ✇✐)❤ ♠♦❞❡❧

✐❝❡✱ ❛♥❞ %❝❛❧❡❞ ❝②❧✐♥❞.✐❝❛❧ %).✉❝)✉.❡%✳

❆❢)❡.✇❛.❞%✱ )❤❡ .❡♣.♦❞✉❝✐❜✐❧✐)② ♦❢ )❤❡ ❝.✉%❤✐♥❣ ♣.♦❝❡%% ♦❢ %❡❛ ✐❝❡ ✇✐)❤ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✐%

❛%%❡%%❡❞✱ ♣♦✐♥)✐♥❣ ♦✉) )❤❡ %❤♦.)❝♦♠✐♥❣% ♦❢ %)❛♥❞❛.❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❢♦. )❤✐% .❡%♣❡❝)✐✈❡ ❛♣✲

♣❧✐❝❛)✐♦♥ ❝❛%❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧)❡.♥❛)✐✈❡ ✐❝❡ )②♣❡ ❢♦. ❧❛❜♦.❛)♦.② )❡%)% ✐% ✐♥).♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞

.❡%✉❧)% ❢.♦♠ ✜.%) )❡%)% ✇✐)❤ )❤❡ ♥❡✇ ✐❝❡ ❛.❡ ♣.❡%❡♥)❡❞✳

✻✳✶✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❝,✉.❤✐♥❣ ✐♥0❡,❛❝0✐♦♥ ❛♥❞ ❋▲■ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡

❙)❛)❡✲♦❢✲)❤❡✲❛.) %❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ✐❝❡ ❢♦.❝❡% ✐♥ ♠♦❞❡❧ )❡%)% ❢♦❧❧♦✇% ❋.♦✉❞❡ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② %❝❛❧✐♥❣

❧❛✇% ❛❞❛♣)❡❞ ❢.♦♠ ♠♦❞❡❧ )❡%)% ✇✐)❤ ✐❝❡✲❜.❡❛❦✐♥❣ %❤✐♣%✱ ❛% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✷✳ ❍♦✇✲

❡✈❡.✱ )❤✐% ❛♣♣.♦❛❝❤ ❤❛% ♦❢)❡♥ ❜❡❡♥ 9✉❡%)✐♦♥❡❞✱ ❛% ✐) ♠❛❦❡% )❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ .❛)❤❡. %♦❢) ❛♥❞

✢❡①✐❜❧❡ ❬✻✹❪✳ ❋✉.)❤❡.♠♦.❡✱ )❤❡ ❜❛%✐❝ ❥✉%)✐✜❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❋.♦✉❞❡ %✐♠✐❧❛.✐)② ❜❡✐♥❣ .❡9✉✐.❡❞ )♦

♣.❡%❡.✈❡ )❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣.❛✈✐)❛)✐♦♥❛❧ ❢♦.❝❡% ✐% 9✉❡%)✐♦♥❛❜❧❡✱ ❛% ❣.❛✈✐)❛)✐♦♥❛❧ ❢♦.❝❡% ❞♦

♥♦) ♣❧❛② ❛ ❞❡❝✐%✐✈❡ .♦❧❡ ✐♥ ❝.✉%❤✐♥❣ %❝❡♥❛.✐♦% ❬✻✻❪✳

❋.♦✉❞❡ ♥✉♠❜❡. Fr ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Fr =
v

√
gL

✭✸✵✮

❈❛✉❝❤② %✐♠✐❧❛.✐)② ❡♥%✉.❡% %✐♠✐❧✐)✉❞❡ ♦❢ ❡❧❛%)✐❝ ❢♦.❝❡%✿

Ch = v2
ρ

E
✭✸✶✮

❚❤❡.❡✐♥✱ E ✐% ❨♦✉♥❣✬% ♠♦❞✉❧✉% ♦❢ )❤❡ ✐❝❡ ❛♥❞ ρ ✐❝❡ ❞❡♥%✐)②✳ ❈♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❊9✳ ✸✵ ❛♥❞
❊9✳ ✸✶ ②✐❡❧❞% ❛ %❡) ♦❢ %❝❛❧❡ ❢❛❝)♦.% .❡9✉✐.❡❞ )♦ ❢✉❧✜❧ ❋.♦✉❞❡ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② %✐♠✐❧❛.✐)②✱ ✇❤✐❝❤

❛.❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✸✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧)❡.♥❛)✐✈❡ %✉❣❣❡%)❡❞ ❢♦. ♠♦❞❡❧ )❡%)% ✇✐)❤ ❝.✉%❤✐♥❣ %❝❡♥❛.✐♦% ✐% .❡♣❧✐❝❛ ♠♦❞✲

❡❧❧✐♥❣✳ ■♥ .❡♣❧✐❝❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛❧❧ ✉%❡❞ ♠❛)❡.✐❛❧ ✐% %✉♣♣♦%❡❞ )♦ ❜❡ ✐❞❡♥)✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ♦♥❧②

❣❡♦♠❡).✐❡% ❛.❡ %❝❛❧❡❞✳ ■♥ ♣.❛❝)✐❝❡✱ )❤✐% ❞❡❧✐✈❡.% ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡. ✐❝❡ ❧♦❛❞% ✐♥ ❜❛%✐♥ )❡%)%✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡①❝❡❡❞ )❤❡ )❡%)✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐)✐❡%✳ ❋✉.)❤❡.♠♦.❡✱ ✐❝❡ ❜❛%✐♥% ❛.❡ )♦❞❛② ❢✉.♥✐%❤❡❞

)♦ ♣.❡♣❛.❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ ❛♥❞ ♣.❡♣❛.❛)✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡).✐❝❛❧❧② %❝❛❧❡❞ %❡❛ ✐❝❡ ✐% ❞✐✣❝✉❧)✳ ❖)❤❡.

❛♣♣.♦❛❝❤❡% ❛.❡ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡ %✉♠♠❛.✐③❡❞ ❜② ✈♦♥ ❇♦❝❦ ✉♥❞ Y♦❧❛❝❤ ❛♥❞ ▼♦❧②♥❡✉① ❬✾✹❪ ❛♥❞

✾✸
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◗✉❛♥$✐$② ❯♥✐$ ❙❝❛❧❡ ❢❛❝$♦.

▲❡♥❣$❤ ♠ λ

❚✐♠❡ 4

√
λ

❱❡❧♦❝✐$②

♠

!

√
λ

❋♦.❝❡ ◆ λ3

■❝❡ ❙$.❡♥❣$❤

◆

♠♠

2 λ
❋.❡9✉❡♥❝② ✶✴4 λ−0.5

❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ❙❝❛❧❡ ❢❛❝$♦.4 ❢♦. 4❡❧❡❝$❡❞ ♣.♦♣❡.$✐❡4 ❜❛4❡❞ ♦♥ ❋.♦✉❞❡ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② 4✐♠✐❧❛.✐$②

B❛❧♠❡. ❛♥❞ ❈.♦❛4❞❛❧❡ ❬✻✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ♥♦♥❡ ♦❢ $❤❡4❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉$ ✐♥$♦ ♣.❛❝$✐❝❡ 4♦ ❢❛.✱

❛4 $❤❡.❡ ✐4 ♥♦ ❝♦♥4❡♥4✉4 ♦♥ $❤❡ ❝♦..❡❝$ 4❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❛♠♦♥❣4$ .❡4❡❛.❝❤❡.4 ②❡$✳ ❆❞❞✐$✐♦♥✲

❛❧❧②✱ ♣.♦♣♦4❡❞ 4❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇4 ❛.❡ $②♣✐❝❛❧❧② ❡✐$❤❡. ✐♥❢❡❛4✐❜❧❡ ❞✉❡ $♦ ♣.❛❝$✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦44✐❜❧❡

♣❤②4✐❝❛❧ ♣❛.❛♠❡$❡.4 ♦❢ 4$.✉❝$✉.❡ ♦. ✐❝❡✱ ♦. 4❤♦✇ ✐♥❝♦♥4✐4$❡♥❝② ✇✐$❤ ❋▲■ ❝❤❛.❛❝$❡.✐4$✐❝4✳

❚❤❡.❡❢♦.❡✱ ❛❧$❡.♥❛$✐✈❡ 4✉❣❣❡4$✐♦♥4 $♦ 4❝❛❧❡ ❝.✉4❤✐♥❣ ❢❛✐❧✉.❡ ❛♥❞ ❡4♣❡❝✐❛❧❧② ❋▲■ ❛.❡ ❣✐✈❡♥

❜❡❧♦✇✳

❋♦. $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡.✐✈❛$✐♦♥✱ ❛ ♣.♦$♦$②♣❡ 4$.✉❝$✉.❡ ✭♣❛.❛♠❡$❡.4 ♠❛.❦❡❞ ✇✐$❤ 4✉❜4❝.✐♣$

p✮ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✭m✮ ✇❤✐❝❤ 4❤❛❧❧ ❜❡ 4✐♠✐❧❛. $♦ $❤❡ ♣.♦$♦$②♣❡ ✇✐$❤ .❡4♣❡❝$ $♦ ♦❝❝✉..❡♥❝❡
❛♥❞ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜.❛$✐♦♥4 ❛.❡ ❝♦♥4✐❞❡.❡❞✳ ❇♦$❤✱ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣.♦$♦$②♣❡✱

✐♥$❡.❛❝$ ✇✐$❤ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ $❤✉4 $❤❡ ♠❛$❡.✐❛❧ ✐4 .❡❣❛.❞❡❞ ❛4 4✐♠✐❧❛.✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊9✳ ✷✸✱ $❤❡ ❝.✉4❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ♦♥ $❤❡ ♣.♦$♦$②♣❡ ✐4 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

F
❈❈,p = σc,ph✐❝❡,pDpαp ✭✸✷✮

❙✐♠✐❧❛.❧②✱ $❤❡ ❝.✉4❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ♦♥ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐4 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

F
❈❈,m = σc,mh✐❝❡,mDmαm ✭✸✸✮

❍❡♥❝❡✱ ✐❝❡ ❧♦❛❞ 4❝❛❧❡4 ✇✐$❤ ❛ 4$.❡♥❣$❤ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦. λσ✱ ❛ ❣❡♦♠❡$.✐❝ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦. λ ❛♥❞ ❛
.❛$✐♦ ♦❢ $❤❡ ✈❛❧✉❡4 ❢♦. α ❢♦. ❞✐✛❡.❡♥$❧② 4❝❛❧❡❞ ♠♦❞❡❧4✳ ❚❤❡4❡ ❛.❡ ♥♦$ 4❝❛❧❡❞✱ ❛4 α ❝❛♥♥♦$
❜❡ ❝♦♥$.♦❧❧❡❞ ❜② $❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥$❛❧✐4$✳ ❚❤❡ α✲.❛$✐♦ χ ✭χ = αp/αm✮ ❤❛4 $♦ ❜❡ $❛❦❡♥ ✐♥$♦

❛❝❝♦✉♥$ ❢♦. 4✐♠✐❧❛.✐$②✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦4❡ ❞✐✛❡.❡♥$ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦.4 ❢♦. ✐❝❡ $❤✐❝❦♥❡44 ❛♥❞

4$.✉❝$✉.❡ ❣❡♦♠❡$.②❀ ❤♦✇❡✈❡.✱ ❦❡❡♣✐♥❣ $❤❡ 4❛♠❡ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦. ❢♦. ❛❧❧ ❣❡♦♠❡$.✐❝ ♠❡❛4✉.❡4

❡♥4✉.❡4 4✐♠✐❧✐$✉❞❡ ♦❢ $❤❡ ❛4♣❡❝$ .❛$✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛4 ❢♦✉♥❞ $♦ ❤❛✈❡ ❛ 4✐❣♥✐✜❝❛♥$ ✐♠♣❛❝$ ♦♥

$❤❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧4 ❛♥❞ ✐4 ❛ .❡❧❡✈❛♥$ ❢❛❝$♦. ❢♦. $❤❡ ♦❝❝✉..❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❞ 4✉♣❡.✐♠♣♦4❡❞

❜❡♥❞✐♥❣✳

❚❤✐4 ❞❡❧✐✈❡.4 ❛ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦. ❢♦. ❝.✉4❤✐♥❣ ❧♦❛❞4✿

λ
❈❈

= λσλ
2χ ✭✸✹✮

❊9✉❛$✐♦♥ ✸✹ .❡9✉✐.❡4 $❤❡ 4$.❡♥❣$❤ 4❝❛❧❡ $♦ ❝♦♠♣❡♥4❛$❡ ❢♦. ❞✐✛❡.❡♥❝❡4 ✐♥ ❝.✉4❤✐♥❣ ❧♦❛❞

❧❡✈❡❧ ✐♠♣♦4❡❞ ❜② χ✿

λσ =
λ

χ
✭✸✺✮
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■❢ ❝#✉%❤✐♥❣ *❡%*% ✇✐*❤ #✐❣✐❞ %*#✉❝*✉#❡% ❛#❡ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ ❊5✳ ✸✹ ❛♥❞

❊5✳ ✸✺ ❞❡❧✐✈❡#% ❝♦##❡❝* ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❡%*✐♠❛*✐♦♥% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡#❡♥*❧② %❝❛❧❡❞ %*#✉❝*✉#❡%✱ ❛❝✲

❝♦✉♥*✐♥❣ ❢♦# ❡✛❡❝*% ♦❢ %✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥* ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✳

■* %❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛%✐③❡❞ *❤❛* *❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣#❡%%✉#❡ ❞✐%*#✐❜✉*✐♦♥ ♦♥ ❛%♣❡❝*

#❛*✐♦ ❛♥❞ ✐❝❡ *❤✐❝❦♥❡%% ♣#❡✈❡♥*% ❢✉❧❧ %✐♠✐❧✐*✉❞❡ ♦❢ *✇♦ ❣❡♦♠❡*#✐❝❛❧❧② %❝❛❧❡❞ ♠♦❞❡❧%✳ ❙❝❛❧❡

❢❛❝*♦#% ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉%*❡❞ %✉❝❤ *❤❛* *❤❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❧♦❛❞% ❛#❡ %✐♠✐❧❛#✱ ❜✉* *❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣#♦❝❡%%❡%

❛#❡ ✐♥❤❡#❡♥*❧② ❞✐✛❡#❡♥*✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉##❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ♥♦* %❝❛❧❡ ❝♦##❡❝*❧②✱ ❛♥❞ *❤❡

❝♦♥*❛❝* ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ❜❡*✇❡❡♥ ✐❝❡ ❛♥❞ %*#✉❝*✉#❡ ❞✐✛❡#% ❢♦# ❞✐✛❡#❡♥* ✐❝❡ *❤✐❝❦♥❡%%✳ ❍❡♥❝❡✱

❡♠♣❤❛%✐% ✐% ♣✉* ♦♥ *❤❡ ❣❧♦❜❛❧ %✐♠✐❧❛#✐*② ✇❤✐❧❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ *❤❛* ❧♦❝❛❧ %✐♠✐❧✐*✉❞❡ ✐%

✐♠♣♦%%✐❜❧❡✳

❈♦♥%✐❞❡#✐♥❣ ❋▲■✱ %✐♠✐❧❛#✐*② ♦❢ *❤❡ ♣#♦❝❡%% #❡5✉✐#❡% %✐♠✐❧❛#✐*② ♦❢ *❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♠♣❧✐✜✲

❝❛*✐♦♥ ❢❛❝*♦#✳ ❚❤✐% ❡♥%✉#❡% %✐♠✐❧❛# ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥❡#*✐❛ ❢♦#❝❡ *♦ *❤❡

%*#✉❝*✉#❡ ♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥✿

mmüm

ηF
❈❈,m

=
mpüp

ηF
❈❈,p
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■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❢❛✐❧✉#❡ ♣#♦❝❡%%❡% ❣♦✈❡#♥✐♥❣ *❤❡ ♦❝❝✉##❡♥❝❡ ♦❢ %✐♠✉❧*❛♥❡♦✉% ❧♦❛❞

❜✉✐❧❞✲✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛%%✉♠❡❞ ❛% ❣❡♦♠❡*#② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥*✱ ♠❡❛♥✐♥❣ *❤❛* *❤❡ ✐❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦* ❢❛✐❧

♦# ❞❡❢♦#♠ %❧♦✇❡# ♦# ❢❛%*❡# ✐❢ *❤❡ ✐♥❞❡♥*✐♥❣ %*#✉❝*✉#❡ ✐% ❧❛#❣❡#✳ ❚❤✉%✱ *✐♠❡ %❝❛❧❡ ❢❛❝*♦#

%❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐*②✱ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐*② ♥❡❡❞% *♦ %❝❛❧❡ ✇✐*❤ *❤❡ %❛♠❡ ❢❛❝*♦# ❛% ❧❡♥❣*❤ *♦ ♣#❡%❡#✈❡

%✐♠✐❧❛#✐*② ♦❢ %*#❛✐♥ #❛*❡ ε̇ = v/(2D)✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ❞❡❝✐%✐✈❡ ❢♦# ❞✉❝*✐❧❡ *♦ ❜#✐**❧❡ *#❛♥%✐*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ ✐❝❡ ✐♥ ✐♥❞❡♥*❛*✐♦♥ ✇✐*❤ ❛ ❝②❧✐♥❞#✐❝❛❧ %*#✉❝*✉#❡ ❬✺✵❪✿
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vm

= λ ✭✸✼✮

■♥ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ❙❉❖❋ %②%*❡♠✱ *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ *❤❡ %*#✉❝*✉#❛❧ ♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❛❝❝❡❧❡#❛*✐♦♥ üm ♦❢

*❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② *❤❡ ♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❛♠♣❧✐*✉❞❡ ûm ❛♥❞ *❤❡ ♦%❝✐❧❧❛*✐♦♥ ❢#❡5✉❡♥❝② ωm✳

❍❡♥❝❡✱ *❤❡ ✐♥❡#*✐❛ ❛♥❞ ✐❝❡ ❧♦❛❞ #❛*✐♦ ✭❊5✳ ✸✻✮ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣#♦*♦*②♣❡ ②✐❡❧❞%✿
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❲✐*❤ ❛❜♦✈❡ #❡5✉✐#❡♠❡♥* ❢♦# %❝❛❧✐♥❣ *❤❡ ♦%❝✐❧❧❛*✐♥❣ ♠❛%%✱ ❛❧❧ ♥❡❝❡%%❛#② %❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝*♦#% ❛#❡

❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ ❊5✳ ✸✻ ✐% ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ♣#♦*♦*②♣❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛#❡ %✐♠✐❧❛# ❝♦♥❝❡#♥✐♥❣ ❝#✉%❤✐♥❣ ❢♦#❝❡%

❛♥❞ ❋▲■ ♦❝❝✉##❡♥❝❡✳ ❚❛❜❧❡ ✶✹ %✉♠♠❛#✐③❡% *❤❡ ❝♦##❡%♣♦♥❞✐♥❣ %❝❛❧❡ ❢❛❝*♦#% ❢♦# *❤❡ ♠♦%*

#❡❧❡✈❛♥* ♣❛#❛♠❡*❡#%✳

❈♦♠♣❛#❡❞ *♦ ❝✉##❡♥* ♣#❛❝*✐❝❡ ♦❢ ❋#♦✉❞❡ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② %❝❛❧✐♥❣✱ *❤❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ %✉❣✲

❣❡%*❡❞ %❝❛❧✐♥❣ %❝❤❡♠❡ ✐% ♣#❡%❡#✈❛*✐♦♥ ♦❢ *✐♠❡✱ ❛♥❞ *❤❡#❡❢♦#❡✱ ❛❧%♦ ♥❛*✉#❛❧ ❢#❡5✉❡♥❝②✳ ❚❤✐%

✐% ♣❤②%✐❝❛❧❧② ❥✉%*✐✜❡❞ ❜② ❡♥%✉#✐♥❣ %✐♠✐❧❛#✐*② ♦❢ ❝#✉%❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉#✳ ❱✐♦❧❛*✐♦♥ ♦❢ ❋#♦✉❞❡

%✐♠✐❧❛#✐*② ❡♥*❛✐❧% ♦✈❡#❡%*✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ ❣#❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ❢♦#❝❡% ❜② ❢❛❝*♦# λ✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❣#❛✈✐*❛✲

*✐♦♥❛❧ ❢♦#❝❡% ❛#❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝#✉%❤✐♥❣ ✐♥*❡#❛❝*✐♦♥ ❬✻✹❪✱ ✉♥❧❡%% %❡✈❡#❡ ✐❝❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛*✐♦♥

♣❧❛②% ❛ %✐❣♥✐✜❝❛♥* #♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛% ♥♦* ❜❡❡♥ ♦❜%❡#✈❡❞ %♦ ❢❛#✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❛♥❞ %❡❛

✐❝❡ ❛#❡ %✉♣♣♦%❡❞ *♦ ❤❛✈❡ *❤❡ %❛♠❡ ❞❡♥%✐*②✱ *❤❡ ♣#♦♣♦%❡❞ %✐♠✐❧❛#✐*② ❝❛♥♥♦* ❜❡ ❢✉❧❧② ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥*❡❞✱ ❛♥❞ ❜✉♦②❛♥❝② ❢♦#❝❡% ❛#❡ ♥♦* ❝♦##❡❝*✳ ❆❣❛✐♥✱ *❤❡✐# ✐♠♣❛❝* ♦♥ *❤❡ ❝#✉%❤✐♥❣

✾✺



✻ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❝*✉,❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜*❛3✐♦♥, ✐♥ ♠♦❞❡❧ 3❡,3,

◗✉❛♥$✐$② ❯♥✐$ ❙❝❛❧❡ ❢❛❝$♦.

▲❡♥❣$❤ ♠ λ
❚✐♠❡ 4 ✶

❱❡❧♦❝✐$②

♠

!

λ
❋♦.❝❡ ◆ λ3

■❝❡ ❙$.❡♥❣$❤

◆

♠♠

2

λ
χ

❋.❡:✉❡♥❝② ✶✴4 ✶

❚❛❜❧❡ ✶✹✿ ?.♦♣♦4❡❞ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦.4 ❢♦. 4❡❧❡❝$❡❞ ♣.♦♣❡.$✐❡4

♣.♦❝❡44 ✐4 ♠✐♥♦.✳ ❚❤❡ ♣.♦♣♦4❡❞ 4❝❛❧✐♥❣ ✐4 ❝♦♥4✐4$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥❧❡44 ♣❛.❛♠❡$❡.

❢♦. ❋▲■ ♣.♦♣♦4❡❞ ❜② ❨❛♣ ✭❊:✳ ✹✱ ❬✾✼❪✮ ✇❤✐❝❤ .❡:✉✐.❡4✿
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❍♦✇❡✈❡.✱ ❨❛♣ 4✉❣❣❡4$4 $♦ ✉4❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦.♠✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝$✐♦♥ ✇✐$❤ .❡♣❧✐❝❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❢♦. 4❝❛❧✐♥❣ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜.❛$✐♦♥4✱ ❛♥❞ $❤❡.❡❢♦.❡ 4❝❛❧❡4 $✐♠❡ ✇✐$❤ λ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛$❡4 ❛❜♦✈❡
❝♦♥4✐❞❡.❛$✐♦♥4 ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝.✉4❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐4♠4 ❜❡✐♥❣ $✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$✳ ❨❛♣ ❛.❣✉❡4 $❤❛$

✈❡❧♦❝✐$② 4❤♦✉❧❞ ♥♦$ ❜❡ 4❝❛❧❡❞✱ ❛4 ❝.✐$✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐$✐❡4 ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ 4❝❛❧❡ $❡4$4 ❤❛✈❡ $❤❡

4❛♠❡ ♦.❞❡. ♦❢ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ ❛4 $❤♦4❡ ♦❜4❡.✈❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧ 4❝❛❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ $❤✐4 ♠❛② ❜❡ ✐♥$❡.✲

♣.❡$❡❞ ❞✐✛❡.❡♥$❧② ✐❢ $❤❡ 4$✐✛♥❡44 ✐4 ❝♦♥4✐❞❡.❡❞✿ ❘❡♣❧✐❝❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛4 4✉❣❣❡4$❡❞ ✐♥ ❬✾✼❪✱

❞❡♠❛♥❞4 ❢♦. 4$✐✛♥❡44 $♦ 4❝❛❧❡ ✇✐$❤ $❤❡ ❣❡♦♠❡$.✐❝ 4❝❛❧❡ ❢❛❝$♦. λ✳ ❇✉$ .♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛.✐4♦♥
♦❢ ♣.♦$♦$②♣❡ 4$✐✛♥❡44 ❛♥❞ 4$✐✛♥❡44 ✉4❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ $❡4$4 ✐♥❞✐❝❛$❡4 ❛ 4✐❣♥✐✜❝❛♥$ ❞✐✛❡.❡♥❝❡

✐♥ $❤❡ ♦.❞❡. ♦❢ 4$✐✛♥❡44 ♠❛❣♥✐$✉❞❡✳

✷✵

❚❤✐4 ❞✐✛❡.❡♥❝❡ .❡4✉❧$4 ✐♥ ♠✉❝❤ ❧❛.❣❡. ❞✐4♣❧❛❝❡♠❡♥$

♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧4 ❝♦♠♣❛.❡❞ $♦ $❤❡✐. ❞✐❛♠❡$❡.✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $❤❡ ♦❜4❡.✈❛$✐♦♥ $❤❛$ $❤❡ ♦.❞❡. ♦❢

♠❛❣♥✐$✉❞❡ ♦❢ ♣.♦$♦$②♣❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ 4❝❛❧❡ ❝.✐$✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐$✐❡4 ✐4 $❤❡ 4❛♠❡ .❛$❤❡. ✐♥❞✐❝❛$❡4
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❋✐❣✉$❡ ✻✸✿ ❚$❡♥❞ ♦❢ ❝$✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/✐❡3 ❢♦$ ❋▲■ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡ ♦✈❡$ $❡❢❡$❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐/② ♦❜/❛✐♥❡❞

❢$♦♠ 3❝❛❧❡❞ ♠♦❞❡❧ /❡3/3

/♦ /❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❞❡♣/❤ $❡;✉✐$❡❞ ❢♦$ ❋▲■✳ ❍❡♥❝❡✱ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ❝❤❛$❛❝/❡$✐3/✐❝3 ❡33❡♥/✐❛❧❧② $❡✲

;✉✐$❡ 3❝❛❧❡ ❢❛❝/♦$3 ♦❢ ✉♥✐/② ❢♦$ ❞✐3♣❧❛❝❡♠❡♥/ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐/② /♦ ❝♦♠♣❧❡/❡❧② ♦✈❡$❝♦♠❡ /❤✐3

✐33✉❡✳ @$❡3❡$✈✐♥❣ /❤❡ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♦3❝✐❧❧❛/✐♦♥ $❡❧❛/✐♦♥3✱ /✐♠❡ /❤❡♥ ♥❡❡❞3 /♦ 3❝❛❧❡ ✇✐/❤ ✉♥✐/②

❛3 ✇❡❧❧✳ ❙❝❛❧✐♥❣ /❤❡ 3/✐✛♥❡33 ♥❡❡❞3 /♦ ❛❝❝♦✉♥/ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥❝❡3 ✐♥ ❝$✉3❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧✱

3/❡♠♠✐♥❣ ❢$♦♠ ❞✐✛❡$❡♥❝❡3 ✐♥ /❤❡ ❝♦♥/❛❝/ ❛$❡❛ ❛♥❞ ✐♥ ✐❝❡ 3/$❡♥❣/❤✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞

❞❡❝♦✉♣❧❡ /❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦3❝✐❧❧❛/✐♦♥ ❢$♦♠ /❤❡ 3/$✉❝/✉$❡ ✐/3❡❧❢✳ ■/ ❜❛3✐❝❛❧❧② 3/❛/❡3 /❤❛/ ❛♥②

❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ 3❤♦✇ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ ❋▲■ ✈✐❜$❛/✐♦♥3✱ ✐❢ /❤❡ ✐❝❡ ✐3 ❛❜❧❡ /♦ /$❛♥3❢❡$ /❤❡

$❡;✉✐$❡❞ ❝$✉3❤✐♥❣ ❧♦❛❞ /♦ /❤❡ 3/$✉❝/✉$❡✳ ❚❤✐3 ❝❛♥ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❞❥✉3/✐♥❣ /❤❡ ❝♦♥/❛❝/

❛$❡❛ ✭❞✐❛♠❡/❡$ ❛♥❞ ✐❝❡ /❤✐❝❦♥❡33✮ ❛♥❞ /❤❡ ✐❝❡ 3/$❡♥❣/❤✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ /❤✐3 ❛♣♣$♦❛❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧②

❜❡ ✉3❡❞ /♦ ✜♥❞ ❝$✐/✐❝❛❧ 3/$✉❝/✉$❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡/❡$3 $❡3✉❧/✐♥❣ ✐♥ ❛ 3✐♠✐❧❛$ ❋▲■ ❡✈❡♥/

❛3 ♦❜3❡$✈❡❞ ✐♥ /❤❡ ♣$♦/♦/②♣❡✳ ■/ ❞♦❡3 ♥♦/ ❞❡❧✐✈❡$ ❛♥② ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ ❤♦✇ /❤❡ ✐♥/❡$❛❝/✐♦♥

❝❤❛♥❣❡3 ✇❤❡♥ /❤❡3❡ ♣❛$❛♠❡/❡$3 ❝❤❛♥❣❡✳ ■/ ♠❛② ♥♦/ ❜❡ ✉3❡❞ /♦ ❝♦♠♣❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❞❛/❛

3❡/3 ✐❢ /❤❡ $❡;✉✐$❡♠❡♥/ ♦❢ 3/✐✛♥❡33 /♦ 3❝❛❧❡ ✇✐/❤ /❤❡ 3❛♠❡ ❢❛❝/♦$ ❛3 ❢♦$❝❡ ✐3 ✈✐♦❧❛/❡❞✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ /❤❡ ♣$♦♣♦3❡❞ 3❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝/♦$3 ❝❛♥ ❜❡ ✉3❡❢✉❧ /♦ ❝♦♠♣❛$❡ ❞❛/❛ 3❡/3 ❢$♦♠ ♠♦❞❡❧

/❡3/3 ✇✐/❤✐♥ ❧✐♠✐/❡❞ $❛♥❣❡3✱ ❛3 ❧♦♥❣ ❛3 /❤❡ 3❝❛❧❡ ❢❛❝/♦$3 ❛$❡ 3♠❛❧❧ ❛♥❞ /❤❡ $❛♥❣❡ ♦❢ ❝$✐/✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐/✐❡3 ❞♦❡3 ♥♦/ ❡①❝❡❡❞ /❤❡ /$❛♥3✐/✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐/② /♦ ❝♦♥/✐♥✉♦✉3 ❝$✉3❤✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ /❤❡②

❛$❡ ♥♦/ 3✉✐/❡❞ ❢♦$ $❡♣$❡3❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ 3❝❛❧❡ ♣$♦/♦/②♣❡ 3/$✉❝/✉$❡ ✐♥ /❤❡ ❜❛3✐♥ ❢♦$ 3❡✈❡$❛❧

$❡❛3♦♥3✿ ❋✐$3/ ❛♥❞ ❢♦$❡♠♦3/✱ /❤❡ ♠❛/❡$✐❛❧ ✐3 ❞✐✛❡$❡♥/✱ ❛♥❞ /❤❡ ✐♠♣❛❝/ ♦❢ /❤✐3 ❞✐✛❡$❡♥❝❡

✐3 ♥♦/ 3❝❛❧❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐/✐♦♥❛❧❧②✱ ❙❉❖❋ $❡♣$❡3❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝ ♣$♦/♦/②♣❡

3②3/❡♠ ✇✐/❤ 3❡✈❡$❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡3 ✐3 ❛ 3✐❣♥✐✜❝❛♥/ 3✐♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐3 ❜❡❧✐❡✈❡❞ /♦ ❛✛❡❝/

/❤❡ $❡3✉❧/3✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ /❤❡ ♣$❛❝/✐❝❛❧ ❢❡❛3✐❜✐❧✐/② ♦❢ /❤❡ ♣$♦/♦/②♣❡ $❡♣$❡3❡♥/❛/✐♦♥ ✐3 ❧✐♠✐/❡❞

❞✉❡ /♦ $❡3/$✐❝/✐♦♥3 ♦❢ ❢❡❛3✐❜❧❡ 3/✐✛♥❡33✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦3❝✐❧❧❛/✐♦♥ ❛♠♣❧✐/✉❞❡✱ ❛♥❞ /$❛♥3✐/✐♦♥

✈❡❧♦❝✐/② /♦✇❛$❞3 ❝♦♥/✐♥✉♦✉3 ❝$✉3❤✐♥❣✳
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✻ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❝*✉,❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜*❛3✐♦♥, ✐♥ ♠♦❞❡❧ 3❡,3,

✻✳✷✳ ❘❡♣&❡'❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ '❡❛ ✐❝❡ ❝&✉'❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ✐♥ ❧❛❜♦&❛)♦&②

)❡')'

◆❡①# #♦ #❤❡ &✉❡(#✐♦♥ ♦❢ (✐♠✐❧❛/✐#② ❜❡#✇❡❡♥ ❞②♥❛♠✐❝ (②(#❡♠(✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ ✐((✉❡ ✇✐#❤

(❝❛❧❡❞ #❡(#( ♦♥ ✐❝❡ ❝/✉(❤✐♥❣ ❛❣❛✐♥(# ✈❡/#✐❝❛❧ (#/✉❝#✉/❡( ✐( #❤❡ (✐♠✐❧❛/✐#② ♦❢ #❤❡ ♠❛#❡/✐❛❧

✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥( ♦❢ ❝✉//❡♥# ❍❙❱❆ (#❛♥❞❛/❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❛/❡ ❞❡(❝/✐❜❡❞ ✐♥ #❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆❢#❡/✇❛/❞(✱ ❛ ♥❡✇ ✐❝❡ #②♣❡ ✐( ♣/♦♣♦(❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ (#❛/#✐♥❣ ♣♦✐♥# ❢♦/ ♠♦/❡

(♦♣❤✐(#✐❝❛#❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ✐♥ #❤❡ ❢✉#✉/❡✳

✻✳✷✳✶✳ ▲✐♠✐'❛'✐♦♥+ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡

❈♦❧✉♠♥❛/ (❛❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✐( ❦♥♦✇♥ #♦ #②♣✐❝❛❧❧② (✉✛❡/ ❢/♦♠ #♦♦ ❧♦✇ /❛#✐♦ ♦❢ ❝♦♠♣/❡((✐✈❡

❛♥❞ ✢❡①✉/❛❧ (#/❡♥❣#❤✱ ❛♥❞ #♦♦ ❧♦✇ ❨♦✉♥❣✬( ♠♦❞✉❧✉( ❬✼✻❪✳ ❚✇♦ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ♠❛❥♦/ (❤♦/#✲

❝♦♠✐♥❣( ♦❢ ❍❙❱❆✬( (#❛♥❞❛/❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✭▼■✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥#✐✜❡❞ ❞✉/✐♥❣ #❡(# ❛♥❛❧②(✐(✿

❋✐/(#✱ #❤❡ #♦♣ ❧❛②❡/ #❡♥❞( #♦ ❝❛//② #♦♦ ♠✉❝❤ ♦❢ #❤❡ ❧♦❛❞✱ ❛♥❞ (❡❝♦♥❞✱ #❤❡ ✐❝❡ (❤❡❡# #❡♥❞(

#♦ ❞❡❢♦/♠ ❛♥❞ (✉❜♠❡/❣❡ ❞✉/✐♥❣ ❝/✉(❤✐♥❣✳ ❇♦#❤ ✐((✉❡( ❛♠♣❧✐❢② ❡❛❝❤ ♦#❤❡/✱ ❛( ✢❡①✉/❛❧

❞❡❢♦/♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✐❝❡ (❤❡❡# /❡(✉❧#( ✐♥ ❛ #✐❧#❡❞ ✐❝❡ ❡❞❣❡✱ ♥❛#✉/❛❧❧② ❡(#❛❜❧✐(❤✐♥❣ ❝♦♥#❛❝# ❜❡✲

#✇❡❡♥ #♦♣ ❧❛②❡/ ❛♥❞ (#/✉❝#✉/❡✳ ❚❤❡ ♥❛#✉/❛❧ ✇❡❞❣❡✲(❤❛♣❡❞ ❝♦♥#❛❝# ✐♥ ❝♦♥#✐♥✉♦✉( ❝/✉(❤✐♥❣

❞❡(❝/✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸ /❡(✉❧#( ❢/♦♠ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥# ♦❢ #❤❡ ❝❡♥#❡/ ♣❛/# ♦❢ #❤❡ ✐❝❡ ✇❤❡/❡ ❍U❩

❢♦/♠✱ ❛♥❞ #❤❡ ♣♦((✐❜✐❧✐#② ❢♦/ ✐♥#❡/♥❛❧ ❝/❛❝❦( ✐♥ #❤❡ ✉♣♣❡/ ❛♥❞ ❧♦✇❡/ ✐❝❡ ♣❛/#( #♦ ♦♣❡♥

#♦✇❛/❞( #❤❡ ✐❝❡ (✉/❢❛❝❡✳ ■♥ ❝❛(❡ ♦❢ ❛ (#/♦♥❣ #♦♣ ❧❛②❡/ ❝❧♦(❡ #♦ #❤❡ ❝❡♥#❡/ ♣❛/# ♦❢ #❤❡ ✐❝❡

✭#❤✉( #❤✐♥ ✐❝❡✮✱ #❤❡ #♦♣ ❧❛②❡/ ♣/❡✈❡♥#( ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ❝/❛❝❦(✱ ❛♥❞ (❤✐❢#( #❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ③♦♥❡

❝❧♦(❡/ #♦ #❤❡ #♦♣ ❧❛②❡/✳ ❊①♣❡/✐♠❡♥#❛❧ ♦❜(❡/✈❛#✐♦♥( ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❛# ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ #❤✐❝❦♥❡(( ♦❢

❛❜♦✉# ✹✺ ♠♠ ✐( /❡&✉✐/❡❞ ✐♥ ▼■ ❢♦/ #❤❡ ❝/❛❝❦( #♦ ❛❧(♦ ♦♣❡♥ #❤/♦✉❣❤ #❤❡ #♦♣ ❧❛②❡/ ✐♥(#❡❛❞

♦❢ ❜♦##♦♠ (✉/❢❛❝❡ ♦♥❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② #❡(#( ✐♥ ❙❡/✐❡( ✷✷✵✵✵✱ ✸✶✵✵✵ ❛♥❞ ✸✷✵✵✵ ✇❡/❡ ♥♦#

❛✛❡❝#❡❞ ❜② ✐♥#❡/❛❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ (#/✉❝#✉/❡ ✇✐#❤ ♠❛✐♥❧② #❤❡ #♦♣ ❧❛②❡/✳ ❈♦♥(❡&✉❡♥#❧②✱ #❤❡(❡

✇❡/❡ #❤❡ ♦♥❧② #❡(# /✉♥( ✇❤❡/❡ ♣❡/(✐(#❡♥# ❝♦♥#✐♥✉♦✉( ❝/✉(❤✐♥❣ ❤❛( ❜❡❡♥ ♦❜(❡/✈❡❞✳

❚❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐#② ♦❢ #❤❡ ❝✉//❡♥# (#❛♥❞❛/❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ #♦ ❝/❡❛#❡ ♣❡/(✐(#❡♥# ❝/✉(❤✐♥❣ #✐♠❡ (❡✲

/✐❡( ♦✈❡/ #❤❡ ❡♥#✐/❡ ✐❝❡ ♣/♦♣❡/#② /❛♥❣❡ ✐( ❛ ♠❛❥♦/ ❞♦✇♥(✐❞❡✱ ❛( ❧♦♥❣ ♠❡❛(✉/❡♠❡♥#( ♦❢

❝/✉(❤✐♥❣ ❛/❡ #②♣✐❝❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞ #♦ ❞❡/✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ (#❛#✐(#✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡( ♦♥ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♣❡❛❦

❧♦❛❞( #♦ ❜❡ ❡①♣❡❝#❡❞ ♦♥ ❛ (#/✉❝#✉/❡✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ /❡❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ (✉♣❡/✐♠♣♦(❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣

✐( ✐♥❡✈✐#❛❜❧❡ ❢♦/ /❡❧✐❛❜❧❡ #❡(#( ♦♥ ❝♦♥#✐♥✉♦✉( ❝/✉(❤✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✻✹ ✐❧❧✉(#/❛#❡( #❤❡ ❞✐✛❡/❡♥#

✈✐(✉❛❧ ❛♣♣❡❛/❛♥❝❡ ♦❢ (❡❛ ✐❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❝/✉(❤✐♥❣ ❛❣❛✐♥(# ❝②❧✐♥❞/✐❝❛❧ (#/✉❝#✉/❡( ✇✐#❤

(✐♠✐❧❛/ ❛(♣❡❝# /❛#✐♦✳

✻✳✷✳✷✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ ✐♠♣4♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❢♦4 ❝4✉+❤✐♥❣

■♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✻✳✶✱ ❛ (❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❢♦/ ♠♦❞❡❧ #❡(#( ♦♥ ❋▲■ ❤❛( ❜❡❡♥ (✉❣❣❡(#❡❞✱ ❜✉# ✐# ❤❛( ❜❡❡♥

♣♦✐♥#❡❞ ♦✉# #❤❛# #❤❡ ♣/♦❝❡(( ✐( ❛❝#✉❛❧❧② ❤❛/❞❧② (❝❛❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ (❝❛❧❡❞ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ #❡(#(

❝♦✉❧❞ ♣♦#❡♥#✐❛❧❧② ❜❡ ✉(❡❞ #♦ ❛((❡(( #❤❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❞✉/✐♥❣ ❝♦♥#✐♥✉♦✉( ❝/✉(❤✐♥❣ ♦♥ ❝②❧✐♥❞/✐✲

❝❛❧ (#/✉❝#✉/❡(✱ ✐❢ #❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ♦❢ (✉♣❡/✐♠♣♦(❡❞ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥/❡❛❧✐(#✐❝ #/❛♥(❢❡/ ♦❢ ❜/♦❦❡♥

/✉❜❜❧❡ ✐♥ #❤✐♥ ✐❝❡ ♦/ ❤✐❣❤ ❛(♣❡❝# /❛#✐♦ (❝❡♥❛/✐♦( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦✈❡/❝♦♠❡✳ ■♥ ♦/❞❡/ #♦ /❡❞✉❝❡

#❤❡ (✐❣♥✐✜❝❛♥# ✐♠♣❛❝# ♦❢ #❤✐❝❦♥❡(( ♦♥ #❤❡ ♦❜(❡/✈❡❞ ✐♥#❡/❛❝#✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ #②♣❡ ✐(

✾✾



✻ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ ❝*✉,❤✐♥❣ ❛♥❞ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜*❛3✐♦♥, ✐♥ ♠♦❞❡❧ 3❡,3,

❋✐❣✉$❡ ✻✹✿ ▲❡❢+✿ ❈$✉-❤✐♥❣ ♦❢ -❡❛ ✐❝❡ ❛❣❛✐♥-+ ◆❙● ❧✐❣❤+❤♦✉-❡ ❬✹✷❪✱ $✐❣❤+✿ ❝$✉-❤✐♥❣ ♦❢

♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❛❣❛✐♥-+ ❛ ❝②❧✐♥❞$✐❝❛❧ -+$✉❝+✉$❡ ✇✐+❤ -✐♠✐❧❛$ ❛-♣❡❝+ $❛+✐♦

♣$♦♣♦-❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣$♦✈❡- +❤❡ ❝$✉-❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ✐♥ +❤✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✳

❚❤❡ ❜❛-✐❝ ✐❞❡❛ ❢♦$ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ +②♣❡ ✐♠♣$♦✈❡❞ ❢♦$ ❝$✉-❤✐♥❣ ❢❛✐❧✉$❡ ✭ ✐♠♣#♦✈❡❞ ❝#✉*❤✲

✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ ■❈▼■✮ ✐- ❡❧✐♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ -+$♦♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ +♦♣ ❧❛②❡$ ❛♥❞ ✐♥❝$❡❛-✐♥❣ +❤❡

-+✐✛♥❡-- ♦❢ +❤❡ ✐❝❡ -❤❡❡+✳

▲✐♠✐+❛+✐♦♥- ❢♦$ +❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ♦❢ ■❈▼■ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣$❛❝+✐❝❛❧✐+✐❡-✿ ❈❤❛♥❣✐♥❣ +❤❡ ❜❛-✐♥

✇❛+❡$ ✐♥ +❤❡ ▲■▼❇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡♥-✐✈❡ ❛♥❞ +✐♠❡✲❝♦♥-✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❝✉$$❡♥+ +❛♥❦

✇❛+❡$ ✭✼✪ -♦❞✐✉♠ ❝❤❧♦$✐❞❡ -♦❧✉+✐♦♥✮ ❤❛- +♦ ❜❡ ✉-❡❞✳ ❋✉$+❤❡$♠♦$❡✱ +❤❡ +♦✇✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐+②

♦❢ +❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛$$✐❛❣❡ ❛♠♦✉♥+- +♦ ✺✵ ❦◆✳ ❚❤✉-✱ -♦♠❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ✐❝❡✱ ✐✳❡✳ $❡❞✉❝❡❞

❝♦♠♣$❡--✐✈❡ -+$❡♥❣+❤✱ ✐- $❡Q✉✐$❡❞ +♦ ❡♥❛❜❧❡ +❡-+✐♥❣ ✇✐+❤ $❡❛-♦♥❛❜❧② -✐③❡❞ ♠♦❞❡❧-✳

■♥ +❤❡✐$ ❞✐-❝✉--✐♦♥ ❛❜♦✉+ -❝❛❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✱ S❛❧♠❡$ ❛♥❞ ❉❡♠♣-❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ +❤❛+ ✧✐❝❡ ✐-

❜❡-+ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② $❡❛❧ ✐❝❡✧ ❬✻✻❪✳ ❚❤✐- ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥ ❧❡❛❞- ❜❛❝❦ +♦ +❤❡ ❜❛-✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ $❡♣❧✐❝❛

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❢$♦♠ -♦❧✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝-✱ ✇❤❡$❡ +❤❡ -❛♠❡ ♠❛+❡$✐❛❧ ✐- ✉-❡❞ ❢♦$ +❤❡ ♠♦❞❡❧

❛- ❢♦$ +❤❡ ♣$♦+♦+②♣❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❧❡♥❣+❤ -❝❛❧❡- ❛$❡ ✐♥+$♦❞✉❝❡❞ ❬✹✼❪✳ ❯♥❢♦$+✉♥❛+❡❧②✱ $❡♣❧✐❝❛

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐- ♥♦+ ❢❡❛-✐❜❧❡ ❢♦$ ✐❝❡ ❝$✉-❤✐♥❣ +❡-+- ❞✉❡ +♦ ❡①+$❡♠❡ ✐❝❡ ❧♦❛❞- ❡①♣❡$✐❡♥❝❡❞

❜② +❤❡ -+$✉❝+✉$❡✳ ■❢ ▲✐❣❤+❤♦✉-❡ ◆♦$-+$W♠-❣$✉♥❞ ✐- ❝♦♥-✐❞❡$❡❞ ❛- ❛ ♣♦+❡♥+✐❡❧ ♣$♦+♦+②♣❡

-+$✉❝+✉$❡ +♦ ❜❡ +❡-+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❜❛-✐♥ ✐♥ $❡♣❧✐❝❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛ ❣❡♦♠❡+$✐❝ -❝❛❧❡ ❢❛❝+♦$ ♦❢ λ = 10
✐- $❡❛-♦♥❛❜❧❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ -✉✐+❛❜❧❡ -+$✉❝+✉$❡ ✇✐❞+❤ ✭✵✳✼✻ ♠✱ ✼✪ ♦❢ ❜❛-✐♥ ✇✐❞+❤✮✳ ❚❤❡ ✐❝❡

❧♦❛❞ ✐- +❤❡♥ ❡①♣❡❝+❡❞ +♦ -❝❛❧❡ ❜② λ2 = 100 ❞✉❡ +♦ +❤❡ $❡❞✉❝❡❞ -+$✉❝+✉$❡ ❞✐❛♠❡+❡$ ❛♥❞
❡Q✉❛❧❧② $❡❞✉❝❡❞ ✐❝❡ +❤✐❝❦♥❡--✳ ❈❤♦♦-✐♥❣ ❡✈❡♥+ ✸✵✵✸✲✵✹✵✵✲✵✶ ✇✐+❤ -❡✈❡$❡ ❋▲■✱ +❤✐- ✇♦✉❧❞

❧❡❛❞ +♦ ❛❧♠♦-+ ✺✵ ❦◆ -+❛+✐❝ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ♠♦$❡ +❤❛♥ ✶✵ ❦◆ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✭-❡❡ ❚❛❜✳

✷✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ❝❧❡❛$❧② ❛❜♦✈❡ ❢❡❛-✐❜✐❧✐+② ❧✐♠✐+- ✐♥ +❤❡ ❜❛-✐♥✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ✐❞❡❛ ❢♦$ ■❈▼■ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+ ✐- +❤❡$❡❢♦$❡ +♦ ❝$❡❛+❡ ❛ ♠♦$❡ ♥❛+✉$❛❧ ✐❝❡

✉♥❞❡$ ❧❛❜♦$❛+♦$② ❝♦♥❞✐+✐♦♥-✱ ✇❤✐❝❤ $❡✢❡❝+- -❡❛ ✐❝❡ ♣$♦♣❡$+✐❡- ❛- ❣♦♦❞ ❛- ♣♦--✐❜❧❡✱ ❛♥❞

+♦ ✇❡❛❦❡♥ +❤❡ ✐❝❡ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥+❛✐♥✐♥❣ +❤❡-❡ ♣$♦♣❡$+✐❡- +♦ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦--✐❜❧❡ ❡①+❡♥+✳

❆♥② ✐❝❡ ❣$♦✇♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛-✐♥ ✐- ✐♥ ❛ ✇❛② ✧♠♦❞❡❧ ✐❝❡✧ ❛♥❞ ❞✐✛❡$- ❢$♦♠ -❡❛ ✐❝❡ ✐♥

✐+- ❝$②-+❛❧❧✐♥❡ -+$✉❝+✉$❡ ❛♥❞ +❤❡$❡❢♦$❡ ❛❧-♦ ✐♥ ✐+- ♠❛+❡$✐❛❧ ♣$♦♣❡$+✐❡-✳ ❙❡❛ ✐❝❡ ❣$♦✇- ♦✈❡$

-❡✈❡$❛❧ ♠♦♥+❤-✳ ❚❤❡ ✇❛+❡$ +❡♠♣❡$❛+✉$❡ ❝♦♥+✐♥✉♦✉-❧② ❞❡❝$❡❛-❡- ✇❤❡♥ -❡❛-♦♥- +✉$♥ +♦

✇✐♥+❡$✳ ❋✐$-+ ✐❝❡ ❝$②-+❛❧- ❢♦$♠ ♦♥ +❤❡ ✇❛+❡$ -✉$❢❛❝❡ ❡①♣♦-❡❞ +♦ +❤❡ ❝♦❧❞ ❛✐$✳ ❚❤❡-❡

❝$②-+❛❧- ❣$♦✇ ♣$✐♠❛$✐❧② ✐♥ ❤♦$✐③♦♥+❛❧ ❞✐$❡❝+✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❣❧♦♠❡$❛+❡✱ ♦❢+❡♥ ✇✐+❤ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧

-♥♦✇✱ +♦ ❧❛$❣❡$ -+$✉❝+✉$❡- -✉❝❤ ❛- ❢$❛③✐❧❡ ♦$ ♣❛♥❝❛❦❡ ✐❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦$♠ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥❣❧♦♠❡$❛+❡-
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■. ♣$♦✈❡, .❤❡ ❛,♣✐$❡❞ ❝$②,.❛❧❧✐♥❡ ,.$✉❝.✉$❡✱ ❛♥❞ ,❤♦✇, ,✐❣♥✐✜❝❛♥.❧② ❧❛$❣❡$ ❝$②,.❛❧, .❤❛♥

▼■ ✭❝♦♠♣❛$❡ ❋✐❣✳ ✾ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✷✮✳

❚❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ ■❈▼■ ✐, ✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛,,❡,,❡❞ ❜② .❤$❡❡ ❛♣♣$♦❛❝❤❡,✿ ❱✐,✉❛❧ ❝♦♠✲

♣❛$✐,♦♥ ♦❢ .❤❡ ❝$✉,❤✐♥❣ ♣$♦❝❡,,✱ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛,✉$❡❞ ❧♦❛❞,✱ ❛♥❞ ❛,,❡,,♠❡♥. ♦❢ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐❝❡ ♣$♦♣❡$.✐❡,✳
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❱✐"✉❛❧ ❝♦♠♣❛*✐"♦♥

■♥ ❙❡$✐❡& ✷✼✵✵✵ ✭■❈▼■✮ ❛♥❞ ✷✹✵✵✵ ✭▼■✮✱ 2❤❡ &❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐2❤ ✶✷✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡2❡$ ✇❛&

♣✉&❤❡❞ 2❤$♦✉❣❤ 2❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡2✳ ❆ ✈✐&✉❛❧ ❝♦♠♣❛$✐&♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ✐♥ 2❤❡ 2✇♦ ✐❝❡ 2②♣❡& ✐&

&❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✼✳ ❇♦2❤ ♣✐❝2✉$❡& ✇❡$❡ 2❛❦❡♥ ❢$♦♠ ❡✈❡♥2& ♦❢ ❝♦♥2✐♥✉♦✉& ❝$✉&❤✐♥❣✳ ❚❤❡$❡ ✐&

❝♦♥&✐❞❡$❛❜❧② ♠♦$❡ ❝$✉&❤❡❞ ✐❝❡ ❡①♣❡❧❧❡❞ ♦♥2♦ 2❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡2 ✐♥ ■❈▼■✳ ❲❤✐❧❡ ✢♦♦❞❡❞ ❛❡$✐❛❧&

❞❡✈❡❧♦♣ ❞✉$✐♥❣ ❝$✉&❤✐♥❣ ✐♥ ▼■✱ ♥♦ &✉❜♠❡$❣❡♥❝❡ ♦❝❝✉$& ✐♥ ■❈▼■✳

❚❤❡ ❧✐♠✐2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✢❡①✉$❛❧ ❞❡❢♦$♠❛2✐♦♥ ❛♥❞ ♣$❡✈❡♥2✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ &❤❡❡2 &✉❜♠❡$❣❡♥❝❡ ✐& ❛

♠❛❥♦$ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥2 ♦❢ ■❈▼■ ❝♦♠♣❛$❡❞ 2♦ ▼■✳

❋✐❣✉$❡ ✻✼✿ M❤♦2♦❣$❛♣❤& ❢$♦♠ ❘✉♥ ✷✼✵✷✵ ✭■❈▼■✱ ❧❡❢2✮ ❛♥❞ ❘✉♥ ✷✹✵✶✵ ✭▼■✱ $✐❣❤2✮ ✇✐2❤

✐♥❞✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ❝$✉&❤❡❞ ✐❝❡ ❛♥❞ ✢♦♦❞❡❞ ❛❡$✐❛❧& ♦♥ 2❤❡ ✐❝❡ &❤❡❡2✳

❊✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ♠❡❛"✉*❡♠❡♥."

❊①❡♠♣❧❛$② ❝♦♥2❛❝2 ❛♥❞ ♣$❡&&✉$❡ ❞✐&2$✐❜✉2✐♦♥& $❡❝♦$❞❡❞ ❜② 2❤❡ ❞❡2❛✐❧❡❞ 2❛❝2✐❧❡ &❡♥&♦$&

❛$❡ &❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✽✳ ❚❤❡ ❝♦♥2❛❝2 ✐♥ ■❈▼■ ✈✐&✉❛❧❧② ❛❣$❡❡& 2♦ 2❤❡ ■❙❖ ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡

❝$✉&❤✐♥❣ ♣$♦❝❡&& ✭❙❡❝✳ ✷✳✷✳✸✮✱ ❛& ❧♦❝❛2✐♦♥ ❛♥❞ ✐$$❡❣✉❧❛$ ❞✐&2$✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ ♣$❡&&✉$❡ ✐♥ ❤✐❣❤

♣$❡&&✉$❡ ③♦♥❡& ❛$❡ ♠♦$❡ $❡❛❧✐&2✐❝✳

❊①❡♠♣❧❛$② 2✐♠❡ ❤✐&2♦$✐❡& ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ♦$✐❣✐♥❛2✐♥❣ ❢$♦♠ ▼■ ❛♥❞ ■❈▼■ ❝$✉&❤✐♥❣ ❛2

❛ &✐♠✐❧❛$ ✐♥❞❡♥2❛2✐♦♥ &♣❡❡❞ ❛$❡ ♣$❡&❡♥2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✾✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐2❤ 2❤❡✐$ &♣❡❝2$❛ ♦❜2❛✐♥❡❞

❢$♦♠ ❋❋❚✳ ❚❤❡ ❛&♣✐$❡❞ ✐$$❡❣✉❧❛$✱ ❜$♦❛❞✲❜❛♥❞ ❝❤❛$❛❝2❡$✐&2✐❝ ♦❢ ❝$✉&❤✐♥❣ ❧♦❛❞ 2✐♠❡ &❡$✐❡&

✐& ✈✐&✐❜❧❡ ✐♥ ❜♦2❤ ✐❝❡ 2②♣❡&✳

❋✐❣✉$❡ ✼✵ ❝♦♠♣❛$❡& 2❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ $❛2✐♦ η ❜❡2✇❡❡♥ ❛✈❡$❛❣❡ ❋▲■ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞& ✐♥ ■❈▼■

✇✐2❤ 2❤❡ $❡&✉❧2& ❢$♦♠ ▼■ 2❡&2&✳ ❉❡&♣✐2❡ 2❤❡ ❝♦♥&✐❞❡$❛❜❧② &♠❛❧❧❡$ ❞❛2❛ ❜❛&❡ ❢$♦♠ ■❈▼■

2❡&2&✱ ❛ &❤✐❢2 ♦❢ η 2♦✇❛$❞& ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡& ✐& ❝❧❡❛$❧② ✈✐&✐❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ 2❤❡ ❡✛❡❝2 ♦❢ &✐♠✉❧2❛♥❡✲

♦✉& ♣$❡&&✉$❡ ✐♥❝$❡❛&❡ ❛♥❞ ❝♦♥2❛❝2 ❛$❡❛ ✈❛$✐❛2✐♦♥ ✐& ♠♦$❡ ♣$♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ■❈▼■✱ $❡&✉❧2✐♥❣

✐♥ ❛ &❤✐❢2 ♦❢ ❝$✐2✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐2✐❡& ❝♦♠♣❛$❡❞ 2♦ ▼■ &❝❡♥❛$✐♦&✳ ❖2❤❡$ ❝❤❛$❛❝2❡$✐&2✐❝ ✈❛❧✉❡&✱ ✐✳❡✳

β✱ γ ❛♥❞ ❉❆❋ ❛$❡ ♥♦2 &✐❣♥✐✜❝❛♥2❧② ❛✛❡❝2❡❞ ❜② 2❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐❝❡ 2②♣❡ ✭❝♦♠♣❛$❡ $❡&✉❧2&

✐♥ ❆♣♣✳ ❈✳✶✮✳

▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣*♦♣❡*.✐❡" ♦❢ ■❈▼■

▼❡❛&✉$❡❞ ■❈▼■ ✐❝❡ ♣$♦♣❡$2✐❡& ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✻ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡❞ 2♦ 2❤❡ &2❛♥❞❛$❞ ♠♦❞❡❧

✐❝❡ ✭▼■✮ &❤❡❡2 ❣$♦✇♥ ❢♦$ ❙❡$✐❡& ✷✹✵✵✵✳ ❚❤❡ ♠❡❛&✉$❡♠❡♥2& ✐♥❞✐❝❛2❡ 2❤❛2 2❤❡ [✉❛❧✐2② ♦❢
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❋✐❣✉$❡ ✻✽✿ ❊①❡♠♣❧❛$② $❛✇ 1❛❝1✐❧❡ ♠❡❛3✉$❡♠❡♥13 ✭❙❡♥3♦$ ❉✮ 3❤♦✇✐♥❣ ❝♦♥1❛❝1 ❛♥❞ ❝♦$$❡✲

3♣♦♥❞✐♥❣ ♣$❡33✉$❡ ❞✐31$✐❜✉1✐♦♥ ❞✉$✐♥❣ ❝$✉3❤✐♥❣ ✐♥ ■❈▼■ ✭❧❡❢1✮ ❛♥❞ ▼■ ✭$✐❣❤1✮✳

❲❤✐❧❡ 1❤❡ $✐❣❤1 ❞✐31$✐❜✉1✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛1❡3 ✐♥1❡$❛❝1✐♦♥ ✇✐1❤ 1❤❡ 1♦♣ ❧❛②❡$✱ 1❤❡ ❧❡❢1

❞✐31$✐❜✉1✐♦♥ ✐3 3✐♠✐❧❛$ 1♦ 1❤❡ ❞❡3✐$❡❞ ❝❤❛$❛❝1❡$✐31✐❝ ✐❧❧✉31$❛1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳

1❤❡ ■❈▼■ ✐❝❡ 3❤❡❡1 ✐3 3❛1✐3❢②✐♥❣✱ ❛3 ♠♦31 ♣$♦♣❡$1✐❡3 ❛$❡ ✐♥ 1❤❡ ❡①♣❡❝1❡❞ $❛♥❣❡ ❛♥❞ 3❤♦✇

❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ 3❝❛11❡$ ❛3 ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼■✳ ❘❛1✐♦ ♦❢ ✢❡①✉$❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣$❡33✐✈❡ 31$❡♥❣1❤ ❛3 ✇❡❧❧

❛3 $❛1✐♦ ♦❢ ✢❡①✉$❛❧ 31$❡♥❣1❤ ❛♥❞ I✉❛❧✐1❛1✐✈❡ ❡❧❛31✐❝ ♠♦❞✉❧✉3

✷✷

❤❛✈❡ ❝❧❡❛$❧② ✐♠♣$♦✈❡❞✳

❆ ♠❛❥♦$ ✐33✉❡ ✐3 1❤❡ ✢❡①✉$❛❧ 31$❡♥❣1❤ ♠❡❛3✉$❡♠❡♥1✿ ❚❤❡ ❝❛♥1✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠ 1❡313 ✇❡$❡

♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 1♦ ❍❙❱❆✬3 31❛♥❞❛$❞ ♣$♦❝❡❞✉$❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡3 1❤❡ ✇✐❞1❤ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠

❜❛3❡❞ ♦♥ 1❤❡ ✐❝❡ 1❤✐❝❦♥❡33 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■❚❚❈ $❡❝♦♠♠❡♥❞❛1✐♦♥3 ❬✽❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛1✐♦♥ ♦❢ ✢❡①✉$❛❧

31$❡♥❣1❤ σf ❜❛3❡3 ♦♥ 1❤❡ ❛33✉♠♣1✐♦♥ 1❤❛1 1❤❡ ❝❛♥1✐❧❡✈❡$ ❢❛✐❧3 ❛1 1❤❡ $♦♦1✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 1❤❡

■❈▼■ ❝❛♥1✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠3 ❛$❡ 3♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛$❡❞ 1♦ 1❤❡ ❝$②31❛❧ 3✐③❡ ♦❢ 1❤❡ ♥❡✇ ✐❝❡✳ ❆3 ✐❝❡ 1❡♥❞3

1♦ ❢❛✐❧ ❛❧♦♥❣ ❝$②31❛❧ ❜♦✉♥❞❛$✐❡3 ✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣✱ 1❤❡ ❝$❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ■❈▼■ ❝❛♥1✐❧❡✈❡$ ♦❢1❡♥ ❞♦❡3

♥♦1 $✉♥ 31$❛✐❣❤1 ❛❧♦♥❣ 1❤❡ $♦♦1 ♦❢ 1❤❡ ❜❡❛♠ ❜✉1 ❝❧♦3❡$ 1♦ 1❤❡ 1✐♣✱ ❛♥❞ ❛❧3♦ ♦❢1❡♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥

✐$$❡❣✉❧❛$ 1$❛❝❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♣♣❧✐❡❞ 1❤❡♦$❡1✐❝❛❧ ❢♦$♠✉❧❛ ❢♦$ 31$❡♥❣1❤ ❝❛❧❝✉❧❛1✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦$$❡✲

3♣♦♥❞✐♥❣ ❛33✉♠♣1✐♦♥3 ♦♥ 1❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛3❡ ❛$❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡$ ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ 1❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ 31$❡♥❣1❤

✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡$3 ❢$♦♠ ❛❝1✉❛❧ ✢❡①✉$❛❧ 31$❡♥❣1❤✳ ❙1✐❧❧✱ 1❤❡ ♠❡❛3✉$❡♠❡♥13 ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛1✐♦♥ ♦♥
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❣❛@❡ ✐❝❡ ♣'❡33✉'❡3 ♦♥ ✈❡'@✐❝❛❧ ♣✐❡'3✳ ❏♦✉1♥❛❧ ♦❢ ●❧❛❝✐♦❧♦❣②✱ ✽✶✿✸✵✶✕✸✶✷✱ ✶✾✼✼✳

❬✶✶❪ ❆✳ ❊♥❣❡❧❜'❡❦@3♦♥✳ ❖❜3❡'✈❛@✐♦♥3 ♦❢ ❛ '❡3♦♥❛♥❝❡ ✈✐❜'❛@✐♥❣ ❧✐❣❤@❤♦✉3❡ 3@'✉❝@✉'❡ ✐♥

♠♦✈✐♥❣ ✐❝❡✳ ■♥ 01♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ 7❤❡ ❙❡✈❡♥7❤ ■♥7❡1♥❛7✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡1❡♥❝❡ ♦♥ 0♦17 ❛♥❞

❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡1✐♥❣ ✉♥❞❡1 ❆1❝7✐❝ ❈♦♥❞✐7✐♦♥)✱ ❍❡❧3✐♥❦✐✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✷❪ ❆✳ ❊♥❣❡❧❜'❡❦@3♦♥✳ ❆♥ ✐❝❡✲3@'✉❝@✉'❡ ✐♥@❡'❛❝@✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛3❡❞ ♦♥ ♦❜3❡'✈❛@✐♦♥3 ✐♥ @❤❡

●✉❧❢ ♦❢ ❇♦@❤♥✐❛✳ ■♥ 01♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ 7❤❡ 0❖❆❈ ✽✾ ❈♦♥❢❡1❡♥❝❡ ♦♥ 0♦17 ❛♥❞ ❖❝❡❛♥

❊♥❣✐♥❡❡1✐♥❣ ✉♥❞❡1 ❆1❝7✐❝ ❈♦♥❞✐7✐♦♥)✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡3 ✺✵✹✕✺✶✾✱ ✶✾✽✾✳

✶✶✵
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❬✶✸❪ ❑✳✲❯✳ ❊✈❡+, ❛♥❞ 0✳ ❏♦❝❤♠❛♥♥✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ 7❡❝❤♥✐9✉❡ 7♦ ✐♠♣+♦✈❡ 7❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣+♦♣❡+7✐❡, ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥

❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱ ❍❛♠❜✉+❣✱ ●❡+♠❛♥②✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✹❪ ❉✳ ❋✐♥♥✱ ❙✳ ❏♦♥❡,✱ ❛♥❞ ■✳ ❏♦+❞❛❛♥✳ ❱❡+7✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❡❞❣❡✲✐♥❞❡♥7❛7✐♦♥ ♦❢ ❢+❡,❤✲

✇❛7❡+ ✐❝❡ ,❤❡❡7,✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✺❪ ❘✳ ❋+❡❞❡+❦✐♥❣✳ ■❝❡ ♣+❡,,✉+❡ ✈❛+✐❛7✐♦♥, ❞✉+✐♥❣ ✐♥❞❡♥7❛7✐♦♥✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡

✶✼+❤ ■❆❍❘ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦)✐✉♠ ♦♥ ■❝❡✱ ❙7✳ 0❡7❡+,❜✉+❣✱ ❘✉,,✐❛✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✻❪ ❘✳ ❋+❡❞❡+❦✐♥❣✳ ❚✐❧7♠❡7❡+ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ ❛7 ◆♦+,7+T♠,❣+✉♥❞ ▲✐❣❤7❤♦✉,❡✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✲

✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✶✽+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✉♥❞❡!

❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱ 0♦7,❞❛♠✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✼❪ ❘✳ ●❛❣♥♦♥✳ ❈♦♥,✐,7❡♥7 ♦❜,❡+✈❛7✐♦♥, ♦❢ ✐❝❡ ❝+✉,❤✐♥❣ ✐♥ ❧❛❜♦+❛7♦+② 7❡,7, ❛♥❞ ✜❡❧❞

❡①♣❡+✐♠❡♥7, ❝♦✈❡+✐♥❣ 7❤+❡❡ ♦+❞❡+, ♦❢ ♠❛❣♥✐7✉❞❡ ✐♥ ,❝❛❧❡✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✶✺+❤

■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥) ✱

❊,♣♦♦✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✽❪ ❘✳ ●❛❣♥♦♥✳ ❆♥ ✐♥,✐❞❡ ❧♦♦❦ ❛7 ✐❝❡✲❝+✉,❤✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜+❛7✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❦✲✐♥✳ ■♥

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✶)+ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣

✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✾❪ ❍✳ ●+❛✈❡,❡♥✱ ❙✳▲✳ ❙[+❡♥,❡♥✱ 0✳ ❱[❧✉♥❞✱ ❆✳ ❇❛+❦❡+✱ ❛♥❞ ●✳❲✳ ❚✐♠❝♦✳ ■❝❡ ❧♦❛❞✐♥❣

♦♥ ❉❛♥✐,❤ ❲✐♥❞ ❚✉+❜✐♥❡,✳ 0❛+7 ✷✿ ❆♥❛❧②,❡, ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ 7❡,7 +❡,✉❧7,✳ ❈♦❧❞

❘❡❣✐♦♥) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✹✶✭✶✮✿✷✺✕✹✼✱ ✷✵✵✺✳

❬✷✵❪ ❋✳ ●✉♦✳ ❆♥❛❧②,✐, ♦❢ 7❤❡ ❦❡② ♣❛+❛♠❡7❡+, ✐♥ ✐❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢+❡9✉❡♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥✳ ■♥

 !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✷♥❞ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣

✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱  ❖❆❈✶✸✱ ❊,♣♦♦✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✶❪ ❚✳ ❍❛♠♠❡+✱ ❏✳ ❑♦♥✐♥❣✱ ❑✳ ✈❛♥ ❇❡❡❦✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍❡♥❞+✐❦,❡✳ ❆ ✷❞ ♠♦7✐♦♥✲❝♦♥7+♦❧❧❡❞

7❡,7 ,❡7✉♣ ❢♦+ ❜❛,✐♥ 7❡,7, ❛✐♠❡❞ ❛7 ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲,7+✉❝7✉+❡ ✐♥7❡+❛❝7✐♦♥✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣)

♦❢ +❤❡ ✷✻+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥  ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝

❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱ ▼♦,❝♦✇✱ ❘✉,,✐❛✱ ✷✵✷✶✳

❬✷✷❪ ❍✳ ❍❡♥❞+✐❦,❡✳ ■❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜!❛+✐♦♥) ♦❢ ✈❡!+✐❝❛❧❧② )✐❞❡❞ ♦✛)❤♦!❡ )+!✉❝+✉!❡) ✳ 0❤❉

7❤❡,✐,✱ ❉❡❧❢7 ❯♥✐✈❡+,✐7② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✶✼✳

❬✷✸❪ ❍✳ ❍❡♥❞+✐❦,❡ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡7+✐❦✐♥❡✳ ■♥7❡+♣+❡7❛7✐♦♥ ❛♥❞ ♣+❡❞✐❝7✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐✲

❜+❛7✐♦♥, ❜❛,❡❞ ♦♥ ❝♦♥7❛❝7 ❛+❡❛ ✈❛+✐❛7✐♦♥✳ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞) ❛♥❞

❙+!✉❝+✉!❡)✱ ✷✵✶✺✳

❬✷✹❪ ❍✳ ❍❡♥❞+✐❦,❡ ❛♥❞ ❆✳ ▼❡7+✐❦✐♥❡✳ ■❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜+❛7✐♦♥, ❛♥❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥)

❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✶✸✶✿✶✷✾✕✶✹✶✱ ✷✵✶✻✳

✶✶✶
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❬✷✺❪ ❍✳ ❍❡♥❞)✐❦,❡✱ ▼✳ ❙❡✐❞❡❧✱ ❆✳ ▼❡2)✐❦✐♥❡✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲5,❡2✳ ■♥✐2✐❛❧ )❡,✉❧2, ♦❢ ❛ ,2✉❞②

✐♥2♦ 2❤❡ ❡,2✐♠❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥2 ♦❢ ❢)❡?❡✉♥❝② ❧♦❝❦✲✐♥ ❢♦) ♦✛,❤♦)❡ ,2)✉❝2✉)❡,

,✉❜❥❡❝2❡❞ 2♦ ✐❝❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣) ♦❢ +❤❡ ✷✹+❤ ■♥+❡!♥❛+✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥

 ♦!+ ❛♥❞ ❖❝❡❛♥ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣ ✉♥❞❡! ❆!❝+✐❝ ❈♦♥❞✐+✐♦♥)✱ ❇✉,❛♥✱ ❑♦)❡❛✱ ✷✵✶✼✳

❬✷✻❪ ❍✳ ❍❡♥❞)✐❦,❡✱ ●✳ ❩✐❡♠❡)✱ ❛♥❞ ❈✳ ❖✇❡♥✳ ❊①♣❡)✐♠❡♥2❛❧ ✈❛❧✐❞❛2✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦)

♣)❡❞✐❝2✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲,2)✉❝2✉)❡ ✐♥2❡)❛❝2✐♦♥✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ✶✺✶✱ ✷✵✶✽✳

❬✷✼❪ ●✳ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ T✳ ▲✐✉✳ ❆ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ✐❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ✈✐❜)❛2✐♦♥ ♦❢ ,2)✉❝2✉)❡,✳

❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ❖✛)❤♦!❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝) ❛♥❞ ❆!❝+✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✽❪ ❨✳ ❍✉❛♥❣✱ ◗✳ ❙❤✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙♦♥❣✳ ▼♦❞❡❧ 2❡,2 ,2✉❞② ♦❢ 2❤❡ ✐♥2❡)❛❝2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ ✐❝❡

❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥2 ✈❡)2✐❝❛❧ ♥❛))♦✇ ,2)✉❝2✉)❡✳ ❈♦❧❞ ❘❡❣✐♦♥) ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

✷✵✵✼✳

❬✷✾❪ ■♥2❡)♥❛2✐♦♥❛❧ ❙2❛♥❞❛)❞ ❖)❣❛♥✐③❛2✐♦♥✳ ■❙❖ ✶✾✾✵✻✿✷✵✶✵✳  ❡+!♦❧❡✉♠ ❛♥❞ ♥❛+✉!❛❧ ❣❛)
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✇❤✐❝❤ ❢♦(♠& '❤❡ ❜❛&✐& ❢♦( '❤❡ ♣(❡&❡♥'❡❞ '❤❡&✐&✱ ❛(❡ ❝♦❧❧❡❝'❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋✐(&'✱ '❤❡ ♠❡'❤♦❞&

'♦ ❛&&❡&& '❤❡&❡ ♣❛(❛♠❡'❡(& ❛(❡ ❜(✐❡✢② ❞❡&❝(✐❜❡❞ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &✉❜&❡❝'✐♦♥✳

❆✳✶✳ ❉❡%❡&♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ♣❤②0✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡%❡&0

<❤②&✐❝❛❧ ♣❛(❛♠❡'❡(& ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ❛♥❞ '❤❡ '❡&' &❡'✉♣ ♥❡❡❞ '♦ ❜❡ ❛&&❡&&❡❞ ❢♦( ❡❛❝❤

'❡&'✳ ❚❤❡ ❞❡'❡(♠✐♥❛'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞& ❛(❡ ❞❡&❝(✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆❝'✉❛❧ ✈❛❧✉❡& ❢♦( ❛❧❧ '❡&' (✉♥&

❛(❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤✐& ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❉❡"❡#♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ ✐❝❡ ♣#♦♣❡#"✐❡,

■❝❡ ♣$♦♣❡$&✐❡( ✇❡$❡ ❞❡&❡$♠✐♥❡❞ ❞✉$✐♥❣ &❤❡ ■❱❖❙ ♣$♦❥❡❝& ❛❝❝♦$❞✐♥❣ &♦ (&❛♥❞❛$❞ ♣$♦✲

❝❡❞✉$❡(✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡(❝$✐♣&✐♦♥( ❛♥❞ ✜❣✉$❡( ❛$❡ &❛❦❡♥ ❢$♦♠ ❍❙❱❆✬( (&❛♥❞❛$❞ $❡♣♦$&

&❡♠♣❧❛&❡ ❆♣♣ ❆ ❍❙❱❆ ❙%❛♥❞❛)❞ ▼♦❞❡❧ ■❝❡✱ ✇✐&❤ ♠✐♥♦$ ❛❞❥✉(&♠❡♥&( ✇❤❡$❡✈❡$ $❡❧❡✈❛♥&

❢♦$ &❤❡ ♣$❡(❡♥&❡❞ (&✉❞②✳

■❝❡ #❤✐❝❦♥❡((

❚❤❡ &❤✐❝❦♥❡(( ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡✈❡❧ ✐❝❡ ✐( ♠❡❛(✉$❡❞ ❛❢&❡$ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐❝❡ &❡(& ❜② ❛ (❧✐❞❡ ❝❛❧✐♣❡$

$✉❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛(✉$❡♠❡♥&( ❛$❡ &❛❦❡♥ ❡✈❡$② ♠❡&❡$ ♦♥ ♦♥❡ (✐❞❡ ♦❢ &❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ &❤❡ ❜$♦❦❡♥

❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆❧❧ ♠❡❛(✉$❡❞ ✈❛❧✉❡( ❛$❡ ❛✈❡$❛❣❡❞ ♦✈❡$ &❤❡ ❧❡♥❣&❤ ♦❢ &❤❡ &❡(& &$❛❝❦ &♦ ♦❜&❛✐♥

&❤❡ &❤✐❝❦♥❡(( ✈❛❧✉❡ $❡♣$❡(❡♥&❛&✐✈❡ ❢♦$ &❤❡ $❡(♣❡❝&✐✈❡ &❡(&(✳

❋❧❡①✉-❛❧ (#-❡♥❣#❤

❚❤❡ ✢❡①✉$❛❧ (&$❡♥❣&❤ ✐( ❞❡&❡$♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛♥&✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠ &❡(&(✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ✐( ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐&❤

❛♥ ❡❧❡❝&$✐❝❛❧❧② ❞$✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ✐( $❡❝♦$❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐♠❡♥(✐♦♥(

❛$❡ ✶h  ✷h  ✻h✱ ✇❤❡$❡ ❤ ✐( &❤❡ ✐❝❡ &❤✐❝❦♥❡((✳

❚❤❡ ✢❡①✉$❛❧ (&$❡♥❣&❤ ✐( ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ❢$♦♠ &❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❢♦$❝❡ ♠❡❛(✉$❡♠❡♥&( ❜② ✉(✐♥❣ &❤❡

❡I✉❛&✐♦♥✿

σf =
6FL

Bh2
ice

✭✹✶✮

❚❤❡$❡✐♥✱ F ✐( &❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❧♦❛❞ ✐❞❡♥&✐✜❡❞ ❢$♦♠ &❤❡ ❢♦$❝❡ ♠❡❛(✉$❡♠❡♥&✱ L ✐( &❤❡ ❧❡♥❣&❤

♦❢ &❤❡ ❜❡❛♠ ✭❧♦❛❞ ♣♦✐♥& &♦ $♦♦&✮✱ B &❤❡ ✇✐❞&❤ ♦❢ &❤❡ ❜❡❛♠ ✭❛& &❤❡ $♦♦&✮✱ ❛♥❞ h
✐❝❡

&❤❡

&❤✐❝❦♥❡(( ♦❢ &❤❡ ✐❝❡✳

❋♦$ ❧❡✈❡❧ ✐❝❡ &❡(&(✱ (&$❡♥❣&❤ ♠❡❛(✉$❡♠❡♥&( ❛$❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉& (❡✈❡$❛❧ &✐♠❡( ❞✉$✐♥❣ &❤❡ &❡♠✲

♣❡$✐♥❣ ♣❤❛(❡ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❞✐$❡❝&❧② ❜❡❢♦$❡ ♦$ ❛❢&❡$ &❤❡ &❡(& ✐( ♣❡$❢♦$♠❡❞✳ ❲❤❡♥❡✈❡$ ♣♦((✐❜❧❡✱

&❤❡ (&$❡♥❣&❤ ✐( ♠❡❛(✉$❡❞ ❛& ❢♦✉$ ❞✐✛❡$❡♥& ❧♦❝❛&✐♦♥( ❞✐(&$✐❜✉&❡❞ ♦✈❡$ &❤❡ &❛♥❦ ❧❡♥❣&❤✳

❚❤$❡❡ ❝❛♥&✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠( ❛$❡ ♣$❡♣❛$❡❞ ❛& ❡❛❝❤ ❧♦❝❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣$❡♣❛$❡❞ ❝❛♥&✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠(

❛♥❞ ❛ (❝❤❡♠❛&✐❝ ✐❧❧✉(&$❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &❡(& (❡&✉♣ ❛$❡ (❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✶

❈♦♠♣-❡((✐✈❡ (#-❡♥❣#❤

❯♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣$❡((✐♦♥ &❡(&( ❛$❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉& ♦♥ ❛ $✐❣✐❞ ❝❧♦(❡❞ ❧♦♦♣ ❝♦♥&$♦❧❧❡❞ &❡(& ❢$❛♠❡

✶✶✾



❆ ❉❡#❛✐❧' ♦♥ ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ♠♦❞❡❧ #❡'#' ❆♣♣❡♥❞✐①

❋✐❣✉$❡ ✼✶✿ ❈❛♥,✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠1 ♣$❡♣❛$❡❞ ❢♦$ ✢❡①✉$❛❧ 1,$❡♥❣,❤ ,❡1,✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉1,$❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

✢❡①✉$❛❧ 1,$❡♥❣,❤ ♠❡❛1✉$❡♠❡♥, 1❡,✉♣✳ ❋$♦♠ ❍❙❱❆ $❡♣♦$, ,❡♠♣❧❛,❡✳

✉1✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝,$✐❝ ❛❝,✉❛,♦$ ❢♦$ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ❛1 ✐, ❤❛1 ,❤❡ ❤✐❣❤❡1, ❛❝❝✉$❛❝② ✇✐,❤ $❡1♣❡❝,

♦❢ 1,$❛✐♥ $❛,❡ ❝♦♥,$♦❧✳ B$✐1♠❛,✐❝ ✐❝❡ 1❛♠♣❧❡1 ❤❛✈✐♥❣ ❛ 1✐③❡ ♦❢ ✶h  ✷h  ✹h✱ ✇✐,❤ h ❜❡✐♥❣
,❤❡ ✐❝❡ ,❤✐❝❦♥❡11✱ ❛$❡ ❝✉, ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ,✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❧❛,❡1 ♦❢ ,❤❡ ,❡1, ❢$❛♠❡✳

❋✐❣✳ ✼✷ 1❤♦✇1 1✉❝❤ ❛♥ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥,✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝$♦11❤❡❛❞ ♠♦✈❡♠❡♥, ✐1 $❡❝♦$❞❡❞ ❛♥❞ ,❤❡ $❡1✉❧,1 ❛$❡ ♣$❡1❡♥,❡❞

❛1 ❧♦❛❞ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ❝✉$✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣$❡11✐✈❡ 1,$❡♥❣,❤ ✐1 ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❧♦❛❞

✐❞❡♥,✐✜❡❞ ❢$♦♠ ,❤✐1 ❝✉$✈❡ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠✉❧❛✿

σc =
F

h
✐❝❡

B
✭✹✷✮

❚❤❡$❡✐♥✱ F ✐1 ,❤❡ ❢❛✐❧✉$❡ ❢♦$❝❡✱ h
✐❝❡

✐❝❡ ,❤✐❝❦♥❡11✱ ❛♥❞ B 1♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐❞,❤✳ ❍❡♥❝❡✱ h ❛♥❞
B ❝♦♥1,✐,✉,❡ ,❤❡ ❝$♦11✲1❡❝,✐♦♥❛❧ ❛$❡❛✳

❉❡♥#✐%② ❛♥❞ ❙❛❧✐♥✐%②

❆, ❍❙❱❆ ❛ 1♣❡❝✐❛❧ ♠❡,❤♦❞ ,♦ ❞❡,❡$♠✐♥❡ ✐❝❡ ❞❡♥1✐,② ✐1 ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■❝❡ 1❛♠♣❧❡1 ✭✶✷✵♠♠  

✶✷✵♠♠  h
✐❝❡

✮ ❛$❡ 1❛♠♣❧❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ 1❤❡❡, ❛, ❧♦❝❛,✐♦♥1 ✇❤❡$❡ ❝❛♥,✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠

,❡1,1 ❛$❡ ❝❛$$✐❡❞ ♦✉, ❛♥❞ 1,♦$❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛1,✐❝ ❜♦✇❧ ✜❧❧❡❞ ✇✐,❤ ,❛♥❦ ✇❛,❡$ ✐♥ ♦$❞❡$ ,♦ ❛✈♦✐❞

❞$❛✐♥❛❣❡✳ ❚❤❡ ,❡1,✐♥❣ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐1 ♣$❡1❡♥,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✸✳

❙❛❧✐♥✐,② ✐1 ♠❡❛1✉$❡❞ ✇✐,❤ ❛ 1❛❧✐♥♦♠❡,❡$ ✉1✐♥❣ ♠❡❧,❡❞ ❞❡♥1✐,② 1❛♠♣❧❡1✳

❨♦✉♥❣✬# ♠♦❞✉❧✉# ✕ ♣❧❛%❡ ❞❡✢❡❝%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞

❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉1 ♦❢ ❡❧❛1,✐❝✐,② ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ ✐1 ❜② 1,❛♥❞❛$❞ ❞❡,❡$♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ,❤❡

✐♥✜♥✐,❡ ♣❧❛,❡ ♠❡,❤♦❞✳ ❍❡$❡❜② ,❤❡ ✐❝❡ ❝♦✈❡$ ✐1 ❧♦❛❞❡❞ ❛, 1♦♠❡ ❧♦❝❛,✐♦♥1 ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❝❡♥✲

,❡$❧✐♥❡ ♦❢ ,❤❡ ✐❝❡ ,❛♥❦ ✇✐,❤ ❞❡✜♥❡❞ ✇❡✐❣❤,1✱ ❡✳❣✳ ✺✵ ❣ ♦$ ✷✵✵ ❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ,❤❡ 1❤❡❡,

✐❝❡ ,❤✐❝❦♥❡11✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✐❝❡ ❝♦✈❡$ ✐1 ♠❡❛1✉$❡❞ ❛, ,❤❡ ❝❡♥,❡$ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❛❞ ❜②

♠❡❛♥1 ♦❢ ❛ ▲❱❉❚ ✭❋✐❣✳ ✼✹✮✳ ❇♦,❤ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝,✐♦♥ ❛$❡ $❡❝♦$❞❡❞✳ ❆, ,❤❡ 1❛♠❡ ,✐♠❡

✢❡①✉$❛❧ 1,$❡♥❣,❤ ♠❡❛1✉$❡♠❡♥, ✐1 ❝❛$$✐❡❞ ♦✉, ❢♦$ ❡1,❛❜❧✐1❤✐♥❣ ,❤❡ E/σf $❛,✐♦✳ B$❡❢❡$❛❜❧②

,❤❡ ♠♦❞✉❧✉1 ♦❢ ❡❧❛1,✐❝✐,② ✐1 ❞❡,❡$♠✐♥❡❞ ✐♥ ✉♥❞✐1,✉$❜❡❞ ❝♦♥❞✐,✐♦♥1 ❜❡❢♦$❡ ,❤❡ ✜$1, ,❡1,

$✉♥ 1,❛$,1✳

✶✷✵



❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❉❡(❛✐❧+ ♦♥ ❝♦♥❞✉❝(❡❞ ♠♦❞❡❧ (❡+(+

❋✐❣✉$❡ ✼✷✿ ❯♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣$❡22✐♦♥ 3❡23✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛2 ✉2❡❞ ❛3 ❍❙❱❆

❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉2 ♦❢ ❡❧❛23✐❝✐3② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛3❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 3♦✿

E = 0.1875 · 109
(

F

w

)2
1− ν2

ρwgh3
✐❝❡

✭✹✸✮

❲❤❡$❡ E ✐2 ❡❧❛23✐❝ ♠♦❞✉❧✉2 ❬▼E❛❪✱ rhow ✇❛3❡$ ❞❡♥2✐3② ✭3②♣✐❝❛❧❧② ✶✵✵✻ ❬❦❣✴♠

3
❪✱ g ❛❝❝❡❧✲

❡$❛3✐♦♥ ❞✉❡ 3♦ ❣$❛✈✐3② ❬♠✴2

2
❪✱ ρwg ❢♦✉♥❞❛3✐♦♥ ❢❛❝3♦$ ❢♦$ ❡❧❛23✐❝ ❢♦✉♥❞❛3✐♦♥✱ ν E♦✐22♦♥✬2

$❛3✐♦ ✭✵✳✸✮✱ h
✐❝❡

✐❝❡ 3❤✐❝❦♥❡22 ❬♠♠❪✱ ❛♥❞ w ♠❡❛2✉$❡❞ ♣❧❛3❡ ❞❡✢❡❝3✐♦♥ ❬♠♠❪✳

❚❤❡ ❛❝3✉❛❧ ❨♦✉♥❣✬2 ♠♦❞✉❧✉2 ✐2 ❝❛❧❝✉❧❛3❡❞ ❛2 3❤❡ ♠❡❛♥ ❜❡3✇❡❡♥ ❛❧❧ ❝♦♥❞✉❝3❡❞ ✇❡✐❣❤3

23❡♣2✳ ❚❤❡ 23❡♣2 ❛$❡ 2❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✹✳

◗✉❛❧✐%❛%✐✈❡ ❡❧❛(%✐❝ ♠♦❞✉❧✉( ✕ ❜❡❛♠ ❞❡✢❡❝%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞

❉❡3❡$♠✐♥❛3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❨♦✉♥❣✬2 ♠♦❞✉❧✉2 ❜② ♣❧❛3❡ ❞❡✢❡❝3✐♦♥ ♠❡3❤♦❞ ✐2 3✐♠❡ ❝♦♥2✉♠✐♥❣

❛♥❞ ❝❛♥♥♦3 ❜❡ $❡♣❡❛3❡❞ ✐♥ 3❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ✐❝❡ 2❤❡❡3 ✐♥ ❜❡3✇❡❡♥ 3❡232✳ ❆♥ ❛❧3❡$♥❛3✐✈❡ ♣$♦♣✲

❡$3② 3♦ U✉❛❧✐3❛3✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛$❡ 3❤❡ ❡❧❛23✐❝✐3② ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥3 ✐❝❡ 2❤❡❡32 ✐2 3❤❡ ❡❧❛23✐❝ ♠♦❞✉❧✉2

♦❜3❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ 3❤❡ ❝❛♥3✐❧❡✈❡$ ❜❡❛♠ 3❡232 ♣❡$❢♦$♠❡❞ 3♦ ♦❜3❛✐♥ 3❤❡ ✢❡①✉$❛❧ 23$❡♥❣3❤✿

Eq =
4FL3

h
✐❝❡

Bw
✭✹✹✮

❚❤❡$❡✐♥✱ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ♣❛$❛♠❡3❡$2 ❛$❡ 3❤❡ 2❛♠❡ ❛2 ✉2❡❞ ❢♦$ 3❤❡ ✢❡①✉$❛❧ 23$❡♥❣3❤ ♠❡❛2✉$❡✲

♠❡♥3 ✭2❡❡ ❛❜♦✈❡✮✱ ♣❧✉2 3❤❡ ❞❡✢❡❝3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❜❡❛♠ ❛3 3❤❡ 3✐♣ w ✇❤✐❝❤ ✐2 ❛22✉♠❡❞ 3♦ ❡U✉❛❧

3❤❡ 2♣❡❡❞ ♦❢ 3❤❡ ❧✐♥❡❛$ ♣✐23♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦❛❞2 3❤❡ ❝❛♥3✐❧❡✈❡$✱ ♠✉❧3✐♣❧✐❡❞ ❜② 3❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉✲

$❛3✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✉$❛3✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ $❡❛❞ ❢$♦♠ 3❤❡ ❧♦❛❞ 3✐♠❡ 2❡$✐❡2✳ ■3 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦3❡❞

❤❡$❡ 3❤❛3 ✐❝❡ ❞♦❡2 ♥♦3 ❜❡❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ❧✐♥❡❛$ ❡❧❛23✐❝ ✉♥3✐❧ ❢❛✐❧✉$❡✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❛❜♦✈❡ ❢♦$♠✉❧❛

✶✷✶



❆ ❉❡#❛✐❧' ♦♥ ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ♠♦❞❡❧ #❡'#' ❆♣♣❡♥❞✐①

❋✐❣✉$❡ ✼✸✿ ❉❡♥+✐,② ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥,❛,✐♦♥ +❤❡❡,
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❉❡(❛✐❧+ ♦♥ ❝♦♥❞✉❝(❡❞ ♠♦❞❡❧ (❡+(+

❋✐❣✉$❡ ✼✹✿ ❉❡✈✐❝❡ ❢♦$ ♣❧❛1❡ ❞❡✢❡❝1✐♦♥ ❛♥❞ 1✐♠❡ ❤✐71♦$② ♦❢ ❨♦✉♥❣✬7 ♠♦❞✉❧✉7 ♠❡❛7✉$❡♠❡♥1✳

✐7 ♥♦1 ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❜✉1 ❣✐✈❡7 ❛♥ ✐♥❞✐❝❛1✐♦♥ ♦♥ >✉❛❧✐1❛1✐✈❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡7 ✇❤❡♥ ♥♦ ❛❝1✉❛❧

❨♦✉♥❣✬7 ♠♦❞✉❧✉7 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜1❛✐♥❡❞✳

❋!✐❝$✐♦♥ $❡($(

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢$✐❝1✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❜❡1✇❡❡♥ ✐❝❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ 7✉$❢❛❝❡ ✐7 ❞❡1❡$♠✐♥❡❞ ❜② ✉7✐♥❣

❛ 1❡71✐♥❣ ❛♣♣❛$❛1✉7 ❛7 7❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✺✳ ■♥71❡❛❞ ♦❢ 1❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐17❡❧❢✱ ❛ ♣❧❛1❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛7

❜❡❡♥ ♣❛✐♥1❡❞ 1♦❣❡1❤❡$ ✇✐1❤ 1❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐7 ✉7❡❞ ❢♦$ 1❤❡ ❢$✐❝1✐♦♥ 1❡71✳ ■♥ ❝❛7❡ ♦❢ 1❤❡ ■❱❖❙

1❡717✱ 1❤❡ ❢$✐❝1✐♦♥ 1❡71 ♣❧❛1❡ ✇❛7 ❝♦✈❡$❡❞ ✇✐1❤ 1❤❡ 7❛♠❡ ♣❧❛71✐❝ ❢♦✐❧ ❛7 ✉7❡❞ ❢♦$ 1❛❝1✐❧❡

7❡♥7♦$ ♣$♦1❡❝1✐♦♥✳ ❚❤❡ 1❡71 ♣❧❛1❡ ✐7 ♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡$ 1❤❡ ✐❝❡ ♣✐❡❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 ♣✉1 ✉♣7✐❞❡ ❞♦✇♥

♦♥1♦ 1❤❡ 1❡71 ♣❧❛1❡✳ ❚❤❡ ✐❝❡ ♣✐❡❝❡ ✐7 ❤❡❧❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❜② ❛ ❢$❛♠❡ 7✉7♣❡♥❞❡❞ ❢$♦♠ ❛ ❜$✐❞❣❡

❢$❛♠❡✳ ❚❤❡ 1❛♥❣❡♥1✐❛❧ ❢♦$❝❡ ✐7 ♠❡❛7✉$❡❞ ✇✐1❤ 1✇♦ 7❧✐❣❤1❧② ♣$❡✲71$❡77❡❞ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧7 ♠♦✉♥1❡❞

❜❡1✇❡❡♥ 1❤❡ ❢$❛♠❡ ❛♥❞ 1❤❡ ❜$✐❞❣❡ ❢$❛♠❡✳ ❚❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ 1❤❡ ❝♦♥1❛❝1 7✉$❢❛❝❡ ✐7 ❛♣✲

♣❧✐❡❞ ❜② 1❤❡ ✇❡✐❣❤1 ♦❢ 1❤❡ ✐❝❡ ♣✐❡❝❡ ♣❧✉7 ❛ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❜❛❧❧❛71 ✇❡✐❣❤1✳ ❚❤❡ ❢$✐❝1✐♦♥ 1❡717 ❛$❡

♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛1 ❛ 7♣❡❡❞ ♦❢ ✵✳✶ ♠✴7✳ ❚❤❡ ❢$✐❝1✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ✐7 1❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛1❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 1♦

❈♦✉❧♦♠❜✬7 ❢$✐❝1✐♦♥ ❧❛✇✿

µ =
FT

FV

✭✹✺✮

❚❤❡$❡✐♥✱ µ ❞❡♥♦1❡7 1❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❢$✐❝1✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥1✱ FT ✐7 1❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1❤❡ ♠❡❛7✉$❡❞

1❛♥❣❡♥1✐❛❧ ✭❢$✐❝1✐♦♥✮ ❢♦$❝❡ ❞✉$✐♥❣ 71❡❛❞② ♠♦1✐♦♥✱ ❛♥❞ FN 1❤❡ ♥♦$♠❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ 1❤❡ ❝♦♥1❛❝1

7✉$❢❛❝❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✼✺✿ )❤♦,♦❣$❛♣❤/ ♦❢ ,❤❡ ❢$✐❝,✐♦♥ ,❡/, ❛♣♣❛$❛,✉/
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❉❡(❛✐❧+ ♦♥ ❝♦♥❞✉❝(❡❞ ♠♦❞❡❧ (❡+(+

❉❡"❡#♠✐♥❛"✐♦♥ ♦❢ *"#✉❝"✉#❡ ♣❛#❛♠❡"❡#*

❙!✐✛♥❡&& ❛! ✇❛!❡) ❧❡✈❡❧✱ ❞♦♠✐♥❛♥! ♥❛!✉)❛❧ ❢)❡2✉❡♥❝② ♦❢ !❤❡ &!)✉❝!✉)❡✱ ❛♥❞ !❤❡ ❝♦))❡&♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥! ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛!❡) ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ❛)❡ ❛&&❡&&❡❞ ❜② ♣✉❧❧♦✉! ❛♥❞ )❡❧❡❛&❡ !❡&!&✳

❚❤❡&❡ !❡&!& ✇❡)❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ♦♥❝❡ ❡❛❝❤ !❡&!✐♥❣ ❞❛②✱ ❛♥❞ )❡♣❡❛!❡❞ ✐♥ ❝❛&❡ !❤❛! !❤❡ &❡!✉♣

❝♦♥✜❣✉)❛!✐♦♥ ✇❛& ❝❤❛♥❣❡❞✳

❋♦) ♣✉❧❧♦✉! !❡&!&✱ ❛♥ ❡①!❡)♥❛❧ ❧♦❛❞ ✇❛& ❛♣♣❧✐❡❞ !♦ !❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐❝❡ ❞)✐❢! ❞✐)❡❝!✐♦♥ ❝❧♦&❡

!♦ !❤❡ ✇❛!❡) &✉)❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ✐& &✉♣♣♦&❡❞ !♦ ✐♥❝)❡❛&❡ &!❡❛❞✐❧② ✉♥!✐❧ !❤❡ ❛&♣✐)❡❞ ❧♦❛❞

❧❡✈❡❧ ✕ !②♣✐❝❛❧❧② !❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❡①♣❡❝!❡❞ ✐♥ !❤❡ ✐❝❡ !❡&!& ✕ ✐& )❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐&

✇❛& ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♥♥❡❝!✐♥❣ ❛ !♦✇✐♥❣ )♦♣❡ ❜② ❛ ❤✐♥❣❡ &❤❛❝❦❧❡ ❛! !❤❡ ❞♦✇♥&!)❡❛♠ &✐❞❡ ♦❢ !❤❡

♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♣✉❧❧✐♥❣ !❤✐& )♦♣❡ &!❡❛❞✐❧② ✇✐!❤ ❛ ❝)❛♥❡✳ ❊①!❡♥&✐♦♥ ❝♦✐❧ &♣)✐♥❣& ❝♦♥♥❡❝!❡❞

)♦♣❡ ❛♥❞ ❝)❛♥❡ !♦ !)❛♥&❢♦)♠ !❤❡ ❢❛&! ♠♦✈❡♠❡♥! ♦❢ !❤❡ ❝)❛♥❡ !♦ ❛ &❧♦✇ ❞❡✢❡❝!✐♦♥ ✐♥❝)❡❛&❡

❛! !❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐& ✐& ♥❡❝❡&&❛)② ❜❡❝❛✉&❡ !❤❡ &❡!✉♣ ✐& ❞❡&✐❣♥❡❞ ❢♦) &♠❛❧❧ ❞❡✢❡❝!✐♦♥& ✉♣

!♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✺✵ ♠♠✱ ❛♥❞ !❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝)❡❛&❡& )❛♣✐❞❧② ♦✈❡) ❞❡✢❡❝!✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❤✉♠❛♥

)❡❛❝!✐♦♥ !✐♠❡ ♥❡❡❞& !♦ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡)❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝)❛♥❡ &❤❛❧❧ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞)✐✈❡♥ !♦ ❛ ❝❡)!❛✐♥

❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧✱ !❤❡ ❞✉)❛!✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ✐♥❝)❡❛&❡ ❤❛& !♦ ❜❡ ❡♥❧❛)❣❡❞✳ ❋♦) ♣✉❧❧♦✉! !❡&!&✱ !❤❡ &!)✉❝✲

!✉)❡ ✐& ❧♦❛❞❡❞ ❜② !❤❡ ❝)❛♥❡✱ ❛♥❞ ❛❢!❡)✇❛)❞& )❡❧❡❛&❡❞ ❜② !❤❡ ❝)❛♥❡ ✐♥ !❤❡ &❛♠❡ ♠❛♥♥❡)✳

❋♦) )❡❧❡❛&❡ !❡&!&✱ ❛ &♣❡❝✐❛❧ &❤❛❝❦❧❡ ✐& ✐♥&❡)!❡❞ ✐♥ !❤❡ ♣✉❧❧✐♥❣ )♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦♦&❡♥❡❞

♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❆❢!❡) )❡❧❡❛&✐♥❣ !❤❡ &❤❛❝❦❧❡✱ !❤❡ ❝♦♥♥❡❝!✐♦♥ ❜❡!✇❡❡♥ ❝)❛♥❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❜)❡❛❦&✱

❛♥❞ !❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦&❝✐❧❧❛!❡ ❢)❡❡❧②✳ ■♥ ❜♦!❤ !❡&!&✱ !❤❡ ♣✉❧❧ ❢♦)❝❡ ✐& ♠❡❛&✉)❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✲❧✐♥❡

✉♥✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝!✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ )♦♣❡✱ ❛♥❞ !❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✢❡❝!✐♦♥ ✐& ♠❡❛&✉)❡❞ ❜②

❛ ❧❛&❡) ♠♦✉♥!❡❞ ✐♥ x✲❞✐)❡❝!✐♦♥ ❝❧♦&❡ !♦ !❤❡ ✇❛!❡) &✉)❢❛❝❡✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞❡✢❡❝!✐♦♥ !✐♠❡ ❤✐&!♦)✐❡& ♦❢ ❛ ♣✉❧❧♦✉! ❛♥❞ )❡❧❡❛&❡ !❡&! ✐& &❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✻✳

❋✐❣✉)❡ ✼✻✿ ❚✐♠❡ ❤✐&!♦)✐❡& ♦❢ ❧♦❛❞ ❛♥❞ )❡&♣♦♥&❡ ❞✉)✐♥❣ ♣✉❧❧♦✉! ❛♥❞ )❡❧❡❛&❡ !❡&! ✭❖❲ !❡&!

✸✵✵✵✷✱ ❈♦♥✜❣✉)❛!✐♦♥ ❈✶✮

✶✷✺



❆ ❉❡#❛✐❧' ♦♥ ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ♠♦❞❡❧ #❡'#' ❆♣♣❡♥❞✐①
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✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✸✮✳ ❍❡♥❝❡✱ '❤❡ ('✐✛♥❡(( ✈❛❧✉❡( ♣)♦✈✐❞❡❞ ❢♦) ❡❛❝❤ '❡(' ✇❡)❡ (✐♠♣❧② ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞

❜② ❞✐✈✐(✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧♦❛❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉)✐♥❣ '❤❡ ♣✉❧❧♦✉' '❡(' ❜② '❤❡ ❝♦))❡(♣♦♥❞✐♥❣

❞❡✢❡❝'✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐( )♦✉♥❞ ♦✛ '♦ '❤❡ ♥❡❛)❡(' ✶✵✱ ❛( '❤❡ ♠❡'❤♦❞ ✐( ♥♦' ❡①♣❡❝'❡❞ '♦

❞❡❧✐✈❡) ♠♦)❡ ❡①❛❝' )❡(✉❧'(✳

❚❤❡ ♥❛'✉)❛❧ ❢)❡D✉❡♥❝② ✐( ❢♦✉♥❞ ❜② ❋❋❚ ♦❢ '❤❡ )❡(♣♦♥(❡ ♠❡❛(✉)❡♠❡♥' ❛♥❞ )♦✉♥❞ ♦✛ '♦

♦♥❡ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡✳

❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛( ❢)❛❝'✐♦♥ ♦❢ ❝)✐'✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐( ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❢)♦♠ '❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ )❡(♣♦♥(❡

❛♠♣❧✐'✉❞❡(✿
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❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥' ✐( ✐♥ (♦♠❡ ❝❛(❡( ♥♦' ❝♦♥('❛♥' ❢♦) '❤❡ ❡♥'✐)❡ ❞❡❝❛② '❡('✱ ❛( '❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✢❡❝'✐♦♥ ✐( ❛ (✉♣❡)♣♦(✐'✐♦♥ ♦❢ ❞❡✢❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥' ❜❛(✐( ❛♥❞ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧

✢❡①✐❜✐❧✐'✐❡( ♦❢ '❤❡ (❡'✉♣✱ ❡✳❣✳ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲)✐❣✐❞✐'② ♦❢ '❤❡ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥'

(❝❛❧❡✳ ❚❤❡(❡ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧✱ ✉♥✐♥'❡♥❞❡❞ ✢❡①✐❜✐❧✐'✐❡( ❛❞❞ ❤✐❣❤✲❢)❡D✉❡♥' ♦(❝✐❧❧❛'✐♦♥( ❛( '❤❡✐)

('✐✛♥❡(( ✐( )❛'❤❡) ❤✐❣❤ ❛♥❞ '❤❡ ❝♦))❡(♣♦♥❞✐♥❣ ♦(❝✐❧❧❛'✐♥❣ ♠❛(( ❝♦♠♣❛)❛'✐✈❡❧② (♠❛❧❧✳ ❚❤❡②

❛)❡ ❞❛♠♣❡❞ ♦✉' D✉✐❝❦❧②✳ ❚❤❡)❡❢♦)❡✱ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ❢♦) ❛ ζ )❡♣)❡(❡♥'❛'✐✈❡ ❢♦) '❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ✐❝❡✲(')✉❝'✉)❡ ✐♥'❡)❛❝'✐♦♥ ✐( ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❢)♦♠ '❤❡ '✐♠❡ ✐♥'❡)✈❛❧ ♦❢ '❤❡ )❡❧❡❛(❡ '❡('

'✐♠❡ ❤✐('♦)② ✇❤❡)❡ '❤❡ (✉♣❡)✐♠♣♦(❡❞ ❞❡✢❡❝'✐♦♥( ❤❛✈❡ ❛❧)❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞✳

■' (❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦'❡❞ '❤❛' '❤❡ )❡(✉❧'✐♥❣ ❞❛♠♣✐♥❣ )❛'✐♦ ✐( ✐♥❞✐❝❛'✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ '❤✐( ('✉❞②

♠❛✐♥❧② (❡)✈❡( '❤❡ ♣✉)♣♦(❡ '♦ ❝♦♠♣❛)❡ '❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ❞✐✛❡)❡♥' (❡'✉♣( '♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦)

❝♦♠♣❛)❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥(✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦ ❡①❛❝' ✈❛❧✉❡( ❛)❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ '❤❡ ❝❤♦(❡ (✐♠♣❧✐✜❡❞

❛♣♣)♦❛❝❤ ✐( ❝♦♥(✐❞❡)❡❞ (✉✣❝✐❡♥'✳
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1❤❛)❡ ✶

▼♦❞❡❧ %❡&% &❡%✉♣

❙❡"✐❡$ ❘✉♥ ❉ ❬♠♠❪ ❦ ❬◆✴♠♠❪ f
♥

❬❍③❪ ζ ❬✪❪ ❙❤❛♣❡ ❈♦♥✜❣✉"❛9✐♦♥

✭❞❡✈✐❛9✐♦♥ ❦

❬✪❪✴ ❞❡✈✐❛9✐♦♥

f
♥

❬✪❪✮

✶✶✵✵✵ ✶✶✵✶✵✱ ✶✶✵✷✵✱

✶✶✵✷✶✱ ✶✶✵✸✵✱

✶✶✵✹✵✱ ✶✶✵✺✵

✽✸✵ ✷✷✸✵ ✺✳✹✺ ✶✳✺ ❈②❧✐♥❞❡" ❈✶ ✭✰✶✺ ✴ ✲✶✮

✶✷✵✵✵ ✶✷✵✶✵✱ ✶✷✵✶✶✱

✶✷✵✷✵✱ ✶✷✵✸✵✱

✶✷✵✹✵✱ ✶✷✵✺✵

✽✸✵ ✷✷✸✵ ✺✳✹✺ ✶✳✺ ❈②❧✐♥❞❡" ❈✶ ✭✰✶✺ ✴ ✲✶✮

✶✸✵✵✵ ✶✸✵✶✵✱ ✶✸✵✷✵✱

✶✸✵✸✵✱ ✶✸✵✹✵✱

✶✸✵✺✵

✽✸✵ ✹✾✵ ✷✳✻✺ ✸✳✵ ❈②❧✐♥❞❡" ❈✷ ✭✵ ✴ ✵✮

✶✹✵✵✵ ✶✹✵✶✵✱ ✶✹✵✷✵✱

✶✹✵✸✵✱ ✶✹✵✹✵✱

✶✹✵✺✵

✽✸✵ ✹✾✵ ✷✳✻✺ ✸✳✵ ❈②❧✐♥❞❡" ❈✷ ✭✵ ✴ ✵✮

▼❡❛$✉"❡♠❡♥9 ❊O✉✐♣♠❡♥9

●❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♦♥ 9❤❡ ♠♦❞❡❧ ✻✲❝♦♠♣♦♥❡♥9 $❝❛❧❡ ✭❧♦❛❞ ❝❡❧❧ $❛♥❞✇✐❝❤✮

▲♦❝❛❧ ❧♦❛❞$ ✸ ❛❞❥❛❝❡♥9 9❛❝9✐❧❡ $❡♥$♦"$ 9②♣❡ ▲

❆❝❝❡❧❡"❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♠♦❞❡❧ ❆❝❝❡❧❡"♦♠❡9❡"

❆❝❝❡❧❡"❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥9 ❜❛$✐$ ❆❝❝❡❧❡"♦♠❡9❡"

❉❡✢❡❝9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛9 ✇❛9❡" ❧❡✈❡❧ ❧❛$❡" 9"❛♥$❞✉❝❡"

▼♦✈❡♠❡♥9 ♦❢ 9❤❡ ✐❝❡ $❤❡❡9 ❛9 ♦♥❡ $♣❡❝✐✜❝

❧♦❝❛9✐♦♥

❖♣9✐❝❛❧ 9"❛❝❦✐♥❣ ♠❛"❦❡"$ ✭◗✉❛❧✐$②$✮
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❚❤❡ ♣$♦♣❡$&✐❡( ✇$✐&&❡♥ ✐♥ ❜$❛❝❦❡&( ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ &❛❜❧❡( $❡❢❡$( &♦ ❛
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❛&❡❛✳ ❖♥ '❤❡ ❝♦♥'&❛&②✱ <❡♥<✐'✐✈✐'② ✐< <❡' '♦♦ ❤✐❣❤ ❢♦& '❤❡ ❜♦''♦♠ ♣✐❝'✉&❡✱ ❤❡♥❝❡ '❤❡ '♦'❛❧

❧♦❛❞ ✐< ✉♥❞❡&❡<'✐♠❛'❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦&♠❛'✐♦♥ ♦♥ ♣&❡<<✉&❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡< ✐♥ '❤❡ ♦✈❡&<❛'✉&❛'❡❞

❛&❡❛< ✐< ❧♦<'✳ ❚❤❡ ❝❡♥'❡& ♣✐❝'✉&❡ <❤♦✇< ❛ ❣♦♦❞ <❡♥<✐'✐✈✐'② <❡''✐♥❣✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ ♥♦' &❡✢❡❝'❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✼✼✱ '♦♦ ❧♦✇ <❡♥<✐'✐✈✐'② ❝❛♥ ❛❧<♦ &❡<✉❧' ✐♥ ✉♥❞❡&❡<'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥'❛❝' ❛&❡❛✿

❚❤❡ ■❙❝❛♥ <♦❢'✇❛&❡ ❤❛< ❛♥ ✐♥✲❜✉✐❧' '❤&❡<❤♦❧❞ ♦❢ &❛✇ ♣&❡<<✉&❡ = 3 ❢♦& ♥♦✐<❡ ❛''❡♥✉❛'✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ '❤❡ '❤&❡<❤♦❧❞ ✐< ❛❧<♦ <❡♥<✐'✐✈✐'②✲❞❡♣❡♥❞❡♥'✱ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣&❡<<✉&❡< ❛&❡ ✐❣♥♦&❡❞ ✐❢ '❤❡
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❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❚❛❝+✐❧❡ -❡♥-♦/ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ✐♥ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ +❡-+-

 ❡♥ ✐$✐✈✐$② ✐  ❡$ $♦♦ ❧♦✇✳

❋✐❣✉.❡ ✼✼✿ ■❧❧✉ $.❛$✐♦♥ ♦❢ $♦♦ ❧♦✇ ✭❛✮✱ $♦♦ ❤✐❣❤ ✭❝✮ ❛♥❞ ♣.♦♣❡. ✭❜✮  ❡♥ ✐$✐✈✐$②  ❡$$✐♥❣

❘✐"❡ $✐♠❡ ❡✛❡❝$

❆♥ ♦❢$❡♥ ❞✐ ❝✉  ❡❞ ❞♦✇♥ ✐❞❡ ♦❢ $❤❡ $❛❝$✐❧❡  ❡♥ ♦. ✐♥ $❤❡ ✐❝❡ ❡♥❣✐♥❡❡.✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐$② ✐ 

$❤❡ .✐ ❡ $✐♠❡ ♦❢ $❤❡  ❡♥ ❡❧ ✳ ❘✐"❡ $✐♠❡ ❞❡ ❝.✐❜❡ $❤❡ ❞✉.❛$✐♦♥ ✐$ $❛❦❡ ❢♦. ❛  ❡♥ ❡❧ $♦

.❡❛❝❤ ✐$ ❛❝$✉❛❧ ❝✉..❡♥$ ✈❛❧✉❡ ❞✉❡ $♦ ✐♥❡.$✐❛ ♦❢ $❤❡ ❡❧❡❝$.✐❝❛❧  ② $❡♠✳ ■❢ ❛  $❛$✐❝ ❧♦❛❞

✐ ♣.♦♠♣$❧② ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❛ $❛❝$✐❧❡  ❡♥ ♦.✱ ✐$ $❛❦❡  ♦♠❡ $✐♠❡ ✉♥$✐❧ $❤❡  ❡♥ ♦. ❞✐ ♣❧❛② ❛

❝♦♥ $❛♥$ ❧♦❛❞✱ ✐✳❡✳ ❢♦. ❞②♥❛♠✐❝ ♣.❡  ✉.❡ ✐$ ❡①❤✐❜✐$ ❛ ❧♦✇ ♣❛  ✜❧$❡. ❝❤❛.❛❝$❡.✐ $✐❝✳ ❚❤✉ ✱

✐❢ $❤❡ ❧♦❛❞ ✐  ❤♦.$✲$❡.♠❡❞✱ ✐$ ✈❛♥✐ ❤❡ ❜❡❢♦.❡ $❤❡  ❡♥ ♦. .❡❝♦❣♥✐③❡ ✐$ ❛❝$✉❛❧ ♠❛❣♥✐$✉❞❡✳

❚❡❦ ❝❛♥  $❛$❡ $❤❛$ $❤❡✐.  ❡♥ ♦. $②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ .✐ ❡ $✐♠❡ ♦❢ ✵✳✶ $♦ ✵✳✸  ✱ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝

❝❛❧✐❜.❛$✐♦♥  ❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢  ❤♦.$❡. ❧♦❛❞ ❛.❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ❬✽✼❪✳ ■$  ❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦$❡❞ $❤❛$

$❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝.✐$✐❝✐ ♠ ❛❣❛✐♥ $ $❛❝$✐❧❡  ❡♥ ♦. ✱  $❛$✐♥❣ $❤❛$ $❤❡② ❛.❡ ♥♦$ ❛❜❧❡ $♦ .❡❝♦.❞

 ❤♦.$ ✐♠♣❛❝$ ❧♦❛❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡✐. .✐ ❡ $✐♠❡✱ ✐ ♥♦$ $.✉❡✳ ❲❤❡$❤❡. ♦. ♥♦$ ❛ ❤✐❣❤✲❢.❡K✉❡♥❝②

❧♦❛❞ ✐ .❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛$ ❛❧❧ ❜② $❤❡  ❡♥ ♦. ✐ ♥♦$ ❛✛❡❝$❡❞ ❜② $❤❡ .✐ ❡ $✐♠❡✱ ❜✉$ $❤❡ &❡"♣♦♥"❡

$✐♠❡✳ ❚❤❡ .❡ ♣♦♥ ❡ $✐♠❡ ♦❢ $❤❡  ❡♥ ♦. ✐ ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝$✉.❡. ❛ ❛❜♦✉$ ✺ µ ✳
❍❡♥❝❡✱ ❢.❡K✉❡♥❝✐❡ ✉♣ $♦ ✷✵ ❍③ ❞♦♠✐♥❛$✐♥❣ $❤❡ ❧♦❛❞  ♣❡❝$.✉♠ ✐♥ ✐❝❡ ❝.✉ ❤✐♥❣ ❛.❡ ❝❧❡❛.❧②

.❡❣✐ $❡.❡❞ ❜② $❤❡  ❡♥ ♦.✱ ❜✉$ $❤❡✐. ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡.❡ $✐♠❛$❡❞ ❞✉❡ $♦ $❤❡ .✐ ❡

$✐♠❡ ❡✛❡❝$✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧ ✐  ✉❡ ✐♥❢❡..❡❞ ❜② $❤❡ .✐ ❡ $✐♠❡ ✐  ✉❡ ✐ ✐$ ❧♦✇ ♣❛  ✜❧$❡. ❡✛❡❝$ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ $❤❡ ❝❛❧✐❜.❛$✐♦♥✳ ■❢ $❤❡ ♠❡❛ ✉.❡♠❡♥$ ✐ ❝❛❧✐❜.❛$❡❞ ✉ ✐♥❣ ❧♦✇ ❢.❡K✉❡♥❝② ❢♦.❝❡ ✱ ❤✐❣❤

❢.❡K✉❡♥❝② ❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜❧$❡.❡❞ ❛♥❞ $❤✉ ✉♥❞❡.❡ $✐♠❛$❡❞✱ ♦. ✈✐❝❡ ✈❡. ❛✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡✱ $❤❡

♦✈❡.❛❧❧ ❛❝❝✉.❛❝②  ✉✛❡. ✐❢ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❧♦❛❞  ♣❡❝$.✉♠ ❝♦♥$❛✐♥ ❤✐❣❤ ❢.❡K✉❡♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ❢.❡✲

K✉❡♥❝② ❢♦.❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥$ ❛$ $❤❡  ❛♠❡ $✐♠❡✳ ❋♦.❝❡ $✐♠❡ ❤✐ $♦.✐❡ ♦❢ ✐♥$❡.♠✐$$❡♥$ ❝.✉ ❤✐♥❣

❛.❡ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❜② ❧♦✇ ❢.❡K✉❡♥❝② ❧♦❛❞ ✐♥❝.❡❛ ❡✱ .❡ ✉❧$✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❛.❛❜❧② ❧♦✇

❝❛❧✐❜.❛$✐♦♥ ❢❛❝$♦. ✳ ❙$✐❧❧✱ $❤❡ ❧♦❛❞ ✐♥❝.❡❛ ❡ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧  ❡♥ ❡❧ ❝❛♥ ❜❡ K✉✐$❡ ❢❛ $ ❞✉.✐♥❣

❣❧♦❜❛❧ ❝♦❧❧❛♣ ❡ ❞✉❡ $♦  ✉❝❝❡  ✐✈❡ ❢❛✐❧✉.❡ ♦❢ $❤❡ ✐❝❡ ❛❝.♦  $❤❡ ❝♦♥$❛❝$✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞

♣❡❛❦ ❛.❡ ✉♥❞❡.❡ $✐♠❛$❡❞ ✐❢ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♣.❡❝❡❞✐♥❣ $❤❡ ♣❡❛❦ ✐ ✉ ❡❞ ❢♦. ❝❛❧✐❜.❛$✐♦♥✳
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❇ ❚❛❝$✐❧❡ (❡♥(♦+ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ✐♥ ✐❝❡ ♠♦❞❡❧ $❡($( ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ❞✉*✐♥❣ ❝♦♥.✐♥✉♦✉/ ❝*✉/❤✐♥❣ ✐/ ♠❛✐♥❧② ❛ /✉♣❡*♣♦/✐.✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢*❡4✉❡♥❝②

❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞/✳ ❯/✐♥❣ .❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡❛❦/ ❢♦* ❝❛❧✐❜*❛.✐♦♥ .❤❡*❡❢♦*❡ *❡/✉❧./ ✐♥ ❛ ❜❡..❡* *❡♣*❡/❡♥✲

.❛.✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧/✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜*❛.✐♦♥ ❢❛❝.♦* ❢♦* ❝*✉/❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣ .♦ .✇♦ .✐♠❡/

❧❛*❣❡* .❤❛♥ ❢♦* ✐♥.❡*♠✐..❡♥. ❝*✉/❤✐♥❣ ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❞❡/❝*✐❜❡❞ ❡✛❡❝./ ✭❝♦♠♣❛*❡ ❋✐❣✳ ✷✼✮✳

■♥"❡$♥❛❧ '"$❡'' ❛♥❞ ❡)✉✐❧✐❜$❛"✐♦♥

❚❡❦/❝❛♥ *❡❝♦♠♠❡♥❞/ .♦ ✉/❡ ❛♥ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ❜❡❢♦*❡ .❡/./✳ ❊4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ♠❡❛♥/

.❤❛. ❛ ✉♥✐❢♦*♠ ♣*❡//✉*❡ ✐/ ❛♣♣❧✐❡❞ .♦ .❤❡ /❡♥/♦*✳ ❆♥ ✐♥✲❜✉✐❧. ❢✉♥❝.✐♦♥ ✐♥ .❤❡ ■❙❝❛♥

/♦❢.✇❛*❡ .❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ /.*❡// ❢❛❝.♦*/ .♦ ❛❧❧ /❡♥/❡❧/ .♦ *❡✢❡❝. .❤❡ ✉♥✐❢♦*♠ ♣*❡//✉*❡

❞✐/.*✐❜✉.✐♦♥✳ ❆❝❝♦*❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝.✉*❡*✱ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ✐/ ♥❡❡❞❡❞ ❛/ /❡♥/❡❧/ ♠❛② ❜❡

♣*❡✲/.*❡//❡❞ ❞✉❡ .♦ .❤❡ ♣*♦❞✉❝.✐♦♥ ♣*♦❝❡//✱ ♦* /❤♦✇ ✇❡❛* ❡✛❡❝./ ❛❢.❡* /♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥✳

■♥ ❢❛❝.✱ ✐. ❤❛/ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ .❤❛. .❤❡ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ♣*♦❝❡❞✉*❡ /❤♦✇/ .❤❡ ✇❛.❡*❧✐♥❡ ❛*❡❛ ♦❢

♣*❡❝❡❞✐♥❣ .❡/./ ✐❢ ❛ ✉/❡❞ /❡♥/♦* ✐/ ✉.✐❧✐③❡❞✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ✐/ ❡//❡♥.✐❛❧ .♦ ♦❜.❛✐♥

❝♦**❡❝. *❡/✉❧./✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ /❡♥/♦* *❡/♣♦♥/❡ .♦ ✉♥✐❢♦*♠ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ✇✐.❤ ❛♥❞

✇✐.❤♦✉. ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ✐/ /❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✽✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐. /❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦.❡❞ .❤❛. ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥

*❡4✉✐*❡/ .❤❡ /❡♥/♦* .♦ ❜❡ ♣✉. ✐♥ ❛♥ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡✱ .❤❡ ❡4✉✐❧✐❜*❛.✐♦♥
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◆♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ❛❝)✉❛❧ ♣,❡..✉,❡

❋✐"#$✱ $❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣"❡##✉"❡ pnom ✐# ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢"♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛#✉"❡#✿

pnom =

∑CQ

i=1

∑RQ

j=1
pi,jCWRW

hiceW
✭✹✼✮

❚❤❡ ♥✉♠❡"❛$♦" ✐♥ ❊;✳ ✹✼ ✐# $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✐♥ x✲❞✐"❡❝$✐♦♥ F
✐❝❡

✳ ❆ ♣❤②#✐❝❛❧❧② ♠♦"❡

❡①♣"❡##✐✈❡ ♣"❡##✉"❡ ✐# $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❛✈❡"❛❣❡ ❝♦♥$❛❝$ ♣"❡##✉"❡ p
❛❝$

❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ ❢"♦♠ $❤❡ ✐♥✲

$❡❣"❛$❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣"❡##✉"❡# ❛♥❞ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ A✳ ❚❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ❛"❡❛ ✐# ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞
❢"♦♠ $❤❡ $❛❝$✐❧❡ #❡♥#♦" ♠❡❛#✉"❡♠❡♥$# ❜② ❝♦✉♥$✐♥❣ ❛❧❧ ❛❝$✐✈❡

✷✹

#❡♥#❡❧# ♣❡" $✐♠❡ #$❡♣✿

p
❛❝$

=

∑CQ

i=1

∑RQ

j=1
pi,jCWRW

A
✭✹✽✮

❋✉"$❤❡"♠♦"❡✱ $❤❡ ❤✐❣❤❡#$ ❧♦❝❛❧ ♣"❡##✉"❡ ♠❡❛#✉"❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ $❡#$❡❞ ✈❡❧♦❝✐$② ✐♥$❡"✈❛❧ p
♠❛①

❛♥❞ $❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ $❤❡#❡ ♣❡❛❦ ♣"❡##✉"❡# p
♠❛①❆✈

❛"❡ "❡❣✐#$❡"❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛"❡❞✳ ❱❛❧✲

✉❡# ❛"❡ ❛✈❡"❛❣❡❞ ❢♦" ❛❧❧ $❡#$# ❢"♦♠ $❤❡ #❛♠❡ ❢❛✐❧✉"❡ $②♣❡✳ ❘❡#✉❧$# ❢♦" ❘✉♥ ✸✷✵✸✵ ✇✐$❤ ❛

✢❛$ ✐♥❞❡♥$❡" ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✵✳ ◆♦ $"❛♥#✐$✐♦♥ #$❛$❡# ❛"❡ ❝♦♥#✐❞❡"❡❞✳ ❆❜#♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡#

❛"❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ♣"❡##✉"❡ "❛$✐♦# $♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤$ $❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❢❛✐❧✉"❡ ♠♦❞❡#✳

❆✈❡"❛❣❡❞ "❛$✐♦# ❢♦" ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ $❡#$ "✉♥# ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✶✳

p
♠❛①

p
♠❛①❆✈

p
♥♦♠

p
❛❝$

❬▼P❛❪ ❬▼P❛❪ ❬▼P❛❪ ❬▼P❛❪

■❈ ✶✶✳✻✽ ✾✳✻✻ ✵✳✽✽ ✷✳✻✺

❋▲■ ✶✶✳✸✽ ✽✳✻✽ ✵✳✼✾ ✷✳✺✹

❈❈ ✶✷✳✷✻ ✾✳✶✽ ✵✳✻✾ ✷✳✼✸

p
♠❛①

p
♠❛①✱ ❈❈

p
♠❛①❆✈

p
♠❛①❆✈✱ ❈❈

p
♥♦♠

p
♥♦♠✱ ❈❈

p
❛❝*

p
❛❝*✱ ❈❈

❬✲❪ ❬✲❪ ❬✲❪ ❬✲❪

■❈ ✵✳✾✺ ✶✳✵✺ ✶✳✷✽ ✵✳✾✼

❋▲■ ✵✳✾✸ ✵✳✾✺ ✶✳✶✹ ✵✳✾✸

❚❛❜❧❡ ✷✵✿ ❘❛$✐♦ ❛♥❞ ❛❜#♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡# ❢♦" ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❛❝$✉❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣"❡##✉"❡ ✐♥ ❘✉♥

✸✷✵✸✵ ❜❛#❡❞ ♦♥ $❤"❡❡ ❋▲■ ✈❡❧♦❝✐$✐❡#✱ $✇♦ ❈❈ ✈❡❧♦❝✐$✐❡#✱ ❛♥❞ $❤"❡❡ ■❈ ✈❡❧♦❝✐$✐❡#✳

p
♠❛①

p
♠❛①✱ ❈❈

p
♠❛①❆✈

p
♠❛①❆✈✱ ❈❈

p
♥♦♠

p
♥♦♠✱ ❈❈

p
❛❝*

p
❛❝*✱ ❈❈

■❈ ✵✳✽✻ ✵✳✾✽ ✶✳✶✽ ✶✳✵✸

❋▲■ ✶✳✵✷ ✵✳✾✾ ✶✳✵✹ ✵✳✼✾

❚❛❜❧❡ ✷✶✿ ❘❛$✐♦ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❛❝$✉❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣"❡##✉"❡# ✐♥ ■❈ ❛♥❞ ❋▲■ ❝♦♠♣❛"❡❞ $♦

❈❈✿ ♠❡❛♥ ❢♦" ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛❜❧❡ "✉♥#

❚❤❡ ❝♦♠♣❛"✐#♦♥ ✐♥❞✐❝❛$❡# $❤❛$ $❤❡ ❛❜#♦❧✉$❡ ✈❛❧✉❡# ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣"❡##✉"❡# ❛"❡ ❛❜♦✉$

$❤❡ #❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝"✉#❤✐♥❣ "❡❣✐♠❡#✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦❛❞ ♣❡❛❦# ✐♥ ■❈ ❛♥❞ ❋▲■ ❛"❡ ❡①♣❡❝$❡❞ $♦ ❜❡

✷✹
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❤✐❣❤❡$ %❤❛♥ ✐♥ ❈❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐, $❡✢❡❝%❡❞ ✐♥ %❤❡ $❛%✐♦, ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣$❡,,✉$❡✳ ❚❤❡ ,✉♠♠❛$✐③❡❞

✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥ ♦♥ ❛❝%✉❛❧ ♣$❡,,✉$❡ $❡♠❛✐♥, ✐♥❝♦♥❝❧✉,✐✈❡✱ ❛, ♥♦ ❝♦♥,✐,%❡♥% %$❡♥❞ ✐, ✈✐,✐❜❧❡ ❢♦$

%❤❡ ❡♥%✐$❡ ❞❛%❛ ,❡%✳ ❋✐❣✳ ✽✶ ,❤♦✇, ❡①❡♠♣❧❛$② ❤✐,%♦❣$❛♠, ❢♦$ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣$❡,,✉$❡, ♠❡❛✲

,✉$❡❞ ✐♥ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈ ❞✉$✐♥❣ ❘✉♥ ✸✷✵✸✵✳ ❚❤❡ %❛✐❧ ♦❢ ❛❧❧ %❤$❡❡ ❞✐,%$✐❜✉%✐♦♥, $❡❛❝❤❡,

%♦ ,✐♠✐❧❛$ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡,✳ ❚❤❡ ❈❈ ❞✐,%$✐❜✉%✐♦♥ ✐, ,❧✐❣❤%❧② ,❤✐❢%❡❞ %♦ %❤❡ ❧❡❢%✲❤❛♥❞ ,✐❞❡✱

♠❡❛♥✐♥❣ %❤❛% %❤❡ $❡❧❛%✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜,❡$✈❛%✐♦♥, ✐♥ %❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣$❡,,✉$❡ $❛♥❣❡ ✭❛❜♦✉%

✸ %♦ ✼ ▼I❛✮ ✐, ,♠❛❧❧❡$ ✐♥ ❈❈ %❤❛♥ ✐♥ ■❈ ❛♥❞ ❋▲■✳ ❉✐,%$✐❜✉%✐♦♥, ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦%❤❡$ %❡,% $✉♥,

L✉❛❧✐%❛%✐✈❡❧② ,✉♣♣♦$% %❤✐, ♦❜,❡$✈❛%✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✽✶✿ ❍✐,%♦❣$❛♠ ♣❧♦%, ✐♥❞✐❝❛%✐♥❣ ❞✐,%$✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣$❡,,✉$❡, ✐♥ ■❈✱ ❋▲■ ❛♥❞ ❈❈

✭❘✉♥ ✸✷✵✸✵❀ ✈❂✺ ♠♠✴,✱ ✺✺ ♠♠✴, ❛♥❞ ✶✺✵ ♠♠✴,✱ $❡,♣❡❝%✐✈❡❧②✮
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❈✳✷✳ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥ ♦♥ ◆❙● ❧✐❣❤&❤♦✉4❡

❋✉❧❧ #❝❛❧❡ ❞❛(❛ ❢*♦♠ ◆♦*#(*.♠#❣*✉♥❞ ❧✐❣❤(❤♦✉#❡ #❤❛❧❧ ❜❡ ✉#❡❞ (♦ ✈❛❧✐❞❛(❡ ✇❤❡(❤❡* (❤❡

#❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠# ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧ (❡#(# ♠❛② ♦❝❝✉* ❞✉*✐♥❣ ❢✉❧❧ #❝❛❧❡ ❋▲■✳ ❆# ♠❡♥(✐♦♥❡❞ ✐♥

❙❡❝✳ ✹✳✸✳✶✱ ❛ ♠❛❥♦* ❞✐✣❝✉❧(② ✐♥ ❝♦♠♣❛*✐♥❣ (❤❡ ❞❛(❛ #❡(# ✐# (❤❡ ♠✐##✐♥❣ #♣❛(✐❛❧ *❡#♦❧✉(✐♦♥

♦❢ (❤❡ ✐❝❡ ❝♦♥(❛❝( ❛*❡❛ ♦✈❡* ❤❡✐❣❤(✳ ❨❡( ❛♥♦(❤❡* ✐##✉❡ ✐# (❤❡ ✐♥#✉✣❝✐❡♥( ❝♦✈❡*❛❣❡ ♦❢ (❤❡

#(*✉❝(✉*❡✬# ❝✐*❝✉♠❢❡*❡♥❝❡ ✇✐(❤ ❧♦❛❞ ♣❛♥❡❧#✳ ■❢ (❤❡ ✐❝❡ ❞*✐❢( ❞✐*❡❝(✐♦♥ ✇❛# ♥♦( *♦✉❣❤❧② ❢*♦♠

❊❛#(✱ ❧❛*❣❡ ♣❛*(# ♦❢ (❤❡ ❛❝(✉❛❧ ❧♦❛❞ ❛*❡ ♠✐##✐♥❣ ❜❡❝❛✉#❡ (❤❡ ✐❝❡ ❞✐*❡❝(❧② ❢❛✐❧❡❞ ❛❣❛✐♥#(

(❤❡ #(*✉❝(✉*❡✱ ✇✐(❤♦✉( ❧♦❛❞ ♠❡❛#✉*✐♥❣ ♣❛♥❡❧✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❡✈❡♥( ♦❢ ❋▲■ ✈✐❜*❛(✐♦♥# ♠❡❡(✐♥❣

(❤❡ ❝*✐(❡*✐❛ #(✐♣✉❧❛(❡❞ ✐♥ (❤✐# (❤❡#✐# ✇❛# ❢♦✉♥❞ ✐♥ (❤❡ ❙❚❘■❈❊ ❞❛(❛ ✇❤❡*❡ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(❡

✐❝❡ ❧♦❛❞ ✇❛# ❝❛♣(✉*❡❞ ❜② (❤❡ ❧♦❛❞ ♣❛♥❡❧#✳

❇❥❡*❦L# ❬✸❪ ♣*♦♣♦#❡❞ (♦ ♠✐**♦* (❤❡ ♠❡❛#✉*❡❞ ❧♦❛❞# ❛*♦✉♥❞ (❤❡ ♣❛♥❡❧ ✇❤❡*❡ (❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❧♦❛❞ ❤❛# ❜❡❡♥ *❡❣✐#❡*❡❞ (♦ (❤❡ ❧♦❝❛(✐♦♥# ✇❤❡*❡ ♥♦ ♠❡❛#✉*❡♠❡♥( ✇❛# ♣♦##✐❜❧❡✳ ❆

#✐♠✐❧❛* ❛♣♣*♦❛❝❤ ❤❛# ❜❡❡♥ ♣*♦♣♦#❡❞ ❜② (❤❡ ❛✉(❤♦* ✐♥ ❬✺✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛❧#♦ ✉#❡❞ ❢♦* (❤❡

♣*❡#❡♥(❡❞ #(✉❞②✳ ❇❛#✐❝ ❛##✉♠♣(✐♦♥ ❢♦* (❤❡ ❧♦❛❞ ❡①(*❛♣♦❧❛(✐♦♥ ✐# (❤❛( (❤❡ ♥♦*♠❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞

✐# #②♠♠❡(*✐❝ (♦ ❜♦(❤ #✐❞❡# ♦❢ (❤❡ ❝❡♥(❡* ❧✐♥❡ ♦❢ (❤❡ #(*✉❝(✉*❡✳ ■❢ ❛( ❧❡❛#( ❢♦✉* ♣❛♥❡❧# ❛*❡

❧♦❛❞❡❞✱ ❛♥❞ (❤❡ ❝❛♣(✉*❡❞ ❧♦❛❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐# ♥♦( ♦❜#❡*✈❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ♦✉(❡*♠♦#( ♣❛♥❡❧#✱

(❤❡ (♦(❛❧ ❧♦❛❞ ✐♥ ◆♦*(❤ ✭N✮ ❛♥❞ ❊❛#( ✭E✮ ❞✐*❡❝(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡#(✐♠❛(❡❞ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❛❝(✉❛❧❧②
♠❡❛#✉*❡❞ ♣❛♥❡❧ ❧♦❛❞# ✭F1 (♦ F6✮ ❛♥❞ ♠✐**♦*❡❞ ❧♦❛❞# ♦♥ ✈✐*(✉❛❧ ♣❛♥❡❧# ✭A (♦ E✮✳ U❛♥❡❧#
❛*❡ ✐❧❧✉#(*❛(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✷✳

FN =F6 − B + ❝♦# (18) · (F5 − A− C) + ❝♦# (36) · (F3 − F7 −D) ✭✹✾✮

+ ❝♦# (54) · (F4 − F2 − E) + ❝♦# (72) · (F1 − F8)

FE =F9 + #✐♥ (18) · (F5 + A− C) + #✐♥ (36) · (F3 + F7 −D) ✭✺✵✮

+ #✐♥ (54) · (F4 + F2 − E) + #✐♥ (72) · (F1 + F8)

❚❤❡ (♦(❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ✐❝❡ ❞*✐❢( ❞✐*❡❝(✐♦♥ ✐# ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❢*♦♠ (❤❡ ❢♦*❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥(# ✐♥ ◆♦*(❤

❛♥❞ ❊❛#( ❞✐*❡❝(✐♦♥✿

F =
√

F 2
N + F 2

E ✭✺✶✮

❇② ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❡#(✐♠❛(✐♦♥ ♠❡(❤♦❞✱ ❧♦❛❞ (✐♠❡ #❡*✐❡# ♦❢ (❤❡ (♦(❛❧ ✐❝❡ ❧♦❛❞ ❛❝(✐♥❣

♦♥ ◆❙● ❧✐❣❤(❤♦✉#❡ ❞✉*✐♥❣ (✇♦ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ❋▲■ ❡✈❡♥(# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡#❡ ❛*❡ #✉♠✲

♠❛*✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✷✳ ❚❤❡ ❝*✉#❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ F
❈❈

❛♥❞ (❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥

❢❛❝(♦*

F̂FLI

F̄
❈❈

❛*❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥ ✇✐(❤✐♥ (❤❡ ❧✐♠✐(❡❞ ❛♠♦✉♥( ♦❢ ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡

❢✉❧❧ #❝❛❧❡ ❋▲■ ❡✈❡♥(# ✐# ❧♦✇❡* (❤❛♥ ✐♥ (❤❡ ♠♦❞❡❧ (❡#(#✳

❊✈❡♥( ♥❛♠❡ ❛# ❧✐#(❡❞ ✐♥ (❤❡

❙❚❘■❈❊ ❧♦❣ ❜♦♦❦#

F
❈❈

❬❦◆❪

ˆFLI
F
❈❈

❬✲❪ ❈♦♠♠❡♥(

✵✺✵✹✲✵✹✵✲✵✶ ✷✻✷✺ ✶✳✷✹ ❡①(*❛♣♦❧❛(❡❞

✸✵✵✸✲✵✹✵✵✲✵✶ ✹✽✼✺ ✶✳✷✸ ♦♥❧② ♠❡❛#✉*❡❞ ❧♦❛❞#

✶✾✵✸✶✹✹✼✲✵✶ ✽✺✵ ✶✳✹✶ ❡①(*❛♣♦❧❛(❡❞

❚❛❜❧❡ ✷✷✿ ❈*✉#❤✐♥❣ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛(✐♦♥ ❢❛❝(♦* ♦❜(❛✐♥❡❞ ❢*♦♠ ❙❚❘■❈❊ ♠❡❛✲

#✉*❡♠❡♥(# ♦❢ ❋▲■
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❋✐❣✉$❡ ✽✷✿ ◆✉♠❜❡$✐♥❣ ❛♥❞ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥/ ♦❢ $❡❛❧ ❛♥❞ ✈✐$/✉❛❧ ♣❛♥❡❧5 ❛/ ◆❙● ❧✐❣❤/❤♦✉5❡

✇❛/❡$❧✐♥❡ ❝$♦55✲5❡❝/✐♦♥

❈✳✸✳ ❋✉%&❤❡% ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ❝❛1❡1 ❢♦% ♣%♦♣♦1❡❞ ♣%❡❞✐❝&✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ♣*❡❞✐❝&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ &♦ ♣✉❜❧✐0❤❡❞ ♠♦❞❡❧ &❡0& ❞❛&❛

❚❤❡ ❢♦$♠✉❧❛5 ❢♦$ ❝$✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/✐❡5 ❛$❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥5/ ♣✉❜❧✐5❤❡❞ ♠♦❞❡❧ /❡5/5 ✇❤❡$❡ ❛❧❧

$❡>✉✐$❡❞ ♣❛$❛♠❡/❡$5 ❛$❡ $❡♣♦$/❡❞✳ ❆ 5✉♠♠❛$② ♦❢ /❡5/ ♣❛$❛♠❡/❡$5 ❝♦❧❧❡❝/❡❞ ❜② ❨❛♣ ❬✾✼❪

✇❛5 ✉5❡❞✳ ❘❡5✉❧/5 ❛$❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜ ✷✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡$❢♦$♠5 5❛/✐5❢❛❝/♦$② ❡①❝❡♣/ ❢♦$

/❤❡ /❡5/5 ❝♦♥❞✉❝/❡❞ ❜② ❚✐♠❝♦ ❡/ ❛❧✳ ❬✾✶❪✳ ❉❆❋ ❣$❡❛/❡$ ✹ ♥❡❡❞5 /♦ ❜❡ ❛55✉♠❡❞ /♦ ♠❛/❝❤ /❤❡

$❡♣♦$/❡❞ ❝$✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/✐❡5✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐❝❡ /❤✐❝❦♥❡55 ✉5❡❞ ✐♥ /❤❡ $❡5♣❡❝/✐✈❡ /❡5/5 ❛$❡

5♠❛❧❧✳ ❆❞❞✐/✐♦♥❛❧❧②✱ /❤❡ ♦5❝✐❧❧❛/✐♥❣ 5/$✉❝/✉$❛❧ ♠❛55 ✐5 5♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❤②❞$♦❞②♥❛♠✐❝ ❛❞❞❡❞

♠❛55 ❛♥❞ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛$❡ 5♠❛❧❧ ❛5 ✇❡❧❧✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐/ 5❡❡♠5 ♣❧❛✉5✐❜❧❡ /❤❛/ /❤❡ ❞②♥❛♠✐❝

❛♠♣❧✐✜❝❛/✐♦♥ ✐5 ❤✐❣❤❡$ /❤❛♥ ♦❜5❡$✈❡❞ ❢♦$ ♦/❤❡$ /❡5/ 5❡/✉♣5✳ ❆❧5♦✱ /❡5/5 ❜② ❍✉❛♥❣ ❡/

❛❧✳ ❬✷✽❪ ♥ ✉$❡❛ ✐❝❡ 5❤♦✇❡❞ ❋▲■ ❛/ ❧♦✇❡$ ✈❡❧♦❝✐/✐❡5 /❤❛♥ ♣$❡❞✐❝/❡❞✳ ❚❤✐5 ✐♥❞✐❝❛/❡5 /❤❛/

❡✐/❤❡$ /❤❡ /$❡♥❞ ♦❢ α ♦✈❡$ ❛5♣❡❝/ $❛/✐♦ ♦$ /❤❡ $❛/✐♦ η ❢♦✉♥❞ ✐♥ /❤❡ ♣$❡5❡♥/ ♠♦❞❡❧ /❡5/5
✇✐/❤ 5❛❧✐♥❡ ✐❝❡ ♠❛② ♥♦/ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ /♦ ✉$❡❛ ✐❝❡✳ ❋✉$/❤❡$♠♦$❡✱ /❤❡ $❡♣♦$/❡❞ /❡5/5 ✇❡$❡

♥♦/ ✐♥✈❡5/✐❣❛/❡❞ ✐♥ ❞❡/❛✐❧ ❢♦$ /❤✐5 ❝♦♠♣❛$✐5♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛② ❤✐❞❡ 5♦♠❡ ❛❞❞✐/✐♦♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡5

5✉❝❤ ❛5 ✐♥❝♦♠♣❧❡/❡ ✐❝❡ ❝♦♥/❛❝/ ❞✉❡ /♦ ♣$❡❝❡❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛✐❧✉$❡ ♦❢ /❤❡ ✐❝❡ 5❤❡❡/✱ ❧♦❝❛❧

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐/② ♦❢ /❤❡ ✐❝❡✱ ♦$ 5✉♣❡$♣♦5✐/✐♦♥ ♦❢ ♦/❤❡$ ❢❛✐❧✉$❡ ♠❡❝❤❛♥✐5♠5✳ ❙/✐❧❧✱ /$❡♥❞5 ❤♦✇

/❤❡ ❝$✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/② $❛♥❣❡ 5❤✐❢/5 ✇✐/❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ 5/$✉❝/✉$❡ ❛♥❞ ✐❝❡ ♣❛$❛♠❡/❡$5 ✐5 ❝❛♣/✉$❡❞

✇❡❧❧ ❢♦$ ❛❧❧ ✐❝❡ /②♣❡5✳

❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ♣*❡❞✐❝&✐♦♥ ♠♦❞❡❧ &♦ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ❢✉❧❧ 0❝❛❧❡ ❞❛&❛ 0❡&

❍❡♥❞$✐❦5❡ ❡/ ❛❧✳ ❬✷✺❪ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦✉$ ❛♥❛❧②/✐❝❛❧ ❢♦$♠✉❧❛5 ✐♥/$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡/

❛❧✳ ❬✷✽❪✱ ●✉♦ ❬✷✵❪✱ U❛❧♠❡$ ❡/ ❛❧✳ ❬✻✻❪ ❛♥❞ ■❙❖ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡5 ❬✷✾❪ $❡❣❛$❞✐♥❣ /❤❡✐$ ❝❛♣❛❜✐❧✐/②

/♦ ♣$❡❞✐❝/ /❤❡ ❝$✐/✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐/✐❡5 ❢♦$ ◆❙● ❧✐❣❤/❤♦✉5❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦♥♦♣♦❞ 5/$✉❝/✉$❡ ✭▼❉U✲✶✮✳

❍❡$❡✱ /❤❡ ♠♦♥♦♣♦❞ /❡5/ ❝❛5❡ ✐5 ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ♣$♦♣♦5❡❞ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥ ❢♦$♠✉❧❛✳ ■♥♣✉/

♣❛$❛♠❡/❡$ ❛5 ❧✐5/❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✹✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ✐♥❢♦$♠❛/✐♦♥ ♦♥ ✐❝❡ 5/$❡♥❣/❤
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❧❛" ❡①❝❡♣! ❢♦+ !❤❡ ♦♥❡ ❜② ●✉♦ "✐❣♥✐✜❝❛♥!❧② ♦✈❡+❡"!✐♠❛!❡ !❤❡ ✉♣♣❡+ ❜♦✉♥❞❛+②✳ ❍♦✇❡✈❡+✱

●✉♦ ✐♥"!❡❛❞ ✉♥❞❡+❡"!✐♠❛!❡" !❤❡ ❡♥!✐+❡ ❝+✐!✐❝❛❧ "♣❡❡❞ +❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♦✈❡+❡"!✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡+

!+❛♥"✐!✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐!② ❝❛♥ ❜❡ ❛!!+✐❜✉!❡❞ !♦ !❤❡ +❡>✉✐+❡❞ ✐♥✐!✐❛❧ ❝♦♥❞✐!✐♦♥"✱ ❛" ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❙❡❝✳ ✺✳✹✳ ❋✉+!❤❡+♠♦+❡✱ ✐! "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦!❡❞ !❤❛! !❤❡ ✉♣♣❡+ ✈❡❧♦❝✐!✐❡" ❢+♦♠ ♦❜"❡+✈❛!✐♦♥"

❛❝!✉❛❧❧② ♠❡❛♥ !❤❛! ❋▲■ ❤❛" ♥♦! ❜❡❡♥ ♦❜"❡+✈❡❞ ❛! ❤✐❣❤❡+ "♣❡❡❞" ✲ ❜✉! ♥♦! !❤❛! ✐! ✇♦✉❧❞

♥♦! ❜❡ ♣♦""✐❜❧❡✳ ❋♦+ ✐♥"!❛♥❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛!✐♦♥" ♦❢ "❡❧❡❝!❡❞ ✐❝❡ ♣❛+❛♠❡!❡+" ♠❛② "✐♠♣❧② ❤❛✈❡

♥♦! ♦❝❝✉++❡❞ ❞✉+✐♥❣ !❤❡ ♦❜"❡+✈❛!✐♦♥ !✐♠❡✳

✶✻✾



❈ ❋✉#$❤❡# ❛♥❛❧②+✐+ #❡+✉❧$+ ❆♣♣❡♥❞✐①

❘❡❢✳ D h
✐❝❡

σc f k ♦❜&❡'✈❡❞ ♣'❡❞✐❝-❡❞ ✐❝❡ -②♣❡

❬♠❪ ❬♠❪ ❬❦3❛❪ ❬❍③❪ ❬❦◆✴♠❪ ✈❡❧✳ ❬♠✴&❪ ✈❡❧✳ ❬♠✴&❪

❬✾✸❪ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✺ ✶✶✵✵ ✷✳✾ ✶✵✻✵ ✵✳✵✸✺ ✲ ✵✳✵✻✺ ✵✳✵✺ ✲ ✵✳✼✽ &❡❛ ✐❝❡

✹✳✼ ✵✳✵✸✺ ✲ ✵✳✵✼ ✵✳✵✽ ✲ ✶✳✷✼ &❡❛ ✐❝❡

❬✾✷❪ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✸✾ ✷✹✵ ✶✳✷✼ ✷✹✵ ✵✳✵✹✽ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✷ &❡❛ ✐❝❡

❬✹✹❪ ✵✳✶✶ ✵✳✵✽ ✸✵✵ ✻✳✼ ✶✵✵✵ ✵✳✶✵ ✲ ✵✳✶✷ ✵✳✵✾ ✲ ✶✳✸✹ &❛❧✐♥❡

❬✼✾❪ ✵✳✵✻ ✵✳✵✸✹ ✶✷✵ ✶✼✳✻ ✷✺✵ ✵✳✵✽ ✲ ✵✳✻ ✵✳✵✼ ✲ ✶✳✵✷ ❊●✴❆❉✴❙

❬✸✶❪ ✵✳✶✼ ✵✳✵✸✷ ✶✸✵ ✺✳✾ ✸✵✵ ✵✳✵✽ ✲ ✵✳✶✹ ✵✳✵✷ ✲ ✵✳✷✼ 3●

✵✳✵✸✹ ✾✵ ✵✳✵✽ ✲ ✵✳✷ ✵✳✵✷ ✲ ✵✳✷✹ 3●

❬✸✽❪ ✵✳✽ ✵✳✵✾ ✶✷✵ ✶✵✳✾ ✷✹✻✵ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✸ ✲ ✵✳✹✺ ✉'❡❛

❬✶❪ ✵✳✶✾✶ ✵✳✵✷✷ ✼✵ ✾✳✷ ✶✼✵ ✵✳✵✸ ✲ ✵✳✵✽ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✶✾ 3●✴❆❉

❬✷✽❪ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✸✺ ✶✷✵ ✶✷✳✺ ✷✺✺ ✵✳✵✽ ✲ ✵✳✶✻ ✵✳✵✺ ✲ ✵✳✼✺ ✉'❡❛

✹✳✸ ✷✼ ✵✳✶✶ ✲ ✵✳✷✶ ✵✳✶✻ ✲ ✷✳✹✹

✵✳✵✹✶ ✶✹✵ ✻✳✸ ✷✹ ✵✳✶✷ ✲ ✵✳✷✻ ✵✳✹✷ ✲ ✻✳✹✹

❬✾✶❪ ✵✳✵✻✺ ✵✳✵✸ ✾✵ ✼✳✹ ✸✼✵ ✵✳✵✺ ✲ ✵✳✶✾ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✶✼ ❊●✴❆❉✴❙

✵✳✵✶✽ ✻✵ ✵✳✵✺ ✲ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✵✹

✵✳✵✸ ✺✵ ✵✳✵✼ ✲ ✵✳✶✹ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✵✾

❚❛❜❧❡ ✷✸✿ 3'❡❞✐❝-❡❞ ❛♥❞ ♦❜&❡'✈❡❞ ✈❡❧♦❝✐-✐❡& ❧❡❛❞✐♥❣ -♦ ❋▲■ ✐♥ ♠♦❞❡❧ -❡&-&✳ 3❛'❛♠❡-❡'&

❛❝❝♦'❞✐♥❣ -♦ ❬✾✼❪✳ ❯♣♣❡' ♣'❡❞✐❝-✐♦♥ ❜❛&❡❞ ♦♥ DAF = 3 ❢♦' ❛❧❧ -❡&-&✳ ◆♦ ❧✐♠✐✲
-❛-✐♦♥ ❜② ❝'✐-✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐-② ❢♦' ❝'✉&❤✐♥❣ ✐& ❛♣♣❧✐❡❞ &✐♥❝❡ ✐- ✐& ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡-❤❡'

-❤✐& ✈❡❧♦❝✐-② ✐& &✐♠✐❧❛' ✐♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐❝❡ -②♣❡&✳

3❛'❛♠❡-❡' ✈❛❧✉❡

fn ❬❍③❪ ✷✳✸✷

m ❬-❪ ✾✷✺

D ❬♠❪ ✶✳✼✽

h
✐❝❡

❬♠❪ ✵✳✺

❉❆❋ ✭❛&&✉♠❡❞✮ ✸

♦❜&❡'✈❡❞ ✈❡❧✳ ❬♠✴&❪ ✵✳✵✷ ✲ ✵✳✵✹

♣'❡❞✐❝-❡❞ ✈❡❧✳ ❬♠✴&❪

σc = 1 ▼3❛ ✵✳✵✷ ✲ ✵✳✸✶

σc = 2 ▼3❛ ✵✳✵✹ ✲ ✵✳✻✷

❍✉❛♥❣ ❡- ❛❧✳ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✹✺

●✉♦ ✵✳✵✶✻

3❛❧♠❡' ❡- ❛❧✳ ✵✳✵✶✶ ✲ ✵✳✹✻✹

■❙❖ ✶✾✾✵✻✿✷✵✶✵ ✵✳✶✸✾

❚❛❜❧❡ ✷✹✿ ❱❛❧✐❞❛-✐♦♥ ♦❢ ♣'❡❞✐❝-✐♦♥ ❢♦'♠✉❧❛ ❛❣❛✐♥&- ❢✉❧❧ &❝❛❧❡ ❋▲■ ❡✈❡♥-❀ ❝♦♠♣❛'✐&♦♥ -♦

❡&-✐♠❛-❡& ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✺❪✳

✶✼✵


