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1. Einledtung

Es soll die Potentialstromung um eine quer zu ihrer Ebene
bewegte Rechteckplatte bestimmt werden, um damit dann die hydro-
dynamische Masse und die Verteilung der instationdren Driicke auf
der Platte berechnen zu kénnen. Die Potentialstromung liefert im
allgemeinen eine gute Niherung fiir die tatsédchliche hydrodyna-
mische Masse., Obwohl die rechteckige Platte ein sehr einfacher
geometrischer Korper ist, ist offemnbar bisher keine theoretische

Berechnung der hydrodynamischen Masse hierfiir erfolgt. Dem Ver-

fasser sind lediglich zwei experimentelle Untersuchungen bekannt

geworden, in denen hydrodynamische Massen wvon diinnen Rechteck-

platten bestimmt wurden.

Pabst (1930) 8 hat fiir vier verschiedene Rechteckplatten
die hydrodynamische Masse durch Schwingungen mit kleiner Ampli-
tude ermittelt. Die Platten hatten die Abmessungen: 10 x 10,
10 x 20, 10 X 30 und 10 x40 cm2 bei einer Dicke von 3 mm, Sie wur-
den quer an das Ende eines vertikalen Stabes angesetzt, der in-

folge seiner Aufhingung an Federelementen Oszillationen in sei-




ner Achsenrichtung ausfiihren konnte. Die Eigenfrequenzen dieses
Systems betrugen zwischen 30 und 100 Hz., Die Eigenfrequenzen
wurden durch Ausscﬁwingversuche in Luft und etwa 45 cm tief ge-

taucht in Wasser bestimmt. Die daraus ermittelten hydrodynami-

'schen Massen werden hier zu Vergleichen benutzt.

Yu (1945)12

fiir drei verschiedene Rechteckplatten sowie filir eine Reihe wvon

hat unabhingig von den Untersuchungen von Pabst

Parallelepipeds die hydrodynamischen Massen durch kleine Schwin-
gungen bestimmt., Die Platten bestanden aus Bleiblech von 1,5 mm
Dicke und hatten die Abmessungen: 4% 5, 6%5 und 8% 5 cmz. Es
wurden Jjeweills zweli gleiche Platten an einem Torsionspendel auf-
gehédngt., Die Eigenfrequenzen des Systems betrugen etwa zwischen
0,1 und 0,3 Hz bei den verschiedenen Platten. Die Messungen mit
den Platten geringer aber endlicher Dicke wurden von Yu nach den
Erfahrungen mit den Parallelepipeds fiir den Grenzfall verschwin-
dender Dicke korrigiert. Auch diese MeBergebnisse werden spiter

zu Vergleichen herangezogen,

In der vorliegenden Arbeit wird die Potentialstromung fir
die querbewegte Rechteckplatte mit Hilfe einer Singularitidten-
belegung auf der Platte dargestellt, Fiir das Problem der Platte
bietet sich eine Belegung mit Dipolen ah, wobei man zudem den
Vorteil hat, dafl besonders einfache Beziehungen zwischen der
Belegung und den instationidren Druckanteilen bestehen. Fiir die
Dipolbelegung wird ein Ansatz in der Form einer Doppelsumme ge-
macht. Die Funktionen dieses Ansatzes sind aus dem ebenen Pro-
blem ilibernommen. Die Randbedingung filir die Str6mungsgeschwindig—
keiten an der Platte wird punktweise erfiillt. Auf diese Weise
wird die Bestimmung der Koeffizienten filir die Belegung auf die
Losung eines linearen Gleichungssystems zurilickgefiihrt. Die nume -
rische Berechnung der Integrale fiir die EinfluflgréBen erfolgt
mit Hilfe eines besonders hierfiir angepafiten Verfahrens, das
die spezielle Form der Integranden berﬁcksidhtigt und ‘dadurch

eine sehr Genauigkeit erlaubt,.

Die Eigenschaften des Lisungsansatzes werden an Hand von

Beispielrechnungen eingehend untersucht und erliutert.




Flir eine Reihe wvon Platten mit'Seitenverhéltnissen zwischen
0,1 und 1 wurden Rechnungen auf der Rechenanlage des Rechenzen-
trums der Universitidt Hamburg durchgefiihrt. Die errechneten
Dipolbelegungen bzw, die ihr proportionalen instationdren Druck-
anteile bei beschleunigter Bewegung sind in Tabellen angegeben
und graphisch dargestellt worden. Auﬁérdem zéigen Zusammenstel=~
lungen die Koeffizienten der hydrodynamischen Masse, die Ordi-
nate der Dipolbelegung in der Plattenmitte, die Volligkeit der
Dipolbelegung sowie die mittlere Ordinate der Dipolbelegung.
Diese Werte werden mit den MefBergebnissen von Pabst und von Yu
sowie mit den theoretischen Werten fiir elliptische Platten ver-

glichen,

2. Verzeichnis der benutzten Symbole

aik(n) Koeffizieﬁten des Reihenansatzes fiir die Belegung
A Konstante

Aik(w) dimensionslose Koeffizienten des Reihenansatzes

A Konstante

B halbe Breite der Rechteckplatte (y-Richtung)

bik(w) Koeffizienten zur Darstellung der Beschleunigung
Bik(n) dimensionslose Koeffizienten fiir die Beschleunigung
c(n) Koeffizient der hydrodynamischen Masse (Gl, (35))

C (n) Koeffizient der hydrodyn. Masse der Ellipsenplatte

D_ Hilfsintegral (Gl. (32))

fix Integrandfunktion (Gl. (60))

Fi(x) Funktionen des Belegungsansatzes (Gl. (8))

FPS 'endlicher Teil' des Integrals im Sinne von Hadamard
H Parameter fiir die GriéBe der Teilfléchen

i Index

ik Hilfsintegrale (G1. (12))

Jik EinfluBfunktionen (Gl, (13a-d))

k Index

K Zahl der Punkte, an denen die Randbedingung erfiillt wird
L halbe Linge der Platte (x-Richtung)




m(x,Y)
mo(x’Y)

M(x,y)
MO(X’Y)

M(o,o)

Mo(o,o)

M"(%)
Mno(m)

Pi(x’Y)

WwoH K W

ik

0w o

ik

t

Dipoldichte auf der Rechteckplatte

Dipoldichte auf der Ellipsenplatte

Zahl der Glieder im Reihenansétz in x-Richtung
dimensionslose Dipoldichte auf der Rechteckplatte
dimensionslose Dipoldichte auf der Ellipsenplatte
Mittelordinate (max. Ordinate) der dimensionslosen Di-
poldichte der Rechteckplatte

Mittelordinate (max. Ordinate) der dimensionslosen Di-
poldichte der Ellipsenplatte

Mittelwert der dimensionslosen Dipole der Rechteckplatte
Mittelwert der dimensionslosen Dipole der Ellipsenplatte
hydrodynamische Masse der Rechteckplatte

hydrodynamische Masse der Ellipsenplatte

Index

" Zahl der Glieder im Reihenansatz in v=-Richtung

instationdrer Anteil der Druckverteilung

resultierende instationidre Kraft auf die Platte

Abstand des betrachteten Punktes wvon der~Singularitét
Index

Teil des Integrals I;, iiber den Rest der Platte (Gl.(40))
Index

Teil des Integrals Iik tiber das kleine Quadrat mit der
Singularitat (Gl. (39))

Hilfsvariable

T(r,s,A)Hilfsintegral (Gl.(48))

Tk(x)

Tschebeyscheff-Polynom 1. Art k-ter Ordnung
Hilfsvariable
Tschebeyscheff-Polynom 2, Art k-ter Ordnung (Gl. (9))

r-te Ableitung des Polynoms Uk(x) nach x
Hilfsvariable

z-Komponente der induzierten Geschwindigkeit
Translationsgeschwindigkeit der Platte
Translationsbeschleunigung der Platte

Koordinate

dimensionslose Koordinate (Gl. (45))

dimensioﬁslose Koordinate des Mittelpunkts einer Teil-
fliche " |

Koordinate




Y dimensionslose Koordinate (Gl. (45))
‘Yk dimensionslose Koordinate des Mittelpunkts einer Teil-
fl&dche
Z Koordinate

dimensionslose Koordinate (Gl. (45))
z1,22,23,zh,25,z6 - Konstante :
halbe Seitenlidnge des Quadrats um die Singularitidt

dimensionslose halbe Seitenlinge des Quadrats (Gl. (45))

e

ik Beitrag einer Teilfl&dche zum Integral Rik
dimensionslose halbe Seitenlinge einer Teilfliche (x-
Richtung)

dimensionslose maximale halbe Seitenlidnge der Teilflid-

<R

max

chen (x- und y-Richtung)

OY, dimensionslose halbe Seitenlinge einer Teilfliche (v~
Richtung)

& z=Koordinate der Singularitédt

n y-Koordinate der Singularitat

4 dimensionslose Koordinate (Gl. (45))

n Seitenverhiltnis der Rechteckplatte (GL. (46)), bzw.
Verhdltnis der Achsen def Ellipsenplatte

' HilfsgrsBe (Gi., (A.1))

E x-Xoordinate der Singularitit

= dimensionslose Koordinate (Gi1. (43))

Q Dichte der Fliissigkeit

v Hilfsvariable

Y(x,y,z) Grundlssung der Laplace-Gleichung
p(n) Vslligkeit der Dipolbelegung der Rechteckplatte (GL.(36))
@o(h) Volligkeit der Dipolbelegung der elliptischen Platte

(G1. (A.6)) '

¢ Geschwindigkeits~-Potential der Rechteckplatte
d)o Geschwindigkeits-Potential der Ellipsenplatte
% Hilfsvariable '

3. Ansatz zur Darstellung der Stréomung

Die Aufgabe besteht in der Bestimmung der Potentialstrdmung

um eine Rechteckplatte der Breite 2B und der Linge 2L (vgl. Dia-




Diagramm 1

gramm 1). Das Koordinatensystem wird so gewdhlt, dafl der Xoordi-
natenursprung in der Mitte der Platte liegt. Die x-~Achse weist
in Richtung der Lingenausdehnung, die y-Achse in Richtung der
Breitenausdehnung der Platte. Die Hohenausdehnung der Platte
(z-Richtung) ist verschwindend klein. Die Platte bewegt sich mit
der Geschwindigkeit V in Richtung der positiven z-Achse. Die um-
gebende Fliissigkeit ist in allen Richtungen unendlich weit aus-

gedehnt und befindet sich im Unendlichen in Ruhe,

Dieses Problem wird durch ein Geschwindigkeits-Potential‘¢

beschrieben das folgende Bedingungen erfillt:
Im gesamten Fliissigkeitsbereich (Laplace-Gleichung):

AP bxiy,2) = 0 | (1)
auf dér Rechteckplafte:

[l | . '
~¥A(X'%'O) = VvV, x| <L, I\ZJ LB, (2)

und im Unendlichen:
#7 (X\Alfa.-t) =0 ; X2+ \37‘4- Y (3)

Die Losung dieses Randwertproblems ist mit einem Singulari-
tidten-Ansatz moglich, der die Laplace-Gleichung erfiillt., Es kom-
men vor allem Wirbel und Dipole in Frage.‘Einer Dipolbelegung




auf der Platte wurde aus zwei Griinden der Vorzug gegeben: (1) Im
vofliegenden Problem ist die Richtung der Dipole von vornherein
bekannt; sie ist senkrecht zur Ebene der Platte. Man hat also nur
noch die Stidrke der Dipole zu berechnen. Sollte dagegen die
Platte durch eine Wirbelbelegung dargestellt werden, so miilte
man Stédrke und Richtung der in der Plattenebene liegenden VWirbel
bestimmen und dabei die Erhaltungssétie beriicksichtigen. (2) Der
besondere Vorteil besteht darin, dafB ein ganz einfacher Zusaﬁ—
menhang zwischen der Dipolbelegung und dem Potential an der
Platte und damit auch zwischen der Anderung der Dipolbelegung
mit der Zeit und den instationdren Druckanteilen besteht. Daher
148t sich aus der Dipolbelegung in sehr einfacher Weise die

hydrodynamische Masse bestimmen,

Das Geschwindigkeits~Potential eines Dipols, der sich im
Punkt (g,q,g) befindet, 1ldBt sich als drtliche Ableitung der
Grundlésung der dreidimensionalen Laplace-Gleichung (vgl. zB.
Robinson und Laurmann (1956)9, p. 16 ff) schreiben:

plege) = = 22(5) W

mit r= \/(x—g)z + (lé-r[)z'l'»(i-—gy_‘

Damit gilt fiir die z~Komponente der induzierten Geschwindigkeit:

Vy = — (X\ 2) = - ;ﬁ? ( 1 )
DD kv
- Lt 3le-e)

Die gesuchte Dipolbelegung auf der Platte, m(x,y), gewinnt man
aus folgender Integralgleichung
L 4B

' tim ____]___ 1 Siz
Vv, (x,xz,O) = b -m(g.vﬂ{ r3_ G }olvlolgl (6)

2—>0

-L -B
fur x| £—.L.) ‘13\.4.3

Im vorliegenden Problem der Translation der Platte mit der
Geschwindigkeit V ist die linke Seite der Gleichung unabhingig




von den Ortskoordinaten (x,y). Es wdren jedoch auch andere Forde-
rungen fiir v (x,y,O) mogllch wenn z.B, die Stromung bei elasti-

schen Vlbratlonen der Platte bestimmt werden soll.

Die Losung der Integralgleichung (6) soll mit Hilfe eines
Doppelreihen-Ansatzes fir die geSuchte Belegungsfunktion m(x,y)
érfolgen. Dieser Reihenansatz ist den Ansitzen aus der Tragflii-

geltheorie (vgl. z.B. Robinson und Laurmann (1956)9) nachgebil -

det. Es soll gelten:
S ¢
mlog) = 27 oy - FlE) R(¥),

i=0 k-0 (7)

mit we= Bf| .
Die Funktionen F entsprechen im wesentlichen dem Ansatz wvon
Glauert (19&8)2 fur das ebene Tragfliigelproblem, ein Unterschied
besteht nur im ersten Glied der Reihe, der Funktion F . Ein ent-
sprechender Ansatz wurde vom Verfasser (1965).7 (51ehe dort Gl.
(16)) zur Behandlung der Umstrémung der unendlich langen Platte
benutzt., Im vorliegenden Problem koénnen nur symmetrische Funk-

tionen in den Reihen auftreten. Es wird daher gesetzt:

T (x) = U1 (x)
(8)
U

(x) = ( ___‘__._U (x)
W) = g Y@ m g e

Dabei bezeichnet Uk(x) das Tschebeyscheff—Polynom zweiter Art,

das folgendermaﬁen definiert dist:

Uk (x) = sin ( k - arc cos X> . (9)

Dieses ist die Definition, wie sie z.B, bei Jahnke-Emde-L&sch

(1960)5, p. 96 ff gegeben ist. Sie unterscheidet sich wesentlich

von der Deflnltlon der Funktionen U (x) bei Abramowitz und

Stegun (196&) p. 77 ff.

Die Belegungsfunktionen Fk(x) entsprechend den Gleichungen
(8) sind im Diagramm 2 fiir die Ordnungen kX = O, 2, 4, 6, 8 und
10 dargestellt. Man erkenmnt, daB die Funktionen nicht normiert
sind. Die gewahlte Form der Funktionen filir den Reihenansatz

'erglbt auBerdem kein Orthogonalsystem. Dieser Punkt soll noch




-9 -

. 710‘ .

Belegungsfunktionen F, (x)

\Fb('X)

O
)

p—

e F4x)

//1é'Cx)

Diagramm 2
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.etwas ausfiihrlicher behandelt werden. Im zweidimensionalen Fail

 kann man die~Dipolbe1egungeh durch Differentiation in Wirbelbe-

legungen umformen. In diesem Falle nehmen die Funktionen fiir den
Reihenansatz fiir die Wirbelbelegung die Form an:

o T1 (X3
olx) = ——
U, (x)

!

6 = Uzk(ﬂ i k= 1L 2.3
Diese Funktionen bilden mit Ausnahme der Funktion F;(x) ein
Orthogonalsystem, und zwar mit der Gewichtsfunktion 1/U1(x). Die
Funktion Fg(x) ist zu keiner der iibrigen Funktionen orthogonal.
Es ist aber auch gar nicht erforderlich, dafl der Ldsungsansatz
selbst bereits ein Orthogonalsystem darstellt. Man erkennt'ném~
lich bei der Losung des zweidimensionalen Problems, daB die
Reihe entsprechend Gl. (8) nach dem Einsetzen in die Integral-
gleichung und nach Durchfiihrung der Integrationen in ein voll-
stdndiges Orthogonalsystem iibergeht, ndmlich in die Tschebey-
scheff-Polynome erster Art Tk(x) (vgl. dazu Verfasser (1965)7,
dort Gl, (14)). Man erkennt, daB an dieser Stelle des Problems
eine orthogogale Reihe einen wesentlichen Vorteil bedeutet, weil

man die gesuchten Koeffizienten der Reihe unabhiéngig voneinander
Kenn

bestimmen;” Insbesondere wird die Translation der zweidimensio-

nalen Platte durch das erste Glied der Reihe beschrieben.

Man wird kaum erwarten kénnen, daB sich fiir das dreidimen-
sionale Problem der Rechteckplatte in Translation ein entspre-
chender Ansatz fihden 1ldBt, der nach der Integration zusammen
mit dem Xern dgr Integralgleichung auf ein Orthogonaléysteh
filhrt, Der gewihlte Ansatz (7) liefert daher Koeffizienten a .,
die sich gegenseitig beeinflussen, Die Koeffizienten sind also
insbesondere auch davon abhingig, wieviele Glieder der Reihe in
der praktischen Rechnung beriicksichtigt werden. Man sollte er-
warten, dafl bei steigendem Rechenaufwénd, d.h, bei einer Vergrs-
Berﬁng der Zahl der beriicksichtigten Reihenglieder, eine Konver-
genz eintritt, daB also die wechselseitigen Beeinflussungen bei

steigendem Rechenaufwand abnehmen und schliefSlich unbedeutend
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werden. Systematische Beispielrechnungen (vgl. Abschnitt 7.)
zeigen tatsdchlich eine langsame Konvergenz., Eine weiterreichen-
de Aussage ist an Hand der berechneten Beispiele nicht mdglich,
weil dafiir der Rechenaufwand nicht weit genug gesteigert werden
konnte. Dabei reichte die Rechengenauigkeit und die Konvergenz

zur Bestimmung der Dipolbelegung schon bei weitem aus.

Mit dem Ansatz (7) geht die Integralgleichung (6) in die

Form tiber:

Vi(x.\}.o) = - ! ZZ afik(“')']&()(.’tg.%>, (10)

Yt B °
=0 k=p _
mit n=B/L. - (11)
Dabei sollen folgende Bezeichnungen gelten:
+L+E 1 32
. E - z :
leo) = B8 | [0 (@0 @) [ - 2 s oo
2—~—0
~-L -B ‘

und weiter:

]oo(x-mj.u) = I (x._'\é.n)' | | | | (13a)

"
' 1
]ok(*ﬂg%) s T I1(2k+1)(x""}'%) - (13b)
1 - |
Oy L (e (X-“g‘ ") k=23

I Geyn) = —4— T (e oy ) - | (13¢)

v0 a2  (2a41)1

—_———I(Z“_-ﬂq ()('lllé‘ﬂ,); 4,:\.2,3,.‘. .




4 | | .
J{.'k_(X’.'L}-K«), = (H‘:L-\-Z)(H“("‘Z)I(2L+1)(2k+1)()¢“3‘ W’\ B . (13d)
1

t#hz\(w-z)

I(zam)(zk-ﬂ(x- % n) -

1
- )I(Z:'.A)(ka‘l) (_X. % w) *

(1a—2)(wk+2 »

1

+ I, (<. 4. w)
Clpoa)(bkeg) | BNk v

W= 02,300 5 k= 12,3,

Die Gleichung (10) ist die Grundlage zur Bestimmung der

Koeffizienten a durch die die Dipolverteilung m(x,y) auf der

’
Platte festgelezi ist. Dazu muB aber die Doppelreihe durch eine
endliche Doppelsumme ersetzt werden, uﬁd zwar sollen im folgen-
den die hochsten Glieder die Nummern M-1 bzw, N-1 haben, so daBl
die Doppelsumme M¥N Glieder enthilt. Die Randbedingung (10) wird
an einer Reihe von Aufpunkten (x,y) auf der Platte erfiillt. Die
Mindestzahl von Aufpunkten betragt MxN, sb dafl die EinflufigréGen
Jik(x,y,n) mindestens fiir alle M¥N Belegungsfunktionen und fiir
alle MxN Aufpunkte berechnet werden miissen. Es ‘besteht auBlerdem
. die Méglichkeit, das Gleichungssystem durch die Wahl einer gro-
Beren Zahl von Aufpunkten iiberzubestimmen und dann einen Aus-
gleich nach dem Verfahren des kleinsten Fehlerquadrats vorzuneh-

men. Diese Mdglichkeit wurde u.a. auch von Isay und Armonat

(1966)“ angegeben. Auf diese Moglichkeit wird in der Diskussion
der allgemeinen Eigenschaften des Rechenverfahrens besonders

eingegangen.

Die Gleichung soll fiir die weitere Behandlung jetzt'in di-
mensionslose Form umgeschrieben werden. Dazu werden folgende Be-

zeichnungen eingefiihrt:-

| ik (w). ' L
ik o) 2BV
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M (Y.%). = Wx(x.%) (15)
LBV "
Es gilt also:
M- N-A y :
Mg = T L WRE)VREE) 0o
1=0 k=0 ‘ .
und : '
| =
—i-vt(x.«g.o) - -5 5_0 %‘OA“‘ 00) Ja (g ) (17)

In dem hier behandelten Fall der Translation dexr Platte ist der
Wert vz/V unabhingig von der Lage des Aufpunktes in jedem. Falle

gleich 1.

Es kann Jjetzt gezeigt werden (Vgl. dazu z.B, Robinson und

Laurmann (1956)9, P. 227), daB zwischen der Dipolbelegung und
dem Geschwindigkeitspotential an der diinnen Platte folgender be-

sonders einfacher Zusammenhang besteht:

¢(x.'%.+0) = —3_—%(%’%» | (18)

¢ (x,y,-0) = ‘%M(X“‘g\ : (19) .

Flir den instationdren Anteil des Druckes gilt dann weiter:

P (x4, +0) ='Q¥é— (x.x}.+0) = %—}%‘-(X.'\j), "~ (20)

wobeli das angegebene megative Vorzeichen in der zweiten Hilfte
der Gleichung fiir die Oberseite der Platte (z = +0) gilt,

Bei beschleunigter Translation der Platte ist die zeitliche
Anderung der Dipolstédrke dm/dt der Beschleunigung V in der glei-
chen Weise zugeordnet, wie die Dipolstidrke m der Geschwindigkeit

V. Man macht folgenden Reihenansatz:

ey = ZT by R R(E) o

~e

mit:

By (n) = i (.K) (22)
BV |
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dm /ot (x,4,)
LBV

(23)

™M 3
T(X,'\z) =

gilt dann:

BM( M-1 N-1 R y " (24)
~ x,%) = 2: Z: Lk'FLCE>'¥iG??>

4=0 k=0

v.(x. 14, 0)

) L

-V 2T 0 ko
Da die linke Seite der letzten Gleichung (25) genau wie die lin-

ke Seite von. Gleichung (17) fiir alle Aufpunkte (x,y) den Wert 1

hat, miissen die Koeffizienten der beiden Reihen ilibereinstimmen:

W ., Geyon), (25)

Bi.k (K.) = At‘,k (M’) . (26)
Somit kann man schreiben:
IN\ ‘ M-1 N-1
———(x.xj) = ZZ Ak(w X \ﬁ(—g—> (27)
' +=0 k=0

Man kann dann weiterhin fﬁf den Druck schreiben:

}PL()('H-+O> gl N1A -
& = - 2 ARE)RE) s
Q-BV +=20 keo
und schliefilich unter Berﬁcksichtigung von Gleichung (16):
QRV ,

Das bedeutet, daB im Falle der beschleunigten Platte die insta-
tionidren Driicke proportional der darstellenden Dipolbelegung der
stationdr bewegten Platte sind,

Die hydrodynamische Masse lédB8t sich entsprechend ihrer De-
finition dadurch bestimmen, dafl man die resultierende instatio-
nire hydrodynamische Kraft durch die Beschleunigung dividiert.
Es gilt dann: '
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L 4B :
Ro= & \ [-p;(x%,w)+1>:.'(x.13,-0)]dxd\j,
-L -3
+L .+B L
V?L = ‘Z'S g ‘P;(x.13.+0)dxdlj/, (30)
-L -B.
und weiter: 4

M-1 N-1

—— = || 22 AL B R ] 4043,

2
ZqB LV R =0 k=0
Man kann die Summation und die Integration vertauschen, so daf

man schreiben kann

. ZZ Ay (w) D, D | (31)

i

2
2B°LV 4%0 k=0
wobei die Bezeichnung benutzt wurde:
+4

D, = S T (x) dx

: (32)
Es 148t sich leicht zeigen (vgl. z.B. Verfasser (1965) ), daB:

Do = T

D, = 0 Cm= 2,3, 4. ,
Also:
B —i—z—{ (W)= 2A, () =2A_ )% A (n)
2 QBILY 16 bA )= ZA ) =2 A )+ Ay K}.(Bl*) .

Zur Beschreibung der hydrodynamischen Masse soll ein dimen-
sionsloser Koeffizient C(n) eingefiihrt werden. Dieser Koeffizi-
ent errechnet sich als der Quotient der tatsdchlichen hydfodyna-
mischen Masse und der hydrodynamischen Masse fiir den Abschnitt
def Lédnge 2L aus einer unendlich langen ebenen Platte der Breite
2B, Der Koeffizient C(n) ist damit der Korrekturfaktor fiir die
Anwgndung der Streifenmethode bei der Bestimmung der hydrodyna-

mischen Masse der Rechteckplatte. Es gilt:
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Cle) = M'n) A {Moom)_zAw(n)JAM(K)+Aﬁm)}, (35)

TQ BzL 16

Im vorliegenden,Falle ist die Dipolordinate in der Mitte
der Platte, x =>y = 0, immer der grofite Ordinaten-wert., Bezieht
man‘das Volumen unter der Dipolbelegung auf das umschriebene
Parallelepiped, so soll das als Volligkeit (1) der Dipolbele-
gung bezeichnet werden. Es gilt:

+4 +1
1 ' :
( = —— ] - d X -d
\P *) lr-M (0,0) L L M(x '7> <L) (%_>
2.
\P()‘L) = m} : {L}-Aoo(ﬂ.)-ZAm (}‘L) - 2Ao1 (H.) +A11<K)} '(36)
\p(n,) = T'C(K’)
L"'M(olo)

Schlieflich ist der Mittelwert der dimensionslosen Dipolbelegung
M ebenfalls zur Charakterisierung der Form der Dipolbelegung ge=
eignet., Dieser Mittelwert hat mnatiirlich enge Beziehungen zur
Volligkeit p(k) und zum Koeffizienten C(n).

- +H o+ '

M(fu) = —L— S M(x, 4?{) ‘ OL(%> ‘“%)
. 1 - ‘ . |

M (n) = x {H—A (n) - 2A,, () =2A_ () +A (n)} (37)
bl 00 10 *° -0 1 '

M n) = &+ C

4, Verfahren zur Berechnung der EinfluBgrofBen

Zur Berechnung der. EinfluBgrifien Ji bzw. der Hilfsinte-

k,
grale Iik’ wird ;ein besonderes numerisches Verfahren angewendet,
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das auf die Form der Integranden mit der starken Singularitidt
Riicksicht nimmt. Dézu wird das Integral Iik(x,y, ) in zwei An-
teile aufgeteilt,. Der eine Anteil erstreckt sich tiber das. kleine
Quadrat mit dem Mittelpunkt (k,y) und der Seitenldnge 2% , der
andere Anteil erstreckt sich dann iiber den Rest der Rechteckplat-

te (vgl. Diagramm 3).

Ay
B
e~ 28 >
g i
- ¢ S:6:¢10:¢:01 B TR ¥
-B

Diagramm 3

Es gilt:

Ii.k“-"*-"’) = S;k(x, 13.»1.,5) + R«'.k (x,%. n,b) / (38)

wobei: X+ %a,b .
. (x - lm REARTIAAN PR |
Sik( .%.W.b) s a0 Bj u’o(L> u'k(3>[ 13 - }igo(vl (39)
X-3 tj—b
Ritagon) = B 1 (8) U, ()] S - 2] sl
Y 2t v\ L k T  r 5 i
Rest |
S ] wmw @) —SM o
Rest [("‘%)Z*(’j;'l)z] :

Solange die Integration hiecht den Punkt (x,y) nicht mit
einschlieft, 148t sich der Grenziibergang z —+0 schon vor der In-

tegration vollziehen, wie das in Gleichung (40) fiir das Integral
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R.. geschehen ist. Das Integral R,, entsprechend Gleichung (40)

ik ik
148t sich mitAeinem beliebigen Quadraturverfahren bestimmen. Auf

die Wahl des Quadraturverfahrens wird spater eingegangen.

Zur Berechnung der Integrale S.. werden zunichst die Funk-

. k
tionen U, bzw. U, in Taylor-Reihen ;m den Punkt (x,y) entwickelt,
Man kann schreiben:
| w0 ), % EL‘_ FRME
w(8) = ¥ vtk (£) It -7l (41)
. ~o , o
x (s) n -4 >
W& = Zo-iyuk )| - £) , (42)
$=0
wobei:
. () U x) |
'U.L (X} - d'xz- . (143)

Fiir das Produkt der beiden Reihen (41) und (42) 1#8t sich noch

schreiben:

i

WU = £8 mwOwe) [E-4] - e

rsQ $=0

Es sollen Jjetzt in den Rechnungen dimensionslose Koordina-
ten eingefiihrt werden, und zwar wird in allen Fillen die halbe
"Breite der Platte B als Bezugslédnge benutzt. Es soll gelten:

-

X=%Fi =< % =g H =5
(45)
a 2, - B ? |
A Bl Z B " J
Ferner sollen die Bezeichnungen gelteri:
| | L we)
w = =-X . v = H =Y ‘

Es folgt mit diesen Bezeichnungen fiir das Integral Sik

Saclagyn,3) = 55 ") U " )-uf’m. T(T.S,A)IW)
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wobei die Bezeichnung eingefiihrt wurde:

. ‘ +A 4A )
C Tlnsa) = e Jﬂ : - = g e ()
f | ‘ Z‘“’O (u}+vz+zz)y2 u.+v-+ZZ) 2
; A=A

g Es mul jetzt die Frage des Grenziiberganges Z-—=0 behandelt
werden, Es kann gezeigt werden, daB man durch Bestimmung des In-
tegrals (48) und nachfolgenden Grenziibergang auf genau das gleiche
Ergebnis kommt, wie wenn man den Grenziibergang naiv vollzieht; |
d,h, wie wenn man den zweiten Term in der geschweiften Klammer
vernachla551gt und das verbleibende Integral mit der Kernfunk-
tion 1/(u )3/2 als "endlichen" Teil im Sinne von Hadamard

deutet (vgl. z.B. Lighthill (1966)6, p. L44),

Im folgenden sollen die wesentlichen Schritte der sehr

langw1erigen Rechnung fir das Integral T(O 0 A) wiedergegeben

i werden:

| - ; . A vA
o T(o, 0, &) b g & A dv

20 4,1, (uf'+vz+Zz)3/Z

- _ : . LA L TA
| _ lm 3y g g dw dv
. | . 5
Z—0 A Sa (1A,7‘+VZ+Z,2) /2.
Man kann zunichst die Integration iiber eine der Variablen, z.B.

u, durchfiihren:
+A +A

T({o.0, ) =. o E oLvS d
20 A (u2+\/z+27‘>3/2‘
+A +4A . Ny
— m 322.§ dv g . dw
| | . Z —0 . N (MZ+VZ+ZZ)5/Z-/»'

wobei sich die abgespaltenen Integrale z,B, nach Grdobner und
j Hofreiter (1957)3 (231.19a bazw. 20b) bestimmen lassen; es gilt
g’ dann:
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+4

. d
leO,A) = flm ZAJ Y
z —0 N (Vz+ Zl) V2+ A’z N Zz_
A
- dv
— bmo a7t j
7 —( _‘A (VZ+ZZ> {Vz+ A4 ZZ]SIZ.

) +4 &
_ bm Lmzzg
Z—0 ~A V +ZZ> \/ s NF o+ 22

Das erste der drei Integrale ist ebenfalls bei Grdbner und Hof-

reiter (1957)3 angegeben. Die beiden anderen Integrale lassen
sich durch die Eulersche Substitution rational machen und dann

durch Partialbruchzerlegung l8sen.

Eswurde daher die zweite der bei Ryshik -~ Gradstein (1957)10, P.

77 angegebenen Substitutionen benutzt. Nach langwierigen Umrech-
nungen erhidlt man schliefilich:

Tlo0,8) =
= Umo L2k Az _ Z avct Az
- Z % 2 Z % 2 2z 2 2
Z——0 A+ Z.Z A +ZZ ’ A'*'Z + AYLA" +2
R _ bz
AhaY + 22" 8y 28>+ 22) A (4074 282 AV 207+ E7)
228 +2* - aVann 2?) N 2 (2% — AY2r2+77)
A(6A% 4 ZZZ‘—H’A*/ZAZ-'-Z") A (247 +ZZZ)-
2 AZ 2 AZ :
- Zorct ‘ + S orc —
z | % A+ 22— AYopr 22 z Jﬂ} A+ 224 Avfoptez®
_ 2( 22+ AV2AT+2?) 2 (24 + 254 AV 202w 22

+
b (244 29 NI yory



Aus dieser Form der Losung 1ld8t sich der Grensziibergang vornehmen,
man erhdlt:

s 2-2 v 12 2442
T(00,A) = —-{— —_— - -~ o=
A b-4v2 2 2 6 +4vz

q- . .
Tlo00) = - X2 . (49)
A :

Fiir die weiteren Integrale T(r,s,A) kann der Grenzwert in

der gleichen Weise bestimmt werden. Damit kann gezeigt werden,

daB die Integrale T(r,s,A) durch den "endlichen" Teil des fol-
genden Integrals richtig bestimmt werden:

_ +A s+ A ‘ulY'VS
T(rlS,A) = FPS g

—~A YA L"LZ"'V?"]

> dwdv . (50)

Man errechnet fiir die Integrale T folgende Werte - aus Symme ~

triegrinden liefern ungerade Potenzen von u bzw, v keinen Bei-
trag -

T(o,08) = 2,/ ]
T(o,2,A} = T(Z,O,A) = 2, A
Tlwa) = T(%040) = £3-A3 )
T(22.A) = N |
Tlo6A) = Tlhoh) = 258
T(2%4) = T (+,2,8) = zG-I.AS N o
WObei:%1 - - V2 & -5 656 35k o)
z, = 2logA ¥ 3,525 a4 39
2, = 2V/2 - logA > 1,065 680 13
2, = 4/3-logA - W37 = 0,46k 7171 36 r (52)
25 = Y logA - Yov2 € 0. 61 935 55
2, = z/s.\\/'i ~Y5-logA = 0O 213 136 03 )
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mit 4 42&-4
Y/ A

Weitere Integrale wurden nicht bestimmt, weil die im fol-

genden beschriebene Bestimmung der hdheren Ableitungen der

Tschebeyscheff-Polynome zu sehr unhandlichen Ausdriicken fiihrt

und daher nicht weiter als bis zur 6, Ableitung getrieben wurde.

Eine ausreichende Konvergenz der Reihe (47) fiir S;, kann durch

geeignete Wahl von A immer erreicht werden,

Die Ableitungen der Tschebeyscheff-Polynome Ui(x) konnen in

folgender'Form angegeben werden:

Uix) = siny | wenn 4 = arccos X
@) ' |

Zs{,na’\{z
% {14411 ws -y
~[4-1]" ws (i+1)l1}'}
\kiq->(><) = —'——4'——-7— *
§ sin'y
*i [P+ 6i2 +14 +6 ] ws (-3)y
=[343 v 6i% =274 =54 ] cos (4-1)y
+[ 33— 64% 274 +54 ] s (irt)y
LA bi2 e M - b s ey |

T S M

2 sin'y

(53)

(54)

(55)

x{[}uf" + 454+ 8545 + 2254 + 2744 4 120] tos (45*5)1}'

= [54% +454% + 543 - 100542 -32504 - 3000]- ws (1-3)y

+ 1104 +304% ~ #1043~ 123042 +40004 +12000]- w05 (i-1)

— [104% = 304* ~ 41043 +12304% + #0004 ~12000]- @s(4r1)y



+[50° - w5.® + 947 4 100545 - 3250 4 + 30001 cos (¢+3)y

“LA% -5t 8543 - 22547 w s - 120] cos (4"*'5)1}'}

Fiir die numerische Berechnung des Integrals Rik iiber den
Rest der Fliache des Rechtecks wurde ein speziell angepaBtes Ver-
fahren entwickelt. Mit den dimensionslosen GréBen aus Gleichung
(45) geht Gleichung (40) iiber in die Form:

Rac (XY, 8) = H ‘UL(E)'uk(H) OLG.OLH (56)
| Rest [ (x=2)+ (Y-H))™
Die grofBten Schwierigkeiten bei der Quadratur entstehen in der
Nihe der Singularitit (x,y), denn mit Riicksicht auf die beschrink-
te Zahl der Glieder der Reihe (47) darf A nicht sehr grofB ge-
wéhlt werden, Die Rechnungen Zeigen, daBl die Seitenldnge des
Quadrats 2A auf jeden Fall kleiner sein sollte als der Abstand
des Aufpunktes (x,y) von der nichsten Kante der Platte, Dies
wird erforderlich durch die schlechte Konvergenz der Reihe (41)
bzw. (42) in der N#he der Plattenkanten, Fiir die Genauigkeit der
Quadraturen ist daher vor allem die Kernfunktion bestimmend. Mﬁn
kann voraussetzen, daf sich die Tschebeyscheff-Polynome nur
langsam &dndern, vor allem, wenn man annimmt, dafl man mit wenigen
Termen in der Entwicklung (16) fiir die Dipolbelegung auskommt,

Bei der Betrachtung zum Rechenaufwand wurde die Belegung
als konstant angenommen, die Quadratur erfolgt Jjeweils fiir klei-
ne Teilflichen (Rechtecke bzw., Quadrate) nach dem Verfahren von
GaufB. Fiir eine solche GaufBi-Quadratur mit 3 Stiitzstellen in x-
und in y-Richtung kann man aus dem Restglied herleiten, dafB die
Schrittweite (Seitenlénge der Teilfléchen) etwa proportional der
1,3-ten Potenz des Abstandes wvom Aufpunkt sein muBl, Wenn das er-
fillt ist,.dann wird in allen Teilfliédchen der absolute Fehler

bei der Quadratur gleich gro8,

Durch eine entsprechende Betrachtung kann gezeigt werden,
dafl eine Simpson-Quadratur im vorliegenden Problem bei gleichem

Rechenaufwand einen geringfiligig groferen Fehler bedingt.
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Im Rechenprogramm wird die Gfﬁﬁe der Teilflichen entspre-
chend der obigen Uberlegung mit dem Abstand von der Singularitdt
variiert. Auflerdem wird aber eine obere Grenze fiir Grofe der

Teilflédchen vorgegeben,

Am Rande der Platte haben die Tschebeyscheff-Polynome Ui
bzw, Uk senkrechte Tangenten. Diese Schwierigkeit wirkt sich je-

doch nur bei den Quadraturen zum Integral I aus, das spédter

11
die EinflufBligrisBe Joo ergibt., Mit Rilicksicht darauf wird an den
Rindern der Platte mit einer verfeinerten Teilung gerechnet.

Dagegen haben die Belegungsfunktionen F, bzw, Fk fir i ¥ 0 bzw,

i
k ¥ O durch die Differenzbildung an den Réndern eine horizontale
Tangente (vgl. Diagramm 2)., Die Fehler, die sich also am Rande

bei der Berechnung der I ergeben, heben sich in den Werten Ji

ik k

heraus, wenn fiir alle Quadraturen zu einem Aufpﬁnkt (x,y) die

gleiche Fl&achenaufteilung benutzt wird.

Ein Beispiel fiir eine solche Aufteilung der Rechteckfliche
in Teilfliéchen ist im Diagramm 4 dargestellt. Dabei sei ange-
merkt, daB im Diagramm 4 die Restfliche in etwa 700 Teilflichen
aufgeteilt wurde, In den tatséichlichen Rechnungen wurden im Ver-
gleichsfall bis .zu 1200 Teilfléchen benutzt. Der Unteérschied ist
hauptsidchlich durch die Wahl eines kleineren Werts filir A be-
dingt, wobei man eine groBe Zahl von sehr kleinen Flédchenelemen-
ten um das innere Quadrat erhdlt. ¥ '

Fiir jeden Aufpunkt (x,y) wird die Teilung im Vorwege be-

stimmt und dann fiir alle Quadraturen beibehalten.

In jeder Teilfldche wird die Quadratur mit Hilfe wvon 9‘
Stiitzwerten vorgenommen. Das Integral (56) geht iiber in die Sum-

me:

Ry O, w &) = 5 ARy (GY, %, m) (57)
m

Bezeichnet man die Mitte derx Teilfléchgfmit (xm,ym) und die Sei-

tenléngen mit 2AXm bzw, 2A¥1, so kann man schreiben:

Bei kleineren Seitenverhiltnissen w steigt die Zahl der Fli-
chenelemente entsprechend,
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ARy (XY, . m)

i

| (58)
= -—A—%f—y-m % 25 4 (XY, X Yo )
| y 80 i (0 Y Xy, Y )
+ 25- {i«;k('X,Y Xa, Y, )
£ 40 4o (XY, Xm o Y, 7
+ bl @Lk(x Y, Xm .V m,n)
40 e (XY, Xy, Yy W)
25 4 (XLY Xy Yy % )
+ 50 Ly (XY, Xy Yon, n)
¥ 25 Lac (XY, XZ,YZ,rL>}I
wobei: -
X, = X = Ay AXy ~
X, = Xm + Ay AX,,
v - Yw{ _ A, Y, > (59)
, = Ym + A, AYm ' J
A, = 0.77% 596 669 2
und : '
?LK(X.Y. X 1 Y, m) = U, (X ) U (Vao) (60)

[(X=%)2 + (Y=Y )'1*% .
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5, Beispiele fiir vereinfachte Darstellung

Zur Orientierung iliber die gesuchte Dipolbelegung soll zu-
nichst eine stark vereinfachte Darstellung der quadratischen
Platte berechnet werden., Dazu wird die Platte in quadratische
Teilflédchen aufgeteilt, in denen die Dipolbelegung als konstant
angenommen wird, Die Randbedingung wird in den M;ttelpunkten der
Teilflédchen erfiillt,

Die von einem Quadrat mit einer konstanten Dipolbelegung an
seinem Mittelpunkt induzierten Normalgeschwindigkeiten lassen
sich nach Gleichung (49) berechnen. Es 148t sich auBerdem zeigen,
d;ﬁ ein Quadrat der Seitenlidnge 2A mit einer konstanten Dipolbe-
legung an einem'Punkt éuBerhalb des Quadrats mit den relativen
Koordinaten (X,Y), bezogen auf den Mittelpunkt des Quadrats, die
normierte Vertikalgeschwindigkeit induéiertz

V=002 + (Y-2)2 V{x-2)% + (vea)

I(X,Y,4a) =
- (X-2)(Y-2a) (X-A)(Y+A)
C Ve + (a) L Y xea) e (v
(X+a)(Y-2) | (x+a)(r+A)

I(o,0,8) = - uv2/a

Die Dipolstidrken bestimmt man damn aus einem Gleichungssystem
dquivalent zu Gleichung (17):

\fz 4 .
= T o= Z: WH.IQ
v

Vv

In den berechneten Beispielen wird das Quadrat durch 1, &4,
9 und 16 gleichgroBe Teilquadrate dargestellt. Diese Aufteilun-
gen sind im Diagramm 5 zusammengestellt.

Man errechnet fiir die normierte Dipolstédrke M = m/ZBV fol-
gende Zahlenwerte, wobei sich die Inhzes auf die Numerierung der

Teilflichen im Diagramm 5 beziehen.

1,1107

1) 1 Teilfliche | | M

=
1

= 0,7866

2) 4 Teilflichen
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9 Teilflachen

75-é-

16

_¢_ .

Diagramm 5

16 Tellflachen
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0,6119

3) 9 Teilfldchen M, =
' M, = 0,7058
| M, = 0,8260
Mittelwert: M = 0,6774
4) 16 Teilflichen M, = 0,504k
M2 = 0,6119
| M6 = 0,7613
Mittelwert: M = 0,6222
Der auf 4 Dezimalen exakt mit dem
Ansatz aus Abschnitt 3. und 4, be-
rechnete Mittelwert der Belegung: M = 0,hsh7y

Ein Vergleich der Dipolordinaten in der Mitte der Platte (o0,0)

ergibt:
1) 1 Teilfliche M(o,0) = 1,1107
2) L Teilflacheﬁ "M (0,0) = 0,7866
3) 9 Teilflichen M (o0,0) = 0,8260
4) 16 Teilfléchen b&(o;o) = 6,7613
Auf 4 Dezimalen exakt berechnete

= 0,6997

Dipolordinate in der Plattenmitte: M (0,0)

Man erkennt aus den beiden Zusammenstellungen, daB die Er-
gebnisse fiir die Belegung zwar langsam, jedoch durchaus sicht-
bar gegen die exakte Losung konvergieren. Zumindest fir die Mit-
telordinate der Belegung erhdlt man mit diesem einfachen Ansatz
bei geringem Rechenaufwand einen brauchbaren Anmhalt. Dagegen
wird die Belegung an den Rindern der Platte nur unvollkommen er-
faBt, Dieser groBere Fehler am Rande der Platte wirkt sich aber
wegen des sehr schnellen Abklingens des Einflusses der Dipole

mit wachsendem Abstand auf die Mittelordinate nur wenig aus.
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6. Erstellung des Rechenprogramms

Zur Durchfiihrung der Rechnungen nach dem in den Abschnitten
3. und 4., beschriebenen Verfahren wurde ein ALGOL -~ Programm
erstellt, das im Anhang I wiedergegeben ist. Bei diesem Programm

wurden folgendé'Anforderungen beriicksichtigt:

Eingabe: Zur Charakterisierung der Aufgabe werden das Sei-
tenverhiltnis der Platte (1), die Zahl der Aufpunkte (XK), an de-
nen die Randbedingung erfiillt werden soll, sowie die Aufmale
dieser Aufpunkte in.der Form (x/L, y/B) und die Normalkomponente
der Plattengeschﬁindigkeit in der Form,(v;/V) an diesen Punkten
eingegeben. Durch diese Mafinahme kann das Programm auch zur Dar-
stellung der Stromung fiir einen beliebigen Bewegungszustand der
Platte bénutzt werden, wie er bei elastischen Vibrationen der
Platte auftritt. Derartige Rechnungen wurden aber bisher nicht
durchgefiihrt, '

Zur Steuerung des Rechenaufwands kann die Seitenlénge 2A
des Quadrats um den Aufpunkt vorgeéeben werden, Das Programm
sorgt selbst dafir, daf bei randnahen Punkten die Seitenliénge 2A
nicht grdBer ist als der Abstand dés Punktes vom Rand. Die Gri&fle
der Teilflidchen, die im allgemeinen Quadrate sind, filir die nume-
rische Integration wird nach der Bedingung AXm = (Xm - X)1'3/H
bestimmt, wobei H mit den Eingabedaten vorgegeben wird. Es wird

auBerdem eine obere Grenze fiir die Teilflichen (AX ) einge-

geben., Weiterhin werden die Zahlen M und N , die dfﬁu;ahl der
Glieder in der Summe fiir die Dipolbelegung in X- bzw. Y-Richtung
angeben, als Parameter eingegebeh. Die vorne bereits aufgefiihrte
Zahl und Anordnung der Aufpunkte zur Erfiillung der Randbedingung
kann ebenfalls als Parameter des Rechenaufwandes angesehen wer-

den.

Ausgabe: Das Programm liefert als Ergebnisse die MXN Koef -

fizienten fiir die Dipolbelegung Aik’

teilung an vorgegebenen Punkten (vgl. Diagramm 6), M(X,Y), sowie

die Ordinaten der Dipolver-

den Koeffizienten der hydrodynamischen Masse C. AuBer diesem
Koeffizienten C wird vom Programm ein Koeffizient fiir die hydro-

dynamische Masse entsprechend der Definition von-Pabst (1930)8

v berechnet.




Anordnung dexr Rechnungen: Das Rechenprogramm bestimmt zu-

nachst die Matrix der Finflufigréfen, und zwar ist es zweckméflig,
dabei stets gleichzeitig alle EinfluBigrofen fir einen der Auf-
punkte zu bestimmen., Im Unterprogramm 'ALLE I' wird zun#chst die
Aufteiluhg der Flédche in die Teilfléchen bestimmt, dazu wird eine
Reihe wvon vorbereitenden Rechnungen durchgefiihrt, Die Aufteilung
der Fléche beginnt am Quadrat um die Singularitét, um das ein.:
Ring von kleinen Quadraten und von rechteckigen Fiillstiicken ge-
legt wird (vgl. Diagramm 4), Dies Prinzip wird fortgesetzt, bis
die Rdnder dér I’ldche erreicht sind, wo die Teilung verfeinert
wird. Fiir alle Quadraturen zu einem der Aufpunkte wird das glei-
che Netz benutzt. Das Integral Sik iiber das Quadrat um die Sin-
gularitdt wird mit Hilfe des Unteéerprogramms 'SINGIN' berechnet,
Die ‘Umrechnung der Hilfsintegrale Iik in die EinfluBgrsBen er-
folgt in einem besonderen Schritt im Unterprogramm 'JMN', Das
Unterprogramm 'U' kann die Tschebeyscheff-Polynome 2, Art sowie
dessen 2,, 4, und 6, Ableitung liefern. Die L&sung des Glei-

chungssystems zur Bestimmung der Koeffizienten A erfolgt im

Programm 'WKM 2', das mit Riicksicht auf eine weiitre Verwendung
ebenfalls als Unterprogramm geschrieben ist. Ubersteigt die Zahl
der gegebenen Aufpunkte die Zahl der gesuchten Koeffizienten, so
erfolgt ein Ausgleich nach der Bedingung, dafi die Summe der Feh-
lerquadrate bei der Erfiillung der Randbedingung zu einem Minimum

wird,

Die Berechnung der Dipolordinaten M sowie der Koeffizienten
der hydrodynamischen Masse sowie die gesamte Ausgabe erfolgt im

Rahmenprogramm.,

~ Durch die besondere Auszeichnung der Plattenbreite 2B (-
‘Richtung) bei der dimensionslosen Schreibweise erhilt man fiir

einander zugeordnete Werte W, und 1/)(.1 nicht gleichlautende Er-

1 .
gebnisse, die sich jedoch leicht ineinander tiiberfiihren lassen.

7. Allgemeine Eigenschaften des Verfahréns

Die Eigenschaften des Losungsansatzes und des Rechenverfah-
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rens wurden am Beispiel der quadratischen Platte (= 1) erkun-
det. Es zeigte sich, daB eine Anderung des Wertes H, durch das
die GréBe der Teilfliéchen relativ zu ihrem Abstand von der Sin-
gularitdt festgelegt wird, von H = 10 auf H = 5 bzw. eine Ande-
rung von Axmax' das die obere Grenze fiir die halbe Seitenlénge
der Teilfliéchen angibt, von AX = 0,05 auf AX = 0,1 Jjede

max max

fiir sich h8chstend die flinfte Stelle der Koeffizienten Aik be-

einfluBt., Das gleiche gilt fiir eine Anderung des Werts A wvon
A= 0,05 auf A= 0,1, wenn man die Bedingung fiir die randnahen

‘Punkte einh#dlt, Es ist dadurch gezeigt, daB die Quadraturen mit

einer bei weitem ausreichenden Genauigkeit erfolgen, wenn man
wie in allen folgenden Beispielen H = 5, Axmax = 0,1 und A= 0,1
wdhlt. Bei den Koéff;zienten Aik konnen von dieser Seite her
mindestens 4 Stellen nach dem Komma als gesichert gelten.

Die librigen Variationen des Rechenaufwandes beeinflussen
die Koeffizienten Aik fiir die Dipolbelegung in einem so starken
MafBe, daBl ein Vergleich der Koeffizienten kaum mehr zweckmiéfBig
ist,

~ In den ersten beiden Serien-Rechnungen soll gezeigt werden,
welchen EinfluB die Zahl der Funktionen im L8sungsansatz und die
Zahl der Punkte, an denen die Randbedingung erfiillt wird, auf
das Ergebnis hat., In der ersten Serie war die Zahl der Aufpunkte
stets gleich der Zahl der gesuchten Koeffizienten, also K = M#N,
wobeid in allen Fdllemn M = N war, Es wurden Beispiele mit M¥ N =
1%1, 2% 2, 3%¥3, 4%4, 5%5 und 6 ¥ 6 durchgerechnet, wobei der
Rechenaufwand sonst gleich gehalten wurde. Die Aufpunkte zur
Erfillung der Randbedingung waren gleichmidBig verteilt (vgl.’
Diagramm 7, rechte Spalte). Die Ergebnisse der Rechnungen fiir

die Koeffizienten A, ik’ fiir die Ordinaten der Dipolbelegung M

und fiir den Koeffizienten der hydrodynamischen Masse C sind in

den Tabellen 1 und 2 zusammengestellt, Es ist zu beachten, daB

~der Verlauf der Koeffizienten A,, innerhalb einer Spalte nicht

ik

dlrekt die Konvergenz der Reihe fiir die Belegung zeigt, weil d1e‘

Funktionen F,#F, nicht normiert wurden (vgl Diagramm 2).

Man erkennt aus der Tabelle 1, daB die Zahl M¥N der Funk-

tionen im Losungsansatz erheblichen EinfluB auf die GroBe der
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Ergebnisse filir die A., und fiir C

‘Tabelle 1

K= 1 K=14 K=9 K= 16 K= 25 K= 36

M=N= M=N= M=N=3| M=N=4| M=N=5| M=N=6
Aoo .7320 .9626 1,0943 1.1919 | 1.,2710 1.3382
Ao .3138 .5558 S 7hll . 8993 1.0321
A 1137 .2h72 «3755 Llo3h
ABO .0lL83 w1214 « 2044
ALo L0214 . 0609
Aco . 0096
Al .3138 .5558 J7hLL . 8993 1.0320
Al <3504 . 7941 1.1584 1.4622 1.7243
Ayl .2039 U613 ©.7129 .9458
A31 .0928 .2360 3999
A, .0418 .1198
A, «0190
Ao . 1137 .2¥72 .3755 <4934
A, «2039 1613 .7129 .9458
A, «0753 - .2536 617 . 6687
Agy . 0608 . 1784 .3241
Ao .0338 .1029
Ag, .0168
403 .0l483 121k .20hk
A13 y ‘0928 « 2360 _.3999
Aoy +0608 . 1784 .32k
Aqq .0175 .0821 . 1843
A)q .0175 » 0655
A53 w0114
Agy L0214 . 0609
Ay .0418 21198
Aoy . 0337 .1029
Agy, .0175 .0655
Ay .00L2 . 0261
A5)+ .0049
Ao . 0096
Ay .0190
Ao .0168
Agsg L0114
Aus . 0049

A, , .0010
¢ | .57488 | .57837 | .57888 | .57896 | -.57900 | .57901
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Ergebnisse filir die DipolaufmaBie M

K= 1 K= U4 K=9 K= 16 K= 25 K= 36

M=N=1 M=N=2]| M=N=3 | M=N=4 | M=N=5| M=N=§
M, 73196 | .69992 | .699:69 | .69971 | .69971 | .69972
M, .696 13 .670 53 .670 67 .670 69 .670 70 .670170
Mg .592 16 . 581 21 .581 91 .58192 | .58192 .58193
M), 43023 43199 L3267 43258 432 59. 432 59
M5 22619 231 24 «231 52 «231 35 .231 38 .231 38
M .0 .0 <0 .0 .0 0
M7 .696 13 .67053 . 67067 . 670:69 .67070 .670 70
Mg .662 06 LoU3 62 643 71 64369 | 64370 64370
,M9 .563 18 . 560 64 .560 47 .560 50 . 560 50 .560 51
Moo | 40918 1914 k1855 .41863 .418 63 418 6L
M, 21512 .225 38 .224 78 224 76 .224 75 224 76
M., .0 .0 .0 .0 . .0 .0
M, g 59216 | .581 21 .581 91 .58192 .58192 .58193
M.y, .563 18 ..560 64 . 560 47 . 560 50 . 560 50 .560 51
M, 5 479 07 Lol 4y 493 40 L4933 45 493 Lé6. 493 46
M. .348 07 .37502 .374 83 374 64 .374 66 374 67
Myn .182 99 .203 86 .204 61 . 204 20 .204 09 .204 09
M, o .0 .0 - .0 .0 .0 .0
Mig 43023 143199 432 67 .h3258 | .43259 .432 59
M,q L4009 18 L4119 14 41855 41863 1418 63 118 64
M, . . 34807 .37502 .374 83 374 64 .374 66 .374 67
M,, .252 88 .289 06 29363 | .29391 «293 90 .293 93
M, 4 .13295 .159 02 .165 32 .166 72 .166 85 .166 75
M,y .0 1.0 .0 .0 .0 .0
M25 .226 19 .231 24 «231 52 «231 35 .231 38 «231 38
M, ¢ .21512 | .22538 .224 78 .224 76 .224 75 224 76
M2,7 .182 99 .203 86 . 204 61 204 20 .204 09 .204 09
M,q .13295 15902 .165 32 .166 172 .166 85 .166 75
M29 . 069 90 .088 24 .095 97 .099 94 . 102 04 .103 14
MSQ .0 .0 .0 .O‘.. .0 .0 ‘
Mgy .0 .0 .0 .0 .0 .0
M32 .0 +0 .0 .0 .0 .0
M33 .0 WO .0 .0 .0 .0
Mgy, .0 .0 .0 .0 .0 fo
My .0 .0 .0 .0 .0 .0
M. e .0 .0 .0 .0 .0 .0

.012 01 .001 21 .000 35 .000 10 .000 O4 - - -

Tabelle 2
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Diagramm 6 -

16 12 18 124 130 36
Y \T’ . ‘w
yy o Z’I TLL____< .__4@35
4 10 116 2 bsl3
vy . o I _?2__ )
y, 43 b8 g2 g7l33
I ' 13 9 b5l3f
T ?7 T & —edl
. Xy X5 X3 X
x,/L = y/B = sin 18° 2 0.30902
Xo/L = y,/B = sin 36° £ 0.58779
xy/L = y/B = sin 54° 2 0.80902
X4/L = y4/B = sin72° ¥ 0.95705
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Koeffizienten Aik der Belegung?ﬁﬁan kann bei ihnen eine gewisse
sehr langsame Konvergenz mit steigendem Rechenaufwand erkennen,
Es ist jedoch nicht méglich, an Hand der Beispiele d;e exakten
Werte filir die Koeffizienten abzuschidtzen, oder zu Eﬁ%ﬁiked, dasB
sie existieren. Dagegen ist die Konvergenz der Dipolordinaten
(Tabelle 2) und der Koeffizienten C (letzte Zeile der Tabelle 1)
sehr ausgeprédgt. Im Beispiel mit dem héchsten Rechenaufwand

(K= 36 und M=N= 6) ist der Fehler von C mit Sicherheit kleiner
als eine Einheit der fiinften Stelle. Im dritten Beispiel (k=9
und M= N=3) ist der Fehler des Wertes C nur etwas gridfBer als

0,0001, und das sind 0,02 %,

Zur Verdeutliéhung der Konvergenz der Dipolordinaten ﬁurde

- fir jedes Rechenbeispiel die gemittelte absolute Differenz der

" Ordinaten gegeniiber den Werten in der letzten Spalte, die die ge-
nauesten iberhaupt berechneten Ergebnisse sind, berechnet. Die
gemittelte absolute Differenz findet sich Jeweils in der letzten
Zeilex der Tabelle 2, Sie stellt nicht einen mittleren absoluten
Fehler.der Dipolbelegung dar, weil die Punkte, zu denen die Or-
dinaten in Tabelle 2 geharen, zum Rande der Platte hin konzentriert
sind, wie man aus dem Diagramm 6 erkennt;.Die randnahen Punkte

sind aber mit grtBeren Fehlern behaftet.

Die gemittelten absoluten Diffrenzen zeigen ebenfalls die
gute Konvergenz., Im dritten Beispiel betrégt dieser Wert nur
0,00035, das sind etwa 0,1 %, Die meisten Ordinaten sind wesent-
lich genauer - sie weisen bis zu 4 gesicherte. Stellen auf -
wihrend der Fehler bei Mag

In der zwéiten Serie von Beispielrechnungen wurde der Rei=-"

bis auf etwa 8 % ansteigt.

henansatz fiir die Lssung nicht ver#ndert (M=N=4), Zur Erfiillung
der Randbedingung wurden K = 16, 25, 36 und 49 Aufpunkte benutzt,
Die Ergebnisse sind entsprechend der Anordnung der Ergebnisse

der ersten Serie in den Tabellen 3 und 4 zusammengestellt. Auch
in der Tabelle 4 wurde die mittlere absolute bDifferenz der Ordi-
naten berechnet, und zwar wurden die Differenzen wieder gegen-
iiber der letzten Spalte der Tabelle 2 bestimmt (X= 36, M=N=6).

Die Tabellen 3 und 4 zeigen folgendes Ergebnis: Die Koeffi-
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Ergebnisse fiir die Aik und fir C
K=16 K= 25 K= 36 K = 49

M=N=,4 M=N=4 M=N=4 M=N=4

Ago 1.1919 1,2208 1.24%1 1.2606
Ao e nnn . 8006 Bl .8784
Aso 2472 +2910 . 3261 . 3543
ABO' 0483 . 0678 . 0850 .0997
Ao1 2N . 8006 . 8441 .8784
'A11 1.1584 142679 1.3530 1.4202
Ay L4613 . 5467 .6153 L6704
Asg .0928 +1306 1643 L1931
A, 14613 5467 +6153 L6704
Ays .2536 . 3203 3755 L4207
A32 , 0608 . 0903 1173 1407
A°3 . 0L83 . 0678 . 0850 .0997
A13 . 0928 . 1306 1643 .1931
A23 . 0608 . 0903 1173 1407
A33 .0175 . 0304 .OL3h .0552

c .578 96 .57898 | .57900 .579 01

Tabelle 3
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Ergebnisse fiir die Dipolaufmafie M

K= 16 K= 25 K= 36 K= 49
M=N=4 M=N=4 M=N=4 M=N=4
M .699 71 699 71 .69972 .699 73
M, .670 69 .670 69 . 670 69 .670 69
Moy . 58192 «58193 »581 95 .58196
My, 143258 1432 57 432 56 432 55
M 5 23135 «231 30 231 24 23117
M .0 | .0 .0 .0
M, 670 69 .670 69 . 670 69 .670 69
M g 64369 . 64370 643 71 64371
My « 560 50 .560 49 .560 48 .560 48
Mo 41863 418 65 418 66 1418 68
M, .224 76 .224 83 22490 .224 97
M., .0 .0 .0 .0
Mig " .58192 .58193 58195 .581 96
My . 560 50 . 560 49 .56949 . 56048
M, g 493 45 493 48 - .493 50 .493 51
M6 . 374 64 .374 62 .374 62 .374 62
My .204 20 . 204 06 .203 96 .203 89
M, o .0 .0 .0 .0
M19 +432 58 U432 57 432 56 432 55
My, +41863 41865 41866 41868
M21 <374 64 374 62 .374 62 374 62
My, «293 91 .293 96 .293 96 .293 96
: M23 .j6672 .166 93 .167 01 .167 04
M,) .0 .0 .0 .0
M25 «231 35 «231 30 f2312h 23117
M, ¢ 22476 .224 83 .224 90 224 97
M, .204 20 . 204 06 .203 96 .203 89
M,g .166 72 .166 93 .16701 .167 0k
M29 099 94 . 10097 w101 72 .102 28
Mao .0 .0 .0 .0
Mg, .0 .0 .0 .0
Mg, .0 .0 .0 .0
Mygq .0 .0 .0 .0
Mg, .0 .0 .0 .0
Mg .0 .0 .0 .0
Mo, .0 .0 .0 .0
.000 10 .000 09 .000 09 .000 09

Tabelle 4
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zienten Aik der Dipolbelegung werden durch die zusitzlichen Auf-
punkte merklich verdndert, und zwar veridndern sie sich bei zu-
nehmender -Zahl von Aufpunkten in Richtung auf die vermuteten
exakten Werte., Die Koeffizienten C fiir die hydrodynamische Masse’
werden durch die Uberbestimmung ebenfalls verbessert., Aus der Zu-
sammenstellung der LErgebnisse filir die Dipolordinaten kann man
erkennen, was bei der Uberbestimmung geschieht, Die gemittelten
absoluten Differenzen &dndern sich nur unwesentlich., Im einzel-
nen werden die Ordinaten in der Plattenmitte mit zunehmender
Zahl von Aufpunkten immer ungenauer, widhrend die Abweichung

von den Bezugswerten am Rande in gleichem'MaBe abnimmt, Dies
wird verstédndlich, wenn man sich folgende zwei Eigenschaften.des
Verfahrens verdeutlicht: (1) Durch die Zahl der Funktionen im
Losungsansatz liegt die Flexibilitidt der Lisung fest. Verbesse-
rungen in irgendeinem Bereich der Platte miissen mit Verschlech-
terungen in anderen Bereichen erkauft werden., (2) Bei der ge-
wdhlten Belegung mit Dipolsingularitéten klingen die Einfliisse
mit wachsendem Abstand von der Singularitédt sehr schnell ab. Ein

Dipolelement beeinfluBt nur seine n#here Umgebung. Umgekehrt

wird dann die Dipolstirke an einem Punkt im wesentlichen durch
die Randbedingungen in der N&he dieses Punktes bestimmt, Wird
also die Zahl der Aufpunkte zur Erfiillung der'Randbedingung ver-
grofert, so kommen die Punkte ndher an den Rand der Platte, wih~-
rend in der Plattenmitte zusédtzliche Information vorliegt, die
aber wenig Neués bringt, Daher wird‘Belegung am Rande der Platte
genauer bestimmt. Insgesamt wirkt sich das glinstig auf die Ge~

nauigkeit des Koeffizienten C aus.

Zur Beurteilung der Serien-Rechnungen ist die Erfahrung
wichtig, daB fiir die beiden Beispiele mit K= 36, M=N=6 und mit
K=L49, M=N=4 etwa die gleiche Rechenzeit erforderlich ist. Es
ist dann aber giinstiger, einen mdglichst flexiblen Ansatz fir
die Losung, also moglichst grofies M und N zu widhlen, und mit der
minimalen Zahl von Aufpunkten zu rechnen. Beil den Rechnungen mit
systematisch verdnderten Seitenverhdltnissen ® lag diese Erfah-
rung noch nicht vor, daher wurden diese Rechnungen so durchge-
fithrt, daB die Zahl der Aufpunkte und damit der Randbedingungen

die Zahl der gesuchten Koeffizienten merklich iiberstieg.
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Eine weitere wichtige Eigenschaft des Verfahrens ist der
deutliche Einflufl der Anordnung der Aufpunkte, an denen die
Randbedingung erfiillt wird, Dies wird in einer weiteren Serie

von Rechnungen untersucht, wobei zwei verschiedene Anordnungen

der Punkte benutzt werden, die im Diagramm 7 zusammengestellt‘

'sind. Die Beispiele mit der gleichmdéBigen Verteilung der Punkte

auf der Platte sind die gleichen Rechnungen, wie in der ersten
Vergleichsserie (Tabelle 1 und 2). In der zweiten Gruppe von
Rechnungen ist die Teilung gleichmidBig in den Variablen

Y = arc sinx bzw. Yy = arc siny., Die Punkte sind also stédrker

zum Rande der Platte hin konzentriert.

Die Gegeniiberstellung der beiden Gruppen von Ergebnissen in
Tabelle 5 zeigt den iiberraschend grofien Einflufl der Anordnung
der Punkte. Das gilt besonders die Koeffizienten Aik’ wobei die
zum Rande hin verdichtete Anordnung Werte liefert, die niher an
den vermuteten exakten Werten liegen., Die Ergebnisse fiir die
Dipolordinate in der Mitte der Platte, M(0,0) = M, ,und fiir den

Koeffizienten der hydrodynamischen Masse,C, aus beiden Gruppen

ndhern sich mit steigendem Rechenaufwand der vermutlichen exakten

Lssung, Jjeweils jedoch von verschiedenen Richtungen und ver-
schieden schnell. Man kann daraus schliéﬁén,‘daﬂ eine optimale
Anorhung der Aufpunkte zwischen den beiden untersuchten Gruppen
liegt, und zwar niher an der gleichmidfigen Verteilung. Es war
jedoch nicht das Ziel der Unﬁersuchungen, eine qtimale Punktan-

ordnung'zu ermitteln.

Aus der oben besprochenen Eigenschaft der'EinfluBfunktioh
eines Dipols, niédmlich ihres sehr schnellen Abklingens mit wach-

sendem Abstand von der Singularitdt, folgte, dafl die Belegung in

_der Nidhe der benutzten Aufpunkte besonders gut berechnet wird;

Bei der gleichmifBigen Verteilung wird der gesamte Bereich der
Platte recht genau bestimmt, nur die Randzonen werden ziemlich
ungenau, wie das die Tabelle 2 zeigt, Dem éﬁtspricht auch die
bessere Konvergenz der Mittelordinate der Dipolbelegung und des
Koeffizienten C.'Bei der zum Rande hin konzentrierten Anordnung
wird wvon vornherein‘die Belegung am Rande der Platte besser er-
faBt, natiirlich zu Lasten der Genauigkéit im iibrigen Bereich.

Dies belegen die hier nicht wiedergegebenen Ergebnisse fir die




- 41 -

1. Gruppe %ch‘j%‘?e dich
. [ X . . zum an ln V r IC =
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Diagramm 7
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anderen Dipolqrdinaten.

Durch die Rechnungen konnte gezeigt werden, daB sich die
Dipolbelegung und die aus ihr abgeleiteten GrdBen mit guter Ge-
nduigkeit berechnen lassen, z.B. durch einen Losungsansatz mit
9 Funktionen. Die gleichmidfliige Verteilung der Punkte stellt zwar
nicht das denkbare Optimum dar, jedoch ist auch mit dieser An-
ordnﬁng die Qualitédt der Ergebnisse sehr zufriedenstellend. Auch
mit sehr groflem Rechenaufwand ist es nicht mdglich, eine brauch-
bare Abschidtzung fir die Koeffizienten der Reihe fiir die Bele-

gung zu bestimmen.

8. Darstellung der Ergebnisse

"' Mit Hilfe des Rechenprogramms wurden die Dipolbelegungen
M und die Koeffizienten der hydrodynamischen Masse C filir eine .

'Reihe von rechteckigen Platten mit Seitenverhiltnissen W zwi-

schen 0,1 und 1 berechnet. Da die y-Richtung durch die Wahl der
BezugsgriBe B gegeniiber der x-Richtung ausgezeichnet ist, erhidlt
man fiir die zugeordneten Seitenverhiéltnisse 4 und 1/4 keine
gleichlautenden Efgebnisse. Eine Umrechnung ist jedoch sehr ein-
fach. Es gilt:

)

1
n

MY, w) = =MLY Lx,

(L)

s

A

In der Tabelle 6 sind die Seitenverhiltnisse fiir die be-
rechneten Platten, die Angaben iber die Parameter der Rechnung
und die erforderliche Rechenzeit auf der Rechenanlage TR 4 des
Rechenzentrums der Universitidt Hamburg zusammengestellt, In al-
len Beispielen wurden gleichmidBige Teilungen fiir die Anordnﬁng
der Aufpunkte benutzt. Die Zahlen fiir die Seitenverhiltnisse
entsprechen der Normzahlenreihe R 10; die reziproken Werte ent-

sprechen dann nicht in allen Fédllen genau den Normzahlen.

Das Programm ist auch filir Seitenverhiltnisse W >1 geeignet,
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also fiir Rechtecke, die ihre Lingenausdehnung in Richtung der y-

Achse haben., Die Ergebnisse filir w>1 wurden jedoch nicht getrennt

berechnet, sondern durch Spiegelung mit Hilfe der vorstehenden

Gleichungen bestimmt.

" A Ax H M N K [sec)t
0,1 0,1 0,1 5 6 3 6 3 2750
0,125 | 0,1 0,1 5 5 3 | 8 3 | 2822
0,16 0,1 0,1 5 5 3 8 3 2402
0,2 .| 0,1 0,1 5 5 3 8 3 | 2167
0,25 0,1 0,1 5 5 3 8 3 1954
0,315 | 0,1 0,1 5 5 3 6 4 1916
0,4 0,1 0,1 5 5 3 6 4 1537
0,5 0,04 0,1 5 N 3 7 7 2358
0,63 | 0,04 0,1 5 N 3 6 4 1910
0,8 0,06 | 0,1 5 4 3 6 & 1810
1,0 0,04 0,1 5 L L 7 7 3174

+)‘Rechenze:i.'i:ve::'b::'a.uch.
Tabelle 6

Es soll zun#chst das Ergebnis fiir die Koeffizienten C(n)
betrachtet werden, und zwar fiir den Bereich 0,1 ¢ n & 10, Sie

sind in der Tabelle 7 uml im Diagramm 8 zusammengestellt. Den Er-
gebnissen der Rechnung sind die MeSlergebnisse von Pabst (1930)8

und von Yu (1945)12

gegeniibergestellt, dazu wurden die versffent-

lichten Original-MeBergebnisse neu ausgewertet. Zum Vergleich

werden auBerdem die Formeln von Pabst und von Yu benutzt. In der

hier bevorzugten Schreibweise fiir die dimensionslosen Griofien

nehmen die Formeln folgende Gestalt an:

Cln) = 1 —05-n © fiir g <05
Cln) = -%L—(I- o),f) fur u »2

nach Pabst

nach Yu
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Die Formel von Pabst ist nur fiir Seitenverhdltnisse von W& 0,5
an abwidrts brauchbar. Die Formel fiir Werte n > 2 wurde durch

Spiegelung gewonnen;

Zum Vergleich sind schliefilich auch die Koeffizienten der
‘hydrodynamischen Masse fiir elliptische Platfen Co(w) angegeben,
In Anlehnung an de Definition von C ist C° auch so definiert,
daB es der Korrekturfakturfaktor bei Anwendung der Streifenme~

thode ist (vgl. Gleichung (A.5 im Anhang II). Es gilt:
o

M 1
Cg(w) = o = — y oL
b /3 oLBZ E (n) far

w'= vi- ne

Diese Formel gilt nur fiirn -Werte A 41. Bei der elliptischen

Platte ist wn das Verhsiltnis der beiden Hauptachsen, Fiir wn) 1
wurde Co ebenfalls durch Spiegelung bestimmt,

Aus der Tabelle 7 und dem Diagramm 8 erkennt man die unge-
wshnlich gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Rech-
nung und den MeBergebnissen von Pabst sowie der daraus abgeléite-
ten Formel. Dagegen weichen die MeBSergebnisse von Yu erheblich,
némiich um bis zu 22 %, von den Ergebnissen der Rechnung ab. Bei
diesem Vergleich muf3 man noch beachten;'daﬁ Yu seine MeBergebnis-
se auf den Fall verschwindender Plattendicke reduziert, widhrend
eine solche Korrektur bei Pabst nicht gemacht wird. Eine Erklé-
rung filir die starke Abweichung der Yuschen Messungen kann in den
sehr niedrigen Frequenzen zwischen 0,1 und 0,3 Hz liegen. Man
'sollte erwarten, daB die Pabstschen Messungen bei Frequenzen '
zwischen 30 und 1OOVHz die Voraussetzungen der theoretischen

Ansdtze gut erfiillen,

Es ist ﬁberraschend, dafB die theordischen Co~Werte gut mit
den MefBergebnissen von Yu ilibereinstimmen, Im iibrigen ist der
Kurvenverlauf fiir die elliptische Platte und fiir die Rechteck-
platte g#ir dhnlich. Eine Besonderheit zeigt die Co(w)~Kurve im
Bereich um = 1,0, die typisch fiir elliptische Platten ist. Bei
der C(w)-Kurve fiir die Rechteckplatte ist eine entsprechende Be-

sonderheit nicht vorhanden.
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U Pabst (1930)8 Yu (1945)12 Rechnung | Ellipse
Formel |Messung Formel Messung+ Co

0,1 0,95 0,995 0,9469 | 0,9920
0,125 0,9375 0,9925 0,9344 | 0,9876
0,16 0,92 0,9875 0,9167 | ©0,9805
0,2 0,9 0,9805 00,8965 0,9720
0,25 0,875 0,875 0,9705 0,8718 0,9594
0,315 0,8425 0,954 0, 8404 0,9422
0,3333.. | 0,8333 | 0,814 0,9487 | 0,955 o
0,4 0,8 3 0,9285 | 0,8009 0,9166
0,5 0,75 0,733 0,8945 | 0,911 0,7568 | 0,8838
0,5714.. 0,8688 | 0,882 ;
0,63 ©,685 0,8465 | o,7038 | 0,8375
0,6666.. 0,8321 | 0,823 ‘
0,8 0,06 6,7808 0,6419 0,7702
1,0 0,5 0,565 0,7070 | 0,694 0,5790 0,6366
1,25 ©,48 0,6245 0,5135 0,6161
1,5 0,5547 0,549
1,5873.. | (0,4316) 0,5330 0,443 0,5276
1,75 0,4961 0,504
2,0 0,375 0,3665 o,4471 0,456 0,3784 O,4h419
2,5 0,32 0,3739 0,3204 0,3666
3,0 0,2778 | 0,2712 | 0,3162 | 0,318
3,1746.. | 0,265 0,3003 | 0,2647 0,2968
4,0 0,2188 | 0,2180 | 0,2425 | 0,2180 |. 0,2400
5,0 0,18 0,1961 0,1793 0,194k
6,25 0,1472 0,1580 | 00,1467 0,1569
8,0 0,1172 0,1240 § 0,1168 0,1235
10,0 0,095 0,0995 | - 0,0947 0,0992

+) korrigiert filir verschwindende
angegeben

Tabelle 7

Plattendicke, wie bei Yu
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T C = M"/(2mQBL)
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Als zweites wichtiges Ergebnis soll die Dipolbelegung in
der normierten Form M = m / 2BV behandelt werden. Aus Gleichung
(29) ersieht man, daB die Verteilung der instationdren Anteile’ |
des Drucks bei beschleunigter Translation der Dipolverteilung
proportional ist, Alle Aussagen, die im folgenden iiber die Dipol-
belegung gemacht werden, gelten in gleicher Weise auch fiir die
inentiondren Dricke an dexr Platte.

Die mit dem Rechenprogramm berechneten Dipolordinaten M
sind filr die Seitenverhidltnisse von w = 0,1 bis W= 1 in den Ta-
bellen 9a und 9b zusammengestellt.'Aus dep Erfahrungen der Rech-
nungen im Abschnitt 7. flir die quadratische Platte kann man ab-
leiten, daf die Fehler der angegebenen Ordinaten im allgemeinen
hochstens eine Einheit der dritten Stelle betridgt. Eine Ausnahme
stellt die Ordinate M29
Quadrats bei dem vergleichbaren Rechenaufwand ( M = N = 3) etwa
0,004 erreichte. |

dar, bei der der Fehler im Falle des

Eine erste Auswertung der Tabellen 9 erfolgt in der Tabelle
10 und im Diagramm 9. Hier sind die Dipolordinaten M(0,0) in der
Mitte der Platte aufgetragen. Zum Yergltéich sind auch die in
gleicher Weise normierten Dipolordinaten in der Mitte der eliip-
tischen PlatteAangegeben. Man erkennt die recht gute Uberein-
stimmung dieser beiden Werte - mit Ausnahme des Bereichs um den
Wert = 1, wo auch die Mittelordinate fiir die elliptische Platte
die gleiche Besonderheit aufweist wie schon die Kurve Cé(n). Die
grofte Differenz zwischen den beiden Kurven aullerhalb des Bereichs
um W = 1 betrdgt 1,7 %. Eine so gute Ubereinstimmung war beson-
ders fiir etwas lianger gestreckte Rechtecke und Ellipsen zu er-
warten., Der Grund dafiir ist der, daB die Dipolbelegung stgts im
wesentlichen durch die nichste Umgebung bestimmt wird, die sich

aber nur wenig unterscheidet.

In der Tabelle 10 sind zur Charakterisierung noch zwei wei-
tere Grofen angegebm, und zwar die Va;ligkeit ¥ und die mittlere
Dipolordinate M bzw. Mo. Die Dipolbelegung fiir die Ellipsen-
platte immer ein - Ellipsoid, Alle Schnitte durch die Belegung
sind dann Ellipsen. Die Véliigkeit-dieses Ellipsoids betridgt in
allen Fidllen ?0 = 2/3.
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= 0,125 0,16 0,2 0,25 0,315
, 2995 | .991 .985 .975 .958
2 - W9h7 943 .937 | .928 912
5 .805 .802 797 - .789 776
L . 585 .583 «579 57h .56k
5 .308 .307 .30k .302 .297
¢ .0 .0 .0 .0 0
P .993 .987 .979 . 965 L 9lk
8 . OUb 939 . 931 .918 .898
9' .803 «799 },792. .782 .765
10 . 583 580 . 576 . 568 «557
11 «307 «305 . 303 .« 299 «293
1o .0 .0 .0 .0 .0
=980 -+ 966 .U +920 . 885
. .932 919 .901 | .876 .843
793 | .782 | .768 CL7h8 | 721
.577 . 569 .559 «545 .527
+303 . 300 . 294 .287 .278
.0 0 .0 .0 .0
.91k .875 .833 | .786 .732
.870 | ..834 . 795 <751 . 700
743 714 .683 | .6u8 .608
.542 <523 .502 479 JA52
- .286 .276 | .267 | .255 242
.0 0 .0 .0 .0
.632 .57k .52k 475 428
.607 .553 .505 459 a1l
. 529 . 486 Luhs . 408 370
<397 .368 .339 <316 .288
215 .201 .186 .176 .162
.0 .0 .0 .0 0
0 .0 . .0
.0 .0 .0 .0 .0
%0 .0 0 .0 .0
+0 .0 . .0 .0 .0
.0 .0 .0 .0 0
.0 - .0 .0 .0 .0

Tabelle 9a
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1,0

n = C 0,4 0,5 0,63 0,8
Mo, .931 .893 . 841 C77h +700
M, .886_ . 851 .. 802 .739 .671‘
M 3 «755 . 726 .687 .637 .582
My, - .550 . 530 503 69 433
Mo 4289 .279 .266 <249 <231
M 4 .0 .0 .0 .0 .0
M ” 911 . 869 .814 . 745 671
M g .867 « 829 .777 712 64l
M 9 . 740 . +709 . 667 ..615 . 561
M. 6 . 540 .518 490 k55 U419
S My, .284 274 .260 243 .225
M., .0 .0 .0 0 .0
M13 .838 786 724 .653 .582
M, . 800 .751 .693 . 627 . 561
M15 .685 ,647 .601 <547 1493
M6 .503 LA77 k6 W40 .375
Mo . 267 .253 .239 .221 . 201
M,g .0 .0 .0 .0 .0
Mg .672 615 . 554 491 433
Myq . 645 «591 . 534 20 «419
M, .563 .519 72 Ju22 <375
M,, w22 .393 .361 -327 . 294
M4 «228 214 .199 .182 167
_;ﬁgu' ;Om. 0 .0 «0 .0
Moy .383 .342 . 304 . 266 .231
M, .370 .331 294 «257 .225
Moy .332 .299 .265 «233 . 204
S Myg . .262 .238 .213 .189 167
M29 .+ 149 .136 . 124 .111 . 104
M30 +0 .0 .0 .0 .0
Mg, .0 .0 .0 va .0
M32 .0 .0 .0 .0 .0
Mjq .0 .0 .0 .0 .0
Mgy, .0 .0 .0 .0 .0
Mg .0 .0 .0 «0 «0
Mag .0 .0 .0 .0 .0

Tabelle 9b
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Rechteckplatte Elliptische Platte
o M(0,0) M K éMo(o,o) M

0,1 . 9970 7437 L7459 il ,9920 6614
0,125 +9952 «7339 L7374 .9876 . 6584
0,16 «9913 .7200 .7263 . 9805 .6537
0,2 .9853 . 7041 L7146 .9720 L6479
0,25 9752 . 6847 .7021 L9594 .6396
0,315 .9582 . 6600 .6888 - 9422 .6281
o,u .9306 .6290 .6759 .9166 6111
0,5 .8934 <594k .6654 .8838 .5892
0,63 841k .5528 . 6700 .8375 . 5583
0,8 L7737 . 5041 .6516 .7702 .5134
1,0 " .6997 RO . .6499 .6366 p-Inn
1,25 .6190 4033 , .6516 .6161 - L4107
1,5873.. . 5301 . 3482 .6700 | .5276 .3518
2,0 | L4h67 .2972 | .6654 Jak19 . 2946
2,5 .3723 .2516 .6759 «3666 L2Lhy
3,1746.,. .3018 . 2079 .6888 .2968 .1979
4,0 .2438 L1712 .7021 . 2400 . 1600
5,0 . 1961 . 1408 S .7146 194 .1296
6,25 .1586 .1152 .7263 . 1569 L1046
8,0 L1244 .0917 L7374 .1235 . 0823
10,0 . 0997 074l L7459 .0992 . 0661

Tabelle 10
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‘M(o,0)= mlo,0)/( 2BY)
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Die Volligkeit der Dipolbelegung ndhert sich fiir die Platte
mit A= 0,1 bis auf etwa 4 % dem Grenzwert P = /4 fir die un-
endlich lange Platte. Mit steigendem Seitenverhdltnis sinkt die
Volligkeit der.verteilung bis auf den Wer# p¥‘0,6499 fir die
quadratische Platte, Dieser Wert liegt niedriger als die V5llig-
kei%vden Ellipsenplatten; ist jedbch noch erheblich graﬁér als
die Vélligkeit der Verteilung, die aus dem Produkt von zwei
elliptischen Yerteilungen besteht. Hierfiir wire p=‘ﬁ2/16= 0,6168,

| Die mittleren Dipolordinaten M und ﬁo ndhern sich fir die
Rechteckplatten bei n= 0,1 bis auf etwa 5 % dem Grenzwert von
%/4 = 0,7854 der unendlich langen Platte. Der Verlauf ist im ‘
librigen denm der Volligkeit sehr ghnlich, In allen Fédllen ist je-

doch.ﬁo kleiner als ﬁ.

Es wurde weiter vorn schon darauf hingewiesen, dafl eine
gute Ubereinstimmung zwischeh dem Koeffizienten C_ und den MeB-
ergebnissen von Yu besteht (vgl. Diagramm 8). Ein Vergleich der
Tabellen 8 und 10 zeigt, daB die von Yu fiir den Koeffizienten
. der hydrodynamischen Masse angegebene Formel in der hier benutz-
ten.dimensionslosen Schreibweise eine gute Ndahrung fiir die
errechneten Dipolordinaten M(0,0) in der Mitte der RechteckplatQ_

. te liefert. Man kann also schreiben:

Mloo) (W) & "
L+ nZ
Eine weitere Auswertung der Tabellen 9a und 9b erfolgte in
den beiden Diagrammen 10 und 11. In diesen Diagrammen wurden die
Schnitte durch die Dipolverteilung dargestellt, und zwar einmal
Schnitte entlang der X-Achse und einmal entlang der Y-Achse. Es
wurden die Kurven fiir die Seitenverhiltnisse w= 0,1, 0,16, 0,25,
0,4, 0,63 ud 1,0 gezeiéhnet. Man erkennt sehr deutlich, daB sich
mit abnehmendem Seitenverhiltnis die Verteilung entlang der Y-
Achse immer stidrker einem Halbkreis nihert, widhrend sich dié
Verteilung entléng der X-~Achse immer stirker einem Rechteck an-
nihert. ‘

Besonders fir grofiere Seitenverhdltnisee bzw. fiir sehr klei-

ne Seitenverhdltnisse weicht die Dipolverteilung erheblich von
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der fiir die Ellipsenplatte ab, Die Abnahme der Dipole nach den
Enden der Platte hin erfolgt langsamer als bei der Ellipse, und
dieé Dipolverteilung wird in Schnitten parallel zur kleineren
Plattenachse mit zunehmender Anndherung an die Enden immer vil-
liger. Daraus folgt ein wesentlicher Unterschied zwischen der

rechteckigen und der elliptischen Platte:

Bei der elliptischen Platte ist genau wie auch bei Ellipsoi-
den der Kor?ekturfaktor Co fiir die nach der Streifenmethode ge~-
wonnenen hydrodynamischen Masse gleichzeitig auch der Korrektur-
faktor fiir die in den einzelnen Streifen bestimmte Masse. Dies
trifft fir die rechteckigen Plattevnicht zu. Der Korrekturfaktor

muf3 mit zunehmendem Abstand von der Mitte der Platte abnehmen,

Zur Véranschaulichung der Ergebnisse wurde im Diagramm 12
die Dipolbélegung fiir ein Viertel der quadratischen Platte rium-
lich dargestellt.: '

9, Zusammenfassung

In der vorliegenden Untersuchung wurden Ansdtze abgeleitet,
die es gestatten, die querbewegte Rechteckplatte durch eine Di-
polbelegung auf der Platte darzustellen, Die Darstellung durch
Dipoie ist besonders gilinstig, wenn Druckverteilungen und Kri&afte
fiir beschleunigte Bewegungen bestimmt werden sollen. Es wurde
ein numerischer Ansatz gemacht, der es gestattet, die Dipolbe-
legung mit sehr groBer Genauigkeit zu bestimmen, Die Eigenschaf-
ten dieses Ansatzes wurden an Hand systematischer Beispielrech-
nungen untersucht und ausfiihrlich. erlﬁutert; Ein wichtiges Er-
gebnis ist, daB die Koeffizienten des “eihenansatzes fiir die
Belegung nur dann unabhédngig voneinander bestimmt werden kdnnten,
wenn der gewidhlte Reihenansatz nach Durchfﬁhrung‘def Integrati-
onen auf ein Orthogonalsystem fiihrt. Es ist dies aufler im Fall

des besonders einfachen ebenen Problems kaum zu erreichen. Es.

"bringt keine besonderen Vorteile, wenn der Lisungsansatz selbst

ein Orthogonalsystem darstellt,
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Bei den systematischen Rechnungen konnte mit steigender

Zahl von Reihengliedern im Lésungsansatz nur eine geringe Konver-
genz bei den Koeffizienten der Reihe beobachtet werden. Dagegen
konvergiert das daraus berechnete Ergebnis fiir die Belegung gut.
Eine Ubefbestimmung des Problems durch zusidtzliche Punkte, an
denen die Randbedingungen erfiillt werden, bringt kaum einen Vér-
teil, Die Lage der Punkte, an denen die Randbedingung erfiillt
wird, hat einen deutlichen EinfluB auf die Ergebnisse, der je-

doch mit steigender Zahl von Aufpunkten kleiner wird.

Fir 11 Beispiele von Platten mit Seitenverhiltnissen zwi-
schen 0,1 und 1 wurden Rechnungen durchgefﬁhrt. Die Ergebnisse
wurden mit den Méssungen von Pabst und von Yu zur Bestimmung der
hydrodynamischen Massen von Platten und mit den theoretischen
‘Ergébnissen flir elliptische Platten verglichen. Es zeigt sich,
dafl die Ergebnisse der Rechnung ungewdhnlich gut mit den MeSer-
gebnissen iibereinstimmen, die Pabst im Jahfe 1930 versffentlichte.
Davon weichen die Meflergebnise von Yu um bis zu 20 % ab. Der
Grund dafir wird in den sehr niedrigen Frequenzen vermutet, bei

denen diese Messungen durchgefiihrt wurden.

Uberraschend ist die gute Ubereinstimmung des Koeffizienten
der hydrodynamischen Masse nach den Messungen von Yu mit dem
dhnlich definierten Koeffizienten fiir die Ellipsenplatten und mit

der normierten Dipolstédrke in der Mitte der Rechteckplatten.

Die Ergebnisse fiir die Dipolbelegung und damit auch fiir die
Verteilung der'insationaren Anteile des Drucks wurden besonders
auch im Vergleich zu den Verteilungen‘fﬁr die elliptische Platte

ausfiihrlich diskutiert.
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Anhang T: ALGOL - Programm

'BEGIN!
- tCOMMENT! RAHMENPROGRAMM FUER WKM 2 49

tPROCEDURE! ADIVB4es 'CODE!' oy

tREALY tPROCEDUREY U (Xs K9 RYas
TVALUET X» K» Res
tpEaAlt Xao
PINTEGERY Ky Ry
tBEGINY
tREAL?Y PSIs Sa
PSI «= ARCCOS (X) o9
tIFt R 'EQUAL?Y O tTHENt 1G0TOY L1 o>
.8 o2 SIN (PSIY 49
VIFt R 'EQUAL?Y 2 1THEN! 1GOTO! L2 4
VIFt R tEQUAL!' & tTHEN' 1GOTO! L3 4
*IF! R 'EQUAL' 6 'THEN! 1GOTO! L& (ELSE' 'BEGIN' Uem 2,04
- 1GOTO! L99 'END!4s
Llee Ug= SIN (K*#PST)es 1GOTO! LS99,
L240 Uga =( (K1) Kot COS((K=1)% PST)
=(K=1)* K# cOS((Ks1)* PSIy) /<2.0* SIPOWER13) 4
1GOTOt LS99
L3se Ugm =((({Ksp)* Ky 11)% Kag )t K* COS((K=3)% PSI) .
=(((3%Ks g)%* Kem 27)% K =84)% K* COS((K=1)% PSI)
w(((3%K= g)% K =27)% K +54)% K #COS((K+w1)* PSI)
={( (K= 6)* K #11)% K =g)#* K¥* cOS((Ke3)% PSI)) / (840% StPOWERc
ArY
. 1G60TOt L9994
Liue Ugm =(LLLLIK 415)% K +85)* K +225)%#K +274)% K +120)% K¥ COS((K=5)%
PS1)
=(L00(5%K +45)% K +5)% K «1005)% K =3250)% K =3000) ¥ K %
' COS((K~3)% PSI)
+{(C(C10%K +30)% K =410)% K =1230)% K +4000)%* K +12000)* K*
COS((K=13y% PSI)
“((0((10%K =30)% K =410)% K 41230)% K +4000)% K =12000) *K¥
COS({K+1)#% PST)
#CLLL(E%K =45)% K +5)% K +1005)% K —3250)* K +3000)% K#¥
COS({(K+3)%* PSI)
=l (K= 15)% K «85)% K =225)% K +274)% K =120)% K. *
COS{(K+5)% PSI)) / (32,0% SIPOWERV11) 4
L9S .+ 'END! ENDE DES UNTERPROGRAMMS U4

IREAL!' 'PROCEDURE! SINGIN (Xs Y» Ds KAs Is K)aes
'VALUEY X» Yy D» KAs Is Ko .
tREALY X9 Ys Dy KAus tINTEGER! Iy Koo
'BEGIN? '
thEALY WUy LOs TOOs T20s T40s T22y T60s T42s Ul0s UIZ2y Ulés Ulbs
UKOs UK2s UKé&s UK6s DOSEXed
WUez= SQRT (240} 4
LOs= LN ( (WU +1)/(WU =1))se>
TOOe==440% WU/ Des  T20e= 240% LO* Dy
DOe= Di# D¥* Doy ) ‘ '
T404m (240% WU =LOY* DO, T22e= 440/3,0% (LO =WU)* DO, >
DOe= DO#* D¥* Dgs .
TeO0a= (0,75% LO =045% WU* DOgs T424= (044% WU =0,2%L0) % DOgy
EXem KA¥ Xy .
U0 o= ULEXs 1 0) o9 UI2 o= U(EXs I 2) % KA¥KA 4
Ul4 o= ULEXs Is &) %* KA tPOWER! 4 4
UIé o= U(EXs I 6} #* KA ’pOWER' 65 o
UKOg= U (Ys Ky O)er UK2s= U (Ys Ky 2)es
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UKGez= U (Ys Ky 430 UKBa= U (Ys Ky E)es
SINGINg= UI0* UKO* T0O
+04,5% (UI0% UK2 +UI2% UKO)¥* T20
+{UIO*UK4G +UI4* UKOI¥ T40/244.0
+0e25% Ul2% UK2¥ T22
+(UI0% UK6 +UI6%* UKO)#* T60/720,0
+(UI2% UK4 +UT4¥ UK23%# T42/48404
tENDt ENDE DES UNTERPROGRAMMS SINGINe»

$PROCEDURE! ALLE I ( Dy DMs KAy Uls Vs Hs Ms Ns INTs ID } oo
FVALUEY Ds DMy KAs Uls Vs Hs My Ny
1REALY Dy DMs KAs Uls Vs H 4
tINTEGERY My Ny ID o
TARRAY Y INT o
"IBEGIN .
‘REALY AOs Als Bs BOs CO» D1y D2s D3» D&y D5y DS5s DA» DDs DEs DEL,
DIs» DIXs DMAs DOs DXs Els E2s E3s E4s E5» E6s E7» E8» E9»
KAXs: KAYs Ly Xs» X1s X2s X335 Ys Yls Y25 Y35 YAs 2ZW 4 -
'FEALY A2 A3y DY o ;
tINTEGER!Y JJs KKs LXs LYs MMy NN Z1s 22 239 Z49 259 26y 299 20 4>
tIFY N 'GREATER!' M !'THEN' MMe=N 'tELSE! MMJ=M o3 '
'BEGIN!
'ARRAY' DEPOT X (/IQQMM’ 1..3/)’ DEPOT’Y (/1Q.MM’ 1003/)!
INTEG (/1oeMs leeN/)eo
LOee 29. 0= 0 3. ‘
tFORY LX4=1 tSTEP? 1 'UNTILt M DO
1FOR! LY, =1 1STEP1 1 StUNTIL® N 1pO1
INTEG (/LXskY/) o= 040 o9
o2 Ul o ) ‘
o= V e
o= 140/ KA 4>
= lao R}
M“ = M e
NM «= N o
KAX = KA o9
KAY &= 100 oo
DMA o= DM ey .
'IFt ABS(UL) + 2,0% D 'GREATER' L *THEN!
D o= 045 #(L = ABS(ULl)) o> ‘ ‘
tIFY ABS(V) + 2404 D tGREATERt B *THEN?!
D o= 045% (B = ABS(V)) o>
DA o2 D o>
Lles 21 o= 4es
L2eas 'IFY Z1 tEQUALY O 'THENt 1GOTO! L8 o
DD o= DA o>
DE = DA 4>
AO o= X + DD= L o ‘
t1F? AO 'NOTLESSY. 0 tTHENY 1GOTOY L7 4
DX o= DD V'POWER! 143 / H &9 : ‘
VIFY DX 'GREATERY' DMA 'THEN! DX o= DMA o9
DIX MRl DX ' )
1IFt AO + 2,0% DX tNOTLESSY O *THENt +BEGIN?
Z5 &= 4 o> :
Z4 o= 25 o .
DX o= 04125 %¥( L= X= DD ) o9
tGOTOY M1 tEND!' 4> : .
tIFY AO + 4.,0% DX tNOTLESS! O *THEN' 'BEGIN?®
25 4= 2 e
24 o= 75 o
DX 4= 0.5% DX o )
1GOTOt M1 tEND!' 4
Z4 4= .1 o ‘
25 ¢= 1 49
Mlos 22 o= 1 o9 - o ,
DD o= DD + 2.0% DIX o>

@< X




L3ee

Lbee

L5es
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DO o= DE + X o9

DEL o= 06225 403 3308 # DX e
X1 o= DO + DEL a9

X2.0= DO 4+ DX o

X3 em X2 + DX = DEL e

Dl o= (X1= X) tPOWER' 2 43
D2 o= (X2= X3) tPOWER?' 2 49
D3 e¢= (X3= X) tPOWERY 2 4
X1 o= X1# KAX 4>
X2 a= X2% KAX 4
X3 o= X3¥% KAX :
tFORY LX,4a=1 ¢STEP' 1 tUNTIL' MM 1DO1
'BEGIN? : ‘
JJ = 2% LX = 1 ¢ ’
DEPOT X (/LXs 173 o= U (X1ls JJds 0} * 5,0 4>
DEPOT X (/LXs 2/ o= U (X2 JJy 0) ¥ B840 o>
DEPOT X (/kXs 3/) o2 U (X3s JJy 0) ¥ 540 ¢
LENDt 4 :
YA s Y o>
23 o= 0 o9
PIFt Z3 YEQUALY 1 *THEN! '1GOTO! Lé o9
DY oz Z2 # DIX 49
BO 42 22 % { YA = Y 4 2%DY )} = DD o
'IFt BO *NOTLESSt O tTHEN' 1BEGIN?
Z3 = 1 a’. o
DY oz 045 # (Y = YA + 22%DD ) tENDY o
CO o= Z2¥YA = B 4 '
t1FY CO 'NOTLESSY O tTHENt 1GOTOY L o
CO o CO + 22% 240 # DY o9 o
1IF1 CO 'NOTLESSY O 'THEN'!' 'BEGIN!
DY o= Q0,125 ¥ (22% B = YA) o>
26 = 4 4 :
23 &= 1 o9
tGOTOt L5 1END! o
CO o= CO 4 Z22% 24,0 % DY o9
tIFt CO *NOTLESS!' O tTHEN! 'BEGIN!
DY o= 045 ¥ DY o>
26 4= 2 4> '
tGOTOt L5 1END! 4>
Z6 o= 1 &>
DEL = 04225 403 3308 # DY e
Y1 «= YA + DEL o
Y2 o2 YA 4+ DY o>
Y3 o= Y2 + DY = DEL o9

D4 o= (YL = Y) % (Y1 = Y) o

DS &= (Y2 = Y) % (Y2 = Y} o>

D6 a= (Y3 = Y)Y ¥ (Y3 = Y) o

Y1 o= KAY ¥ Y1 4

Y2 o= KAY % Y2 4

Y3 o= KAY % Y3 4

El o= (D1 + D4&) % SQRT (D1l + D&) s
E2 o= (D1 + D5) * SQRT (D1 + D5} e
E3 o= (D1 + D6) #* SQRT (D1 + D&6) e
E4 o= (D2 + D&Y # SQRT (D2 + D&Y o
E5 o= (D2 + D5) #* SQRT (D2 + D5) e
E6 o= (D2 + D6) ¥ SQRT (D2 + D6) o
E7 o= (D3 + D4) % SQRT (D3 + D4) o>
E8 o= (D3 + D5) # SQRT (D3 + D5) e
E9 e= (D3 + D6) %* SQRT (D3 + D6)

o
tFORY LY 4= 1 STEPt 1 tUNTIL+ NN DO
'BEGIN!
KK o3 2 # LY = 1 4

Al o= U (Yls KK 0) # 5.0 *?
A2 o= U (Y2s KKy 0) # 840 o
# 540 o

A3 += U (Y3, KK; 0}
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DEPOT Y (/LYs 1/) o= AL/ELl 4+ A2/E2 + A3/E3 4>
DEPOT Y (/LYs 2/) o= AL/E4 + A2/ES + A3/E6 o

DEPOT Y (/LYs 3/) o= AL/ET + A2/E8 + A3/ES9 YEND! o
1FORY LXe=1 tSTEPY 1 2UNTILY MM 1DO1
IBEGIN?
tFOR! LYe=1 *STEPY 1 tUNTILt NN 1DO
tBEGIN®

DI o= DEPOT X (/LXy 1/3y * DEPOT Y (/LYs 1/
+ DEPOT X (/LXs 2/) #* DEPOT Y (/LY, 2/)
+ DEPOT X (/LXy 3/) * DEPOT Y (/LYy 3/) e>
VIFY Z1 'EQUALY 4 1ORtY 21 1EQUALY 2 'THEN!
INTEG (/LXs LY/) o= INTEG (/LX» LY/)
| + DX % ABS (DY) * DI / 81l
I ELSEY
INTEG (/LkYs LX/) o= INTEG (/LY» LX/) X
\ + DX # ABS (DY) * DI / 8le0 o
'END' R J
tEND!Y o
29 o= 29 + 1 e
26 4= 26 = 1 o
YA o2 YA 4+ 240 % DY 4 '
1IFt 26 'EQUALY O *THENt' 1GOTOt L4 tELSE! tGOTOt L5 4
Lébee Z4& o= 24 = 1 4> .
TIFt Z4 'NOTEQUAL!' O THEN! IBEGIN!
- DE o= DE + 240 # DX o9
1GOTOY L3 1END!Y 4
DD o= DA o
DE o= DA o>
24 o= 25 4 :
'IFt Z2 'GREATER' O 'THEN! tBEGIN!
22 43 =22 4> B
1GOTOY L3 TENDt 4
L7608 ZW o= L o
L ez B oy
B o= ZW o
IW o= X &
X o2 Y o>
Y o= "ZW ')
ZO o= MM ']
MM s= NN o>
NN o= 20 4>
ZW i KAX o9
KAX o= KAY o
KAY o= =ZIW 4
Z:, 2 = Z1 = 1 (3
1GO0TOY L2 4
L8ss DA o= DA + 240 # DIX oy '
"IF' (DA = L = ABS (Uly) 'GREATERt 0 +ANDt (DA = B = ABS (V})
'GREATERY O V'THEN® 1GOTOr Lgg 1ELSEY 1GOTO L1l 4
L9G4a 'FORY LX4=1 tSTEPt 1 WUNTIL' M 1DO!
'BEGIN?
JJ a= 2 * LX = 1 e
1tFORY LYe=1 tSTEP® 1 tUNTIL' N DO
tBEGIN! :
KK o2 2 % LY = 1 49
INT (/7LXs LY/) o= = INTEG (/LXs LY/)

— SINGIN ( Uls Vs Ds KAs JJs KK ) 4
PENDY o |
TENDt o

ID o= 29 o>

TEND?Y 4

'END!' ENDE DES UNTERPROGRAMMS ALLE I.,4»

+PROCEDUREY JMN ( Xs Yo KAs Ds DMy Hs M’VNQ JOTs Z ) o
tVALUE!t X» Yo KAs Ds» DMy Hs My N 4 '
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1REALY Xs Yy KAs Ds DMs H o9
t INTEGERY My N3y Z 49
tARRAY Y JOT o9 .
tBEGINt 1COMMENT! DAS ERGEBNISARRAY JOT(1l.eM*N) IST IN FOLGENDER
WEISE GEORDNETas

J (00} s J {190} » J {290} 32 & & » J (M=1390}

J (091 s J (2191 9o J (291) 92 & & o J (M=1s19>

J (0’2) Y J (192) N (232) » s & o J (M‘l’Z)’

® o o & & @ :

J (OsN=1ys J (1sN=13)s J (29N=1)9 o & o J (M=1sN=1y,
tINTEGER!' M1s M2, MAs MBs MO» N1s N2s NAs NBs NO 4

1 RRAY I{/leseMslaaN/}) e
ALLE T ( Ds DMy KAs Xs Ys He My Ny I9s Z ) oo
JOT(/l/).= I(/l’l/).’

tFOR! NOL=1 tSTEPY 1 WUNTIL® N=1 1DO? 'BEGIN?
Mle= M¥% NO4 149 ' :

NA.= 2% NO+ le¢s  NBe= NA=24 Nle= NO+ las
JOT(/ M1/ o= Ogn% (1(/19N1/) /NA= 1(/1sNO/) /NB)eos
TENDts s

tEORY MQO4=2 ¢STEPY 1 'UNTIL®' M DOt IBEGIN?

MAs= 2% MO= 1,9 MBe= MA= 24 Mle= MO= 1l,»

JOT{/MO/Y o= 045% (1(/MOs1/y /MA = 1(/M1s1/) /MB),>s
tFORY NO4=2 1STEP! 1 sUNTILt* N DO '*BEGIN!
NAo= 2% NO= 1,9 NBe= NA= 249 Nlg= NO= 1,9
M2e= M* N1+ MOy
JOT(/M2/),= 0,25% ( 1(/MO,NO/y /MA/NA = T(/MOsN1/y /MpA/NB =
v I(/M1sNO/y /MB/NA + I(/M1sNL1/) /MB/NB ) 4
TENDtes TEND' 4o
'END?' ENDE DES UNTERPROGRAMMS JUMN, s

1PROCEDURE!Y WKM 2( Xs Y» Vs Ky Ds DMs Hs Ms Ny KAPPAs AMNs IDs Z ) o
tVALUE't Ks D» DMs Hy» My Ny KAPPA 4
'REALY Ds DMy Hs KAPPA o
tINTEGER! Ks Ms Ny IDs Z o
tARRAY Y X Y Ve AMN 4 : o
IBEGINt 'COMMENT?' DIE VARIABLE 1D ERHAELT DEN WERT tlts WENN DIE
MATRIX IN ORDNUNG ISTs SIE ERHAELT DEN WERT *2t's WENN DIE
MATRIX SINGULAER ISTe DIE CODE PROCEDURE 'ADIVB* MUSS VER
EINBART WERDENs
'INTEGER! MOs»
MOs= M%Ng»
tBEGINY
tREAL!' MAs BO4»
'INTEGER!' IAs IBs IKs Kls Ls 20 o
tARRAYt AMs RSy LOES (/14eMO/3s MAT (/1eeKsleoMO/)
MATL (/1e¢eMOs 1laaMO/) 4
Z 4= 0 o>
'FOR! Kle=1 *STEPt 1 tUNTILY K +DO!
'BEGIN!
JMN ( X(/K1/ys Y(/K1/)s KAPPAs Ds» DMs Ho M’ Ny AM, 20 § 4>
tFOR!Y Le.=1 tSTEPt 1 YUNTIL' MO ¢DO?
MAT (/Kls L7y o= AM (/L/) o>
'IFt 20 'GREATER! Z 'THEN' Z o= ZO 4.
YEND! o
"IFt K 'EQUAL' MO tTHEN' 1GOTO' R1 '1ELSE!
tFOR! IAe=1 'STEP't 1 'UNTIL' MO tDO' 'BEGIN?
'FOR' IBe=1 1STEP! 1 'UNTIL' MO 'DO' 'BEGIN!
MAs= Qs -
tFORY IKe=1 *STEPt 1 tUNTILt K DO
MAe= MA+ MAT(/IKsIAZ)# MAT(/IKs IB/)es
MATL{/IBsIA/)e= MAss
TEND'ss 'END!,4»
tFOR' TAe= 1 *STEP* 1 'UNTIL' MO ¢pO!? tBEGIN!
BOs= Ou i -
tFOR!Y IKe= 1 'STEPY 1 *UNTIL!' K tDO?
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BOe= BO+ MATUI/IKsTIAZY¥ VI/IK/ Yo
RS(/IA/)e= BOs4s
PEND Y 4 s
1,070t R24
Rles 'FOR!' TAe=1 tSTEP! 1 'UNTIL' K DO
1FOR! IBs=1 *STEP!' 1 tUNTIL' K DO
MATL(/IBsIA/Ys= MAT(/IASIB/ Ve
tFORY TAe=1 tSTEPt .1 'UNTIL?! K DO!
RS(/IA/Ya= VI/IA/ Y s>
" R2es ADIVB (RSs MAT1ls LOESs 5=53 R3}es
tFOR! TAe=1 tSTEPt 1 tUNTILt MO DO
AMN({/IA/ ) o= LOES(/IA/>* 64283185307,
IDe= las o
tGOTOt R994»
R3 e IDe= 249 -
1FORY TAe= 1 'STEPt 1 tUNTILt MO 1DO!
AMN(/IA/)e= Ogy .
R99ss 'ENDt4 s tEND!' ENDE. DES UNTERPROGRAMMS WKMZ2.

tREALY Ds DMs Hs KAPPAs DAs IXs IYs Dleos

'INTEGER' Ks My Ny Is Js IDs Ly Ils Mas MO, Ml, NAs NOy N1,

Js= les
Alss READ (KAPPA) o
t1F1 KAPPA tEQUALt O *THEN®Y 1GOTOt A99 tELSE!
READ (Dys DMy Hs My Ny K)o
'BEGIN? : ’
IARRAY Y X9 Yo .V’ X1 (/leeK/)s AMN (/lggM*N/)o’
ﬁFOR' Tex=1 $STEPY 1 tUNTILY K DO
'BEGIN?® - i
ReEAD (X{/1/ys Y(/YI/5s VI/1/))as
X1(/1/7)ya2 X{/1/7) /KAPPA>»
'END'e
QUTPUT (1
1 {1
/79 5By 1(t SET OF DATA NOGt)ty 22ZDs //s 5B
t (1
t (1
1 {1

=t)1y 2B=3Z,3Ds /» 5Bs ' ('M =1y,

1 {1Y=RICHTUNGY)1s //s 5B t{1K =1)ty 2B8=2ZD>

Js KAPPAs D» DMy Hs My Ny Kieos

1P'ORY T4=1 'STEPt 1 tUNTILY K DO '

OQUTPUT (1 1 (05 s t(tX(t)yte ZDs v(1) =t)1t, =2Z47D>
ZD’ '(') =|)., -22.7D’ SB,'('V(').’ ZD’ t ({1

'(t 5By 1 ('KOEFFIZIENTEN FUER DIE DIPOLBELEGUNG DER') !,
RECHTECKPLATTE. PROGRAMM=VERSION 2 VOM 28,11.,66') 1)

INPUT DATAset!)?'s /s 5Bs t{'KAPPA=t) 1y 3B=2Z,5Ds /9 5B»
D =11y 4B=Z,5Ds/9s 5By '{IDMAX =t)ty 4B=Z,5Ds /9 5B
H

2B=2ZDs 7B»
1 {1 X=RICHTUNG'yty /s 5By t (N =t)ty 2B=2ZDs

B9

//71)1

5Bs t{VY(tyrt,

)

=10y

=2Z,TDs /v)ds I X1IU/1/%s I YU/ZI/Y)s 19 VU/LI/ZY Yoo
WKM 2 (X1ls Ys» Vs Ks Ds DMs Hs My Ny KAPPAs AMN, IDs MO ) 4»

PIFY ID 'EQUAL?Y 2 fTHEN! YBEGINt.
QUTPUT (1s (1t 508 ' {'SINGULAERE MATRIX')' vy )
1GOTO! A2 1END!' 4>

QUTPUT (1s (1t //s 258 '(tREsuLTs..')vo /s 25Bs {1

-

_______ 1)ty

/7y 25Bs Y('ZAEHLER =t)'y 4ZDs 3Bs 1 (! (GROESSTE ZaHLt)1,
t{* VON FLAECHENELEMENTEN)')'9 //9 25Bs t(tA{ My N)eot)?

y / t)ty MO ) >
L.=O.’
tFOR! T,=1 *STEP' 1 tUNTILt N 1DO¢ ¢BEGIN!
NOu= I=les ‘ . '
VFORY Ile=1 fSTEPt 1 tUNTILt M DOt tBEGIN?
Le= L+les
MOe= Il“l.t

QUTPUT (19 t(125Rs t{1A(t)ts ZDs t{tatyty ZDs 1(1) =t)ty 2B=2Z,7Ds

/ vyts MOs NOy AMN(/L/VY 4o
TENDt4s 'END'4o» o
OUTPUT (1ls 1(1//s 253, '('DIPOLAUFMASSE setits //0 )10
IBEGIN? '

)

'
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VINTEGERY L1 o
IREALY IX1 o>
TFORY L14=0 #+STEPY 1 tUNTIL! 10 DO
’BEGIN'
IX ¢= 0sl * L1 x 14570 796 3267 4
IX = SIN (IX) 9
IX1 o= IX/KAPPA 49
tFOR!' L4=0 tSTEP® 1 tUNTIL' 10 DO
'REGIN!
IV o= 0ol % L % 14570 796 3267 4
IY o2 SIN (IY) o9
DAs= AMNC/1/73% U(IXs 19 O)% UlIYs 190} 4>
Die= 04
PFORY Te=2 tSTEP!Y 1 tUNTILY M DOt tBEGIN?
MO.S 2%I=1le>» Mle= MO = 209
C Dle= DI+ AMNIU/I/)% 0.5% (U(IXs MOy 0)/MO= U(IXs Mls O)/Ml)..
tENDY s
DAs= DA+ DI¥ U(IYs 1s 0)es
'FOR' T1e=2 'STEPt 1 'UNTILY' N 1DOt tBEGIN!
NOez= 2%11 =145 Nle= NO= 249 NAe= (I1= 1)% M.:
DI o= AMN (/NA+ 1/) % U (IXs 1s O0) 49
TFOR' Je4=2 tSTEP' 1 'UNTIL!' M 1DO' 'BEGIN!
MOas=z= 2% =14 Mlgz= MO= 249 .
Mive= NA+ Tas .
DTe= DI+ AMN(/MA/Z)¥* 0,5%( U(IXs MO, 0)/MO= U(IXs Mls 0)/Ml)es
TEND 4
DAe= DA+ DI¥* 0,5% (U(IY, NOs 0)/NO= U(1Ys N1s 0)/N1ly)es
tEND'es
QUTPUT(1s (1t 5Bs 1(IX{1)ty ZDy (1) =t)1ty =2Z,45Ds 7By 1(0Y{(1)1,
2Dy (1) =tyry =2Z,5Ds 7By t(VDIPOL =t)ty =2Z,7Ds / 1)1,
Lls IX1s Ls IYs DA) e
TENDV 4 s
QUTPUT (1 1 (1 / 1)t § 4
TENDY o
‘END'(’
'BEGINt tREAL!' KLAMMERSs Cls C2s Ples
tIFt M 'GREATER' 1 'AND'* N 'GREATER?' 1 tTHEN?

'BEGIN!

KLAMMER o= 4,0 % AMN(/1/) = 2,0 % AMN(/2/) = 2,0 ¥ AMN(/M+1/)
+ AMN(/M+42/) o

1gOTOtY AS0

TEND!?

tELSE!

TIFY M OTEQUALY 1 YAND!' N 'EQUALY 1 'YTHEN?

'BEGIN?

- KLAMMER 4= 4,0 * AMN(/l/) o

'GOTOt ASO

OENDI

1ELSEY

KLAMMER o= 4,0% AMN(/1/) = 2,0 % AMN(/2/) o>
A90¢ePI o= 34141l 592 653 5 )
Cl o= Pl % 0,0625 * KLAMMER o
C2 o= Pl # Cl / KAPPA % 04125 .
QUTPUT(1s 1(1//s 5By '{'GESAMTDIPOLSTAERKE sat}ts /35Bs 1(1CL =V)1,
2B=2Z.,7Ds 10Bs ' ('BEZOGEN AUF ZYLINDER')ty /s 5Bs 1(1C2 =1)!
’ 28-22.70, 10Bs *('KOEFFIZIENT NACH PABST!')ts/' )ty ClsC2)es
'EKD'¢9
A2e0 OUTPUT(Ist(t % 1)1 j,,
Jg— J¥+ le
'GOTO' Aleo
tENDt s s '
A9 ¢ QUTPUT (1s t(r 1 (1. ENDE DER DATEN 1)t 131y,
tCOMMENT Y
ENDE DES RAHMENPROGRAMMS,
EINGABESCHEMA ¢




1ENDt 4
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KAPPA = SEITENVERHAELTNIS = BREITE (Y) / LAENGE (X)
{ KAPPA o= O BEDEUTET DAS ENDE DER RECHNUNG ),
D = INNERE HALBE SEITENLAENGE DES KLEINSTEN INTEGRATIONSRINGES
BZWe. DES SINGULAEREN QUADRATS»
DM = GROESSTE SCHRITTWEITE ( HALBSCHRITT)»
H = HILFSGROESSE FUER SCHRITTWEITE.s
KLEINSTE SCHRITTWEITE (HALBSCHRITT)ee DX o3 D POWER 143
, / H
"ZAHL DER BELEGUNGSFUNKTIONEN IN X=RICHTUNG ( LAENGE )»
ZAHL DER BELEGUNGSFUNKTIONEN IN Y=RICHTUNG ( BREITE )»
ZAHL DER AUFPUNKTE { K NOTLESS M#N 3,
AY oo
{1y Y {1%s V {1)s X {2)s & o @ V (K
AUFPUNKTABSZISSE AUF HALBE LAENGE BEZOGEN
{ ZUR KONTROLLE WIRD X/KAPPA AUSGEGEBEN)
AUFPUNKTORDINATE AUF HALBE BREITE BEZOGEN,
GESCHWINDIGKEIT AM AUFPUNKT.»

rR2Z2Zx
KXo nu

R

< <
]
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Anhang IT: Vergleichswerte fiir die Ellipsenplatten

Das Geschwindigkeitspotential der querbewegten Ellipsen-
platte mit den Halbachsen B und L (vgl. Diagramm 13) an der Plat-

te selbst (z = O0) 1liBt sich in der Form angeben - vgl, dazu z.B,

Schmieden (1939)11

bl o) = =B fiopar - g )

wobei v Viowr = 1 —BE

Diagramm 13

Die Platte kann dann durch eine Dipolbelegungimo dargestellt

werden von der Form:

_mo(xl>=2°=_zgv' _ . N
Y @ ™ Vi (I = (4/e)

ru) o Mmelxy) 4 [T 2
Mo (x.y) E(»’)\/' (x[L)" = (y/B)

2BV r (A.2)
wenn E das vollstidndige elliptische Integral darstellt.
Dann ist:
Mo(Q,0) = ——v . (4.3)
E (k')

Der Koeffizient der hydrodynamischen Masse soll in Anleh-

nung an die Definition von C so definiert werden, daBl er der




Korrekturfaktur bei Anwendung der Streifenmethode ist., Man errech-

net fliir die hydrodynamische Masse:

hio BL
M ) L (a.4)
3E(n) :
Es gilt dann weiter fiir den Koeffizienten C (w):
, M. (n) | ,
Co (W) = 2 = ) ' (A'5)
vT /3. oB2L E(n)

Die Vslligkeit der Dipolverteilung P, wird in der Weise be-
stimmt, daB das Volumen unter der Dipolbelegung auf das Volumen

des umschriebenen elliptischen Zylinders bezogen wird, Es gilt:

© T Al M
! M{0,0)  TBL Sg - X y) otx_oh}

ELL'\PSC,

?B = &g | \ (A.6)

Flir die mittlere Ordinate ﬁo errechnet man:

I

", ¢, « M, (0,0)

I

M —= |






